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บทคัดย่อ 
 งานวิจัยนี้เป็นการตรวจสอบพลศาสตร์จําลองโดยระเบียบวิธีไฟไนต์กับแขนกลแบบหยุ่นตัวซึ่งมีห้าชิ้นส่วนสอง
องศาอิสระพร้อมด้วยระบบมวลก้อนติดบนปลายแขนกลที่มีการยืดหยุ่นตัว  โดยการเปรียบเทียบและรับรองค่าความถี่
ธรรมชาติที่ได้จากแบบจําลองนี้กับค่าความถี่ที่ได้จากการวัดได้จากอุปกรณ์ตรวจรู้ความเร่ง (accelerometer) โดย
พิจารณาการสั่นที่ปลายแขนกลแบบหยุ่นตัวที่ตําแหน่งองศาอิสระต่างๆกัน ผลที่ได้แสดงให้เห็นว่าการกําหนดลักษณะชนิด
การยึดจับ (constrains or boundary condition) ในแบบจําลองพลศาสตร์ที่เสนอในงานวิจัยนี้ให้ผลลัพธ์ค่าความถี่
ธรรมชาติในโหมดต่างๆนั้นมีค่าใกล้เคียงกับค่าความถี่ธรรมชาติที่วัดจากการส่ันที่องศาอิสระของแขนกลเดียวกัน ซึ่งแสดง
ว่าแบบจําลองทางพลศาสตร์ดังกล่าวมีความแม่นยําเพียงพอที่จะใช้ในการออกแบบตัวควบคุมต่อไป  
คําหลกั:  แขนกลแบบยืดหยุ่น, ความถี่ธรรมชาติ, ระเบียบวิธไีฟไนต ์
 

 
Abstract 

This research work contributes finite element method for the dynamic model of a five-bar 
linkage manipulator arm with two flexible links. Both flexible links are considered as a flexible link 
with lumped mass attached to it end to form a five-bar configuration. Natural frequencies found from 
the purposed dynamic model by using finite element method are compared with the vibration 
measured by accelerometer attached at the end of the longer flexible link. The natural frequencies 
found from both methods are very close. This means that the purposed dynamic model is accurate or 
good enough to use for controller design.  

  
Keywords:  Flexible manipulator arm, five-bar linkage, Natural frequency, finite element method  
 

1. บทนํา 
              ในปัจจุบันได้มีการพัฒนาแขนกลให้สามารถ
รองรับงานในอุตสาหกรรมได้หลายลักษณะ ซึ่งโดยส่วน

ใหญ่แขนกลเหล่านี้ก็มีโครงสร้างแบบแขนเกร็ง เพื่อให้
รูปแบบการเคลื่อนที่ของแขนกลสามารถตรวจวัดและ
ควบคุมได้ง่าย แต่สําหรับพื้นที่งานที่อยู่ห่างออกไปแขน 
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กลจะถูกออกแบบให้มีช่วงแขนเอื้อมยาวขึ้นเพื่อเพิ่ม
พื้นที่การทํางาน (workspace)   จึงได้มีการพัฒนาแขน
กลให้มีน้ําหนักเบาและยืดหยุ่นตัวมากขึ้น ซึ่งส่งผลดีต่อ
การลดพลังงานและการสั่นสะเทือนในระหว่างการ
ขับเคล่ือน  แต่อย่างไรก็ตาม การควบคุมตําแหน่งปลาย
ของแขนกลแบบยืดหยุ่นก็จะทําได้ยากกว่าเนื่องจากเกิด
การแกว่งตัวที่ตําแหน่งปลายแขน และ รูปแบบของ
สมการแบบจําลองการเคลื่อนที่ของแขนกลก็จะเพิ่ม
ความซับซ้อนขึ้นกว่าเดิม งานวิจัยส่วนใหญ่ที่ผ่านมาจะ
จํากัดที่แขนกลที่มีความยึดหยุ่นเพียงข้อต่อเดียว และ
เคลื่อนที่บนระนาบเดียว แต่งานวิจัยนี้ เราจะพิจารณา
แขนกลที่มีความยึดหยุนสองแขน และใช้รูปแบบเป็น
แบบ five-bar linkage เพื่อให้ปลายแขนกลสามารถ
เข้าถึงปริมาตรการทํางานในแบบ 3 มิติได้  

       ในทางทฤษฎีแล้วระบบแขนกลแบบยืดหยุ่น              
ที่ได้มีการใช้สมการ partial differential เพื่อหา
แบบจําลองสมการทางพลศาสตร์ของแขนกลจะพบ
ความยุ่งยากซับซ้อนถึงแม้ว่าเป็นแขนกลเดี่ยวแบบ
ยืดหยุ่นก็ตาม  ส่งผลให้มีการใช้วิธี discretization ใน
การหาแบบจําลองแขนกล  ในขณะที่แขนกลที่เสนอใน
งานวิจัยนี้มีโครงสร้างแบบ five-bar ตามรูปที่ 1 ซึ่งมี
ความซับซ้อนของสมการแบบจําลองที่มากกว่า  การ
ตรวจสอบค่าความถี่ธรรมชาติที่โหมดต่างๆจากสมการ
แบบจําลองพลศาสตร์ที่ ได้จากระเบียบวิธีไฟไนต์ที่
กําหนดลักษณะจุดยึดต่อ (constraint หรือ boundary 
condition) ของแขนกลที่ถูกต้องจะให้ผลค่าใกล้เคียง
กับค่าความถี่ธรรมชาติที่ได้จากการหาอนุกรมฟูเรียร์ของ
ข้อมูลจากตัวตรวจรู้ความเร่งที่ปลายแขนที่ตําแหน่ง
องศาอิสระเดียวกัน 
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                  รูปที่ 1 โครงสร้างของแขนกลแบบยืดหยุ่นที่ออกแบบไว ้
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2. การคํานวณหาค่าความถี่ของแขนกล 
       เนื่ อ งด้ วยความจริ งที่ ว่ าแบบจํ าลองทาง
พลศาสตร์ของระบบสามารถบ่งบอกถึงชุดค่าความถี่
ธรรมชาติที่เกี่ยวข้องของระบบชุดนั้นได้ แบบจําลอง
ทางพลศาสตร์ของระบบแขนกลยืดหยุ่นจึงถูกสร้างขึ้น
โดยจากขั้นตอนดังนี้คือ: 

ก) หาสมการลากานต์ของแต่ละชิ้นส่วนหรือเอลิ
เ มนต์ โ ดย เ ป็นแบบมวลก้ อน (Lumped 
mass), กําหนดตัวแปรองศาอิสระที่จุดปลาย
ของเอลิเมนต์ 

ข) จัดรูปเป็นเมตริกซ์เอลิเมนต์ของมวลกับ
เมตริกซ์เอลิเมนต์ของความยืดหยุ่นของแท่ง
วัตถุ(rod bar)ร่วมกับคาน(beam) ใน
สมการลากานต์เอลิเมนต์นั้น  

ค) นําชุดสมการลากานต์เมตริซ์เหล่านั้นยุบรวม 

เป็นสมการลากานต์รวมซึ่งจะประกอบด้วย
เมตริกซ์มวลระบบและเมตริกซ์ความยืดหยุ่น
รวมของทั้งระบบแขนกลยืดหยุ่น 

ง) กําหนดลักษณะชนิดการยึดจับและนําเมตริกซ์
มวลระบบและเมตริกซ์ความยืดหยุ่นระบบที่
ได้มาคํานวณหาค่าลักษณะเฉพาะ (Eigen 
Value) และชุดค่าความถี่ธรรมชาติของ
ระบบดังต่อไปนี้ 

จากรูปที่ 1 โครงสร้างของแขนกลประกอบด้วยก้าน
ต่อโยงสี่ก้านมีมวลก้อน (Lumped mass) A และ B ติด
ที่ปลายก้านตอ่โยงที่ 1 และ 4 ตามลําดับ ไม่คิดน้ําหนัก
ของก้านต่อโยงทั้งสี่เมื่อเทียบกบัมวล A, B อปุกรณต์ัวรู้
วัดความเรง่ติดอยู่ที่ปลายก้านต่อโยงที่ 4 และมีมอเตอร์
ตัวขับที่ 1 และ2 หมุนปลายก้านต่อโยงที่ 1 และ 2 
ตามลําดับ   
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                     รูปที่ 2 ระบบโครงสร้างแขนกลประกอบดว้ย 5 เอลิเมนตโ์ดยที ่

(a) แทนการขจดั iu บนเอลิเมนตข์องก้านต่อโยงบนเทอมพกิัดระบบ (global coordinates) 
                (b) แทนพิกัดระบบทั่วไป iq (generalized coordinates) บนแขนกล 
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     โครงสร้างของแขนกลชุดนี้ถกูแบ่งจําลองออกเป็นห้า
เอลิเมนต์คานดังในรูปที่2 โดยที่เอลิเมนต์ที่ 1, 2 และ 3 
แทนด้วยก้านต่อโยงที่ 1, 2 และ 3 ตามลําดับ เอลิเมนต์
ที่ 1 ต่อกับ 4 และเอลิเมนต์ 2 ต่อกับ 3 เชื่อมต่อกันด้วย
pin joint ที่จุด A และ B ตามลําดับ ส่วนเอลิเมนต์ที่ 4 
และ 5 ที่เชื่อมติดกันแทนด้วยก้านต่อโยงที่ 4 ซึ่งต่อกับ
เอลิเมนต์ที่ 3 ด้วย pin joint ที่จุด C 
    กําหนดให้ที่จุดต่อปลายแต่ละเอลิเมนต์ทั้งหมดมีการ
ขจัด iu เท่ากับ 3 องศาอิสระ ดังนี้ 
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เมื่อพิกัดองศาอิสระที่จุดต่อของระบบแขนกลรวมบน
แกน xy มีการเคลื่อนโดยอิสระ (unconstraint) จะได้
การขจัดเท่ากับ 
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=

                   (1) 
เราสามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างการขจัด iu บนเอ
ลิเมนต์ใดๆกับพิกัดระบบทั่วไป iq ด้วยสมการ 
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    (2) 

ซึ่ง Ae เป็นเมตริกซ์ส่ีเหลี่ยมผืนผ้าที่ประกอบด้วย 0 กับ 
1 และจากสมการ (2) เขียนความสัมพันธ์ในเอลิเมนต์
หนึ่งถึงห้าได้โดย 

1
1

2
2

3
3

4

5
18

6/1 1

1

u
q

u
q

u
q

u
u

q
u

A

⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎩ ⎭

 (2.1), 

13
1

14
2

15/2
3

16

17
18

18 2

2

u
q

u
q

u
q

u
u

q
u

A

⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎩ ⎭

(2.2) 

 

7
1

8
2

9/3
3

13

14
18

15/3 3

3

u
q

u
q

u
q

u

u
q

u

A

⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎩ ⎭

 ,→   

7
1

8
2

9
3

10

11
18

12 1

5

u
q

u
q

u
q

u
u

q
u

A

⎧ ⎫
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭
⎩ ⎭

(2.5) 

เมื่อเมตริกซ์ส่ีเหลี่ยมผืนผ้า Ae ในแต่ละเอลิเมนต์มีค่า
เท่ากับ 
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                                                  (4.3)-(4.4) 
       คูณเมตริกซ์มวลและเมตริกซ์ความแข็งของแต่ละ
เอลิเมนต์ด้วยเมตริกซ์การหมุน จะได้ 
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โดยที่ เมตริกซ์การหมุน R มีค่าเท่ากับ 
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      แทนค่าเมตริกซ์มวลและเมตริกซ์ความแข็งใน
สมการ(3)และ(4) ลงบนสมการพลศาสตร์สมการ(8)  

        [ ] { } { } { }i i ie eee e
m u k u f⎡ ⎤+ =⎣ ⎦      (8) 

ซึ่งเป็นสมการพลศาสตร์ของแต่ละเอลิเมนต์ e  โดยe

เป็นเอลิเมนต์ตั้งแต่ เอลิเมนต์ 1 ถึงเอลิเมนต์ 5     
      จากสมการเมตริกซ์มวลและเมตริกซ์ความแข็งที่ได้
มาแล้ว ในแต่ละเอลิเมนต์นํามารวมหาเมตริกซ์ระบบ
มวลและเมตริกซ์ความแข็งของทั้งระบบได้ดังสมการ  

             [ ]
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    พิจารณาให้แรงและแรงบิดภายนอกที่กระทํากับ
ระบบนี้เท่ากับศูนย์  

 { } { } { } { }
5 5

1 1
0T T T

e i e i
e ee e

Q A f A R f
= =

= = =∑ ∑   

(8.3) 
จากผลรวมของกฏทรงพลังงานระหว่างพลังงานจลน์
และพลังงานศักดิ์สปริงเมื่อไม่มีแรงภายนอกมากระทํา

ต่อระบบจะมีค่าเท่ากับศูนย์ นําจัดในรูปของสมการ
พลศาสตร์ระบบแขนกล 2 องศาอิสระได้เป็น   

           { } { } { }0i iM q K q+ =                  (9) 

       โดย { }iq เป็นเวกเตอรต์ําแหน่งระบบทัว่ไปตาม
สมการ (1)  
        จากลักษณะของแขนกลทั้งระบบดังรูปที่ (2a) 
และ (2b) เมือ่กําหนดค่าองศาอิสระหรือระบุตําแหน่ง 

constraint ที่พกิัดระบบตําแหน่ง { }iq ดังนี้จะได ้

        1 2 3 16 17 18 0q q q q q q= = = = = =        
     องศาอิสระของการสั่นระบบแขนกลจึงมีจํานวน
เท่ากับ 15 องศาอิสระ  
       จากรู ปที่1 เ มื่ อ แขนกลที่ ป ระกอบด้ วยท่ อ

อลูมิเนียมความหนาแน่น( =2700 กิโลกรัม/เมตร3) ค่า
ยังโมดูลัส(E) เท่ากับ 71 GPa ขนาดเส้นผ่าศูนย์กลาง
นอกและในเท่ากับ 19 และ13 มิลลิเมตร (พื้นที่หน้าตัด 
(A) = 150.7964E-6 เมตร3

)ค่าพื้นที่โมเมนต์ความเฉ่ือย
(I)เท่ากับ 4995.13E-12 เมตร4

 รัศมีไจเรชั่น(r)เท่ากับ 

 =0.0058 ความยาวแขน l1,l2 และl3 เท่ากับ 

0.62, 0.32 และ 1 เมตร ตามลําดับ มวลA มีค่าเป็น
ศูนย์ในขณะที่มวล B มีค่าเท่ากับ 0.943 กิโลกรัม แทน
ค่าทั้งหมดลงในสมการเมตริกซ์เอลิเมนต์มวลที่ (3.1)-
(3.5) และสมการเอลิเมนต์เมตริกซ์ความยืดหยุ่นที่ 
(4.1)-(4.5)  
       เนื่องจากค่ามุม 1θ เท่ากับ 115°, 3θ เท่ากับ 22°  
สมการ(3.1)-(3.5)คูณด้วยเมตริกซ์การหมุน(R) ตาม
สมการ(5) แทนลงในสมการที่(8.1) จะได้เมตริกซ์มวล
ระบบ (M)  สมการ(4.1)-(4.5)คูณด้วยเมตริกซ์การหมุน
(R) ตามสมการ(6) แทนลงในสมการที่(8.2) จะได้
เมตริกซ์ความยืดหยุ่นระบบ(K) จากเมตริกซ์มวลระบบ
แล ะ เ ม ต ริ ก ซ์ ค ว า ม ยื ด ห ยุ่ น ร ะ บบนํ า ม า ห า ค่ า
ลักษณะเฉพาะ(Eigen Value) และหาความถี่ธรรมชาติ
โดยความถี่ธรรมชาติที่ได้จากระบบชุดนี้จะมีค่า 
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3. การทดสอบหาความถี่ธรรมชาติของแขนกล 

      เนื่องจากรูปแบบระบบแขนกลมีความซับซ้อน ทํา
ให้มีจํานวนองศาอิสระที่ความถี่สูงเกิดขึ้น     ในขณะที่
ค่ า ค ว ามถี่ ต่ํ า นั้ น จ ะถู กนํ า ม าพิ จ า รณา เพร าะมี
ความสําคัญต่อระบบควบคุมที่จะสร้างต่อไป   
      จากรูปที่ 3  จะทําวิเคราะห์โดยวิธี FFT จากการวัด
ค่าสัญญาณจากอุปกรณ์ตรวจรู้ความเร่ง ที่ได้จากการ
เคาะที่ระบบแขนกลที่ตําแหน่ง A และ B แล้วนํามา
กรองช่วงความถี่สูงออก โดยสัญญาณที่ได้จากแกน x 
และ y จะนํามาตรวจวิเคราะห์หาค่าความถี่ในช่วง 0 ถึง 
125 Hz ต่อไป 

 
   รูปที่ 3 แสดงตําแหน่งและทศิทางการเคาะระะบบ  
    โครงสร้างแขนกล 
   เมื่อเคาะที่ตําแหน่ง A ดังรูป 3 โดยการเคาะตรงตาม
ทิศแขนแกน ก้านต่อโยง 4 จะได้ค่าสัญญาณตามรูปที่ 
4a,4b และ5a,5b 
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    รูปที่ 4a,4b แสดงสัญญาณจากตัวตรวจรู้ความเร่ง
ตามแกน x กับ ค่าสเปคตรัมที่ได้จากสัญาณความถี่ตาม
แกนx เมื่อเคาะที่ A    
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   รูปที่ 5a, 5b แสดงสัญญาณจากตวัตรวจรูค้วามเร่ง
ตามแกน y ที่ผ่านกรองสัญญาณ กับ ค่าสเปคตรัมที่ได้
จากสัญาณความถี่ตามแกนy เมื่อเคาะที ่A 
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     เมื่อเคาะขึน้ที่ตําแหน่ง B ดังรูป 3 โดยการเคาะตรง
ตามทิศแขนแกนก้านต่อโยง3 จะได้ค่าสัญญาณตามรูปที่ 
6a,6b และ7a,7b  
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รูปที่ 6a,6b แสดงสัญญาณจากตัวตรวจรู้ความเร่งตาม
แกน x ที่ผ่านกรองสัญญาณ กับ ค่าสเปคตรัมที่ได้
จากสัญาณความถี่ตามแกนx เมื่อเคาะที่ B 
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รูปที่ 7a, 7b แสดงสัญญาณจากตัวตรวจรู้ความเร่งตาม
แกน y ที่ผ่านกรองสัญญาณ กับ ค่าสเปคตรัมที่ได้
จากสัญาณความถี่ตามแกน y เมื่อเคาะที่ B 
 
       เมื่อพิจารณาตามรูป 4a-5b, จากผลการทดลองที่
ได้เมื่อเคาะที่ตําแหน่ง A โดยเคาะตามแนวขนานกับ
แกน x จะพบว่า ขนาดแอมปลิจูดของสัญญาณความถี่
ธรรมชาติของระบบแขนกลมีค่าสูงเกิดบนแกน x ของ
ก้านต่อโยง 4 ที่ค่า 22 โดยประมาณบนความถี่เท่ากับ 
6.6 Hz ในขณะที่ขนาดแอมปลิจูดบนแกน y นั้นอยู่ที่
ประมาณ 2.4 ถึง2.8 บนค่าความถี่ 3.5, 6.5, 9.9 และ 
13.4 Hz ตามลําดับ ส่วนเมื่อพิจารณาตามรูป 6a-7b, 
เมื่อเคาะที่ตําแหน่ง B ซึ่งขนานตามแนวแกน y จะพบว่า
ขนาดแอมปลิจูดของสัญญาณความถี่ธรรมชาติบนแกน 
y ของก้านต่อโยง 4 ที่เกิดขึ้นมีค่าสูงประมาณ 95 อยู่ที่ 
3.4 Hz เท่านั้น ในขณะที่บนแกนx มีค่าขนาดแอม
ปลิจูดเกิดขึ้นที่ 1.1 และ 2.4 บนความถี่ 3.4 กับ 6.7 
Hz ตามลําดับ ดังแสดงในรูปที่ 6b  

4. การวิเคราะห์ผลเทียบกับค่าการหาความถี ่
    เมื่อเปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติที่ได้จากคํานวณ
ในสมการพลศาสตร์ในหัวข้อที่ 2 กับค่าความถี่ธรรมชาติ
ที่ได้จากการทดสอบแขนกลในหัวข้อที่ 3 เมื่อนํามา
เทียบเคียงตามตารางที่ 1  
 
ตารางที่ 1 เปรียบเทียบค่าความถี่ธรรมชาติที่โหมดต่ําๆ
ของแขนกล (หน่วย: Hz) 

โหมดความถี่ 
ค่าความถี่ธรรมชาต ิ(Hz) 

การคํานวณ การทดสอบ 

โหมดที่1 3.4 3.4-3.5 

โหมดที่2 - 6.5 

โหมดที่3 9.8 9.9 

 
  พบว่า จากการคํานวณเมื่อใช้ constraint ในลักษณะ
จุดเชื่อมต่อเป็น pin joint จะพบความถี่ในโหมดที่ 1 
และ 3 มีค่าใกล้เคียงกับค่าจากการทดสอบมาก ในขณะ
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ที่ไม่ปรากฎค่าความถี่ในโหมดที่ 2 จากการคํานวณ   ซึ่ง
พบในการทดสอบโดยมีค่าเท่ากับ 6.5 Hz 
  อย่างไรก็ตามเมื่อให้จุดเชื่อมต่อทั้งหมดเป็นแบบเช่ือม 
จะส่งผลให้ constraint ขององศาอิสระที่ตําแหน่ง
เชื่อมต่อ A, B และ  C เปล่ียนไปดังนี้คือ      
    6 1 6 4 6/ /q q q= =  ,   15 2 15 3 15/ /q q q= =  
    และ  9 3 9/q q=   

    1 2 3 12 16 17 18 0q q q q q q q= = = = = = =  
  ซึ่งเมื่อนํามาคํานวณหาความถี่ธรรมชาติจะได้ 11 ค่า
ดังนี้ 

                    

6 8
13 5
25 6
83 6
403 7
431 0

1829 7
1937 7
2512 7
3517 2
4558 1
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จะพบว่าความถี่แรกของชุดนี้มีค่าใกล้เคียงกับโหมดที่ 2 
ที่หายไป 

5. บทสรุป 
       จากขนาดแอมปลิจูดที่มีค่าสูงในช่วงค่าความถี่ต่ําที่
พบได้นี้ อาจจะสรุปได้ว่าในช่วงความถี่ที่ครอบคลุมก้าน
ต่อโยงของแขนหุ่นยนต์แบบยืดหยุ่นนี้จะมีเฉพาะก้านต่อ
โยงที่ 4 เท่านั้นที่มีการส่ัน และการกําหนดลักษณะชนิด
การยึดจับ (constrains or boundary condition)ใน
ลักษณะจุดต่อแบบ pin joint ในแบบจําลองพลศาสตร์
ที่เสนอในงานวิจัยนี้ให้ผลลัพธ์ค่าความถี่ธรรมชาติใน
โหมดต่างๆนั้นมีค่าใกล้เคียงกับค่าความถี่ธรรมชาติที่วัด
จากการส่ันที่องศาอิสระของแขนกลเดียวกัน ซึ่งแสดงว่า
แบบจําลองทางพลศาสตร์ดังกล่าวมีความแม่นยําเพียง
พอที่จะใช้ในการออกแบบตัวควบคุมต่อไป 
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