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บทคดัย่อ  

เป็นทีท่ราบกนัดวี่าความเคน้บรเิวณรอยต่อของวสัดุชนิด Isotropic material สองชนิดนัน้อยูใ่นรปูแบบของ
ความเคน้อนนัตใ์นฟงักช์นัของ 𝑟𝜆   ส าหรบัรอยต่อของวสัดุชนิด transversely isotropic materials และวสัดุชนิด 
isotropic material ความเคน้บรเิวณจุดต่อทีค่า่สงูนัน้กอ่ใหเ้กดิความเสยีหายขึน้ในวสัดุเชน่กนั  คา่อนัดบัความเคน้
อนนัตบ์รเิวณรอย ต่อของวสัดุ  transversely isotropic material และวสัดุ isotropic material แบบ 3 มติิ ถกู
วเิคราะหด์ว้ยการเปลีย่นแปลงคา่คงทีท่างความยดืหยุน่ของวสัดุทัง้สองชนิด   (คา่ Poisson’s ratio และ คา่ Elastic 
modulus) และทศิทางของ  Fiber orientation ของวสัดุ transversely isotropic materials และสามารถหาสภาวะที่
ลดคา่อนัดบัความเคน้อนนัตบ์รเิวณรอยต่อได ้ 
ค ำหลกั: transversely isotropic, ความเคน้อนนัต,์ รอยต่อแบบ 3 มติ ิ 
 
Abstract 
 It is well known that stress around the bonded joint of two isotropic materials is in the function of 
𝑟𝜆 .  For the bonded joint between transversely isotropic material and isotropic material, stress 
concentration can occurs on the interface of the joint. It causes failure of the structure. The order of stress 
singularities around three-dimensional joint of transversely isotropic material and isotropic material are 
investigated by varying Poisson’s ratio, Elastic modulus and fiber orientation. Finally, the stress singularity 
is determined for searching the suitable one that creates the lowest order of stress singularity.    
Keywords: transversely isotropic, stress singularity, three-dimensional bonded joint  
 

1. บทน า 
หลายปีทีผ่า่นมา คา่อนัดบัความเคน้อนนัต์ (order 

of stress singularity) บรเิวณรอยต่อของวสัดุต่างชนิด
กนัไดถ้กูวเิคราะหโ์ดยนกัวจิยัหลายทา่น  เพราะความ

เคน้อนนัตน์ี้เป็น ดชันีชีว้ดัทีแ่สดงถงึความรนุแรง ทีท่ า
ใหเ้กดิความเสยีหายขึน้ทีบ่รเิวณรอยต่อเนื่องจากการ
กอ่ใหเ้กดิความเขม้ของความเคน้ทีส่งู (stress 
concentration) ซึง่เป็นปญัหาทีเ่กดิในโครงสรา้งของ
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วสัดุในระบบอเิลก็ทรอนิกส ์เชน่ แผงวงจร IC chip 
เป็นตน้ หรอืเกดิขึน้ในอปุกรณ์ที่ มโีครงสรา้งแบบ  
composite materials ซึง่ประกอบขึน้จากวสัดุทีม่ ี
คณุสมบตัทิางกลและทางความรอ้นแตกต่างกนั  วสัดุ
ชนิด transversely isotropic materials เชน่ 
ไทเทเนียม (Ti) เป็นทีน่ิยมในการน ามาใช้ เป็นสว่น
หนึ่งของโครงสรา้งแบบ composite material เชน่ 
โครงสรา้งของอปุกรณ์ทีต่อ้งการความแขง็แรงเป็น
พเิศษ  โดยน าไปเชือ่มต่อกบัวสัดุทีม่คีณุสมบตัแิบบ 
isotropic material เชน่ เหลก็กลา้ เป็นตน้ ความ
เสยีหายสว่นใหญ่ทีเ่กดิขึน้ของวสัดุชนิด composite 
material นี้ จะเกดิขึน้บรเิวณรอยต่อเชน่กนั ซึง่ทีผ่า่น
มางานวจิยัเกีย่วกบัเสถยีรภาพและความเคน้อนนัตท์ี่
เกดิขึน้ยงัมไีมแ่พรห่ลายมากนกั  

งานวจิยันี้จงึไดท้ าการวเิคราะหถ์งึดชันีทีใ่ชว้ั ด
ความรนุแรงของความเคน้ทีเ่กดิขึน้บรเิวณรอยต่อของ
วสัดุชนิด transversely isotropic material กบัวสัดุ
ชนิด isotropic material ซึง่ไดแ้กค่า่อนัดบัความเคน้
อนนัตบ์รเิวณจุดมมุของรอยต่อ  ซึง่อยูบ่นพืน้ฐานของ
ระเบยีบวธิกีารค านวณ Finite element โดยไดท้ าการ
เปลีย่นแปลงค่ าคงทีท่างความยดืหยุน่ในระนาบ
สมมาตรของวสัดุแบบ  transversely isotropic 
material ซึง่ไดแ้ก ่ คา่ Poisson’s ratio และ  คา่ 
Elastic modulus และยงัไดเ้ปลีย่นแปลงคา่ของทศิ
ทางการเรยีงตวัของ Fiber orientation เพือ่ทีจ่ะหา
สภาวะทีส่ามารถลดคา่ความรนุแรงของความเคน้ที่
เกดิขึน้ได ้                                        

2. ระเบียบวิธีการค านวณ  
วสัดุชนิด transversely isotropic materials นัน้ 

เป็นวสัดุทีม่คีณุสมบตัิทางกลเหมอืนกนัในระนาบหนึ่ง 
และจะมคีณุสมบตัทิางกลทีเ่ปลีย่นแปลงไปในทศิทาง
ทีต่ัง้ฉากกบัระนาบนัน้ ซึง่สามารถก าหนดคณุสมบตัิ
ดว้ยคา่คงทีท่างความยดืหยุน่ของวสัดุ 5 คา่ (แทนทีจ่ะ
เป็น 9 คา่เชน่ในกรณีของวสัดุชนิด orthotropic 
material) คา่คงทีท่างความยดืหยุน่ทัง้ 5 ค่า ไดแ้ก ่
Young's modulus และคา่ Poisson's ratio ในระนาบ
สมมาตร  x-y ( PE  และ P ) คา่ Young's modulus 

และคา่ Poisson's ratio ในแกน Z (
ZE  และ 

PZ )

และคา่ shear modulus ในทศิทางแกน z (
PZG ) ซึง่

สามารถเขยีน เมตรกิซข์องความแขง็เกรง็ (Stiffness 
Matrix) ดงันี้ 
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ในขณะที ่คา่ 𝑐ij  อืน่ๆนัน้เทา่กบัศนูย ์ 
ส าหรบัระเบยีบวธิ ี FEM คา่องคป์ระกอบความ

เคน้บรเิวณรอบจุดมมุรอยต่อแบบ 3 มติสิามารถเขยีน
อยูใ่นรปูของ asymptotic series ในกรณีของคา่อนัดบั
ความเคน้อนนัตเ์ป็นจ านวนจรงิ [1] ดงันี้ 

                  jj
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โดยใชท้ฤษฎขีองงานเสมอืน คา่ eigen value, p, 
ซึง่เป็นค าตอบของสมการ 

        0UCBpAp2                 (2) 
จะมคีา่เทา่กบั 
 λ = 𝑝 − 1 
ซึง่คา่ λ คอื คา่อนัดบัความเคน้อนนัต์ 

เมตรกิซ ์ [A] [B] และ [C] ประกอบดว้ยคา่
เมตรกิซข์องความแขง็เกรง็ ซึง่ตอ้งค านวณส าหรบัแต่
ละจุด node เนื่องจากคา่เมตรกิซน์ี้อา้งองิกบัแกน
ระบบ xyz ดงันัน้ส าหรบัคา่เมตรกิซน์ี้ในระบบแกน 
Spherical coordinate system ดงันี้ 

ijklploknjmimnop CaaaaC   
โดยที ่
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ซึง่ท าใหส้ามารถหาเมตรกิซค์วามแขง็เกรง็ของ

วสัดุ transversely isotropic material ในกรณีทีม่กีาร
เปลีย่นแปลงทศิทางของ fiber orientation ได ้ 

 
 

 
รปูที ่1 รอยต่อของวสัดุชนิด transversely isotropic 

material และ isotropic material 
 

3. ผลการวิเคราะห ์
รอยต่อแบบ 3 มติ ิของวสัดุชนิด transversely 

isotropic material และ isotropic material แสดงดงั
รปูที ่1 จะถกูน ามาพจิารณาคา่อนัดบัความเคน้อนนัต์
บรเิวณจุดมมุของรอยต่อ โดยก าหนดใหค้ณุสมบตัทิาง
กลของวสัดุ isotropic material (𝐸𝑖𝑠𝑜  และ 𝑣iso ) 
คงที ่แต่ เปลีย่นแปลงคณุสมบตัทิางกลของวสัดุ  
transversely isotropic material ไดแ้กค่า่ PE  P  

ZE  PZ และ PZG  และทศิทางของ fiber orientation   
กรณีที่1. ก าหนดให้วสัดุ transversely isotropic 

material มคีณุสมบตั ิดงันี้ 
𝐸z = 0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  ถงึ 1.6𝐸𝑖𝑠𝑜  
𝐸p = 𝐸𝑖𝑠𝑜   
𝑣p = 𝑣iso  = 𝑣𝑝𝑧 = 0.3   

𝐺𝑧𝑝 =
𝐸𝑝

2 1 + 𝑣𝑝 
 

โดยทีค่า่ของ 𝑣zp  นัน้จะตอ้งอยูใ่นชว่งทีเ่ป็นไป
ไดส้ าหรบัวสัดุทัว่ไปคอื  0 < 𝑣𝑧𝑝 < 0.5 จากผล
การวเิคราะหพ์บว่า คา่อนัดบัความเคน้อนนัตน์ัน้มี
คา่ประมาณศนูย ์ซึง่หมายถงึว่าจะไมเ่กดิความเคน้
อนนัตใ์นลกัษณะของเทอม 𝑟𝜆  เกดิขึน้ ซึง่แสดงให้
เหน็ว่าถงึแมม้กีารเปลีย่นแปลงความแขง็แรงของวสัดุ
ตามแนวของ fiber นัน่คอืคา่ 𝐸z  นัน้ไมส่ง่ผลกระทบ
มากนกัทีจ่ะกอ่ใหเ้กดิความเคน้อนนัต์ ดงัตารางที ่1 
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ตารางที ่1 คา่อนัดบัความเคน้อนนัต ์เมือ่ 𝑣𝑝𝑧 = 0.3 

𝐸𝑧  𝑝 𝜆 
1.6𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9993 ≈ 0 
1.0𝐸𝑖𝑠𝑜  1.0000 ≈ 0 
0.5𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9994 ≈ 0 
0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9994 ≈ 0 

 
ตารางที ่2 คา่อนัดบัความเคน้อนนัต ์เมือ่ 𝑣𝑝𝑧 = 0.2 

𝐸𝑧  𝑝 𝜆 
2.4𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9883 -0.0117 
2.0𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9916 -0.0084 
1.0𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9999 ≈ 0 
0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9999 ≈ 0 

 
ตารางที ่3 คา่อนัดบัความเคน้อนนัต ์เมือ่ 𝑣𝑝𝑧 = 0.1 

𝐸𝑧  𝑝 𝜆 
4.9𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9605 -0.0395 
2.4𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9856 -0.0144 
1.7𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9973 -0.0027 
1.0𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9999 ≈ 0 
0.5𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9999 ≈ 0 

0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  0.9999 ≈ 0 

 
ตารางที ่ 4 คา่อนัดบัความเคน้อนนัต ์เมือ่ 𝐸𝑝 =

10𝐸𝑖𝑠𝑜  
 

𝐸𝑧  𝑝 𝜆 
16𝐸𝑖𝑠𝑜  0.7303 -0.2697 
10𝐸𝑖𝑠𝑜  0.7472 -0.2528 
5𝐸𝑖𝑠𝑜  0.7777 -0.2223 
1𝐸𝑖𝑠𝑜  0.8712 -0.1288 
 
โดยการวเิคราะหน์ี้ ใช ้ 50 element และ 181 

node ซึง่เมือ่เทยีบกบัผลทีไ่ดจ้ากการเพิม่จ านวนเอลิ
เมนตเ์ทา่กบั 200 element และ 661 node พบว่ามคีา่
ใกลเ้คยีงกนัมาก  

กรณีที ่2. ก าหนดใหว้สัดุ transversely isotropic 
material มคีณุสมบตั ิดงันี้ 
𝐸z = 0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  ถงึ 2.4𝐸𝑖𝑠𝑜  
𝐸p = 𝐸𝑖𝑠𝑜   
𝑣p = 𝑣iso  = 0.3,𝑣𝑝𝑧 = 0.2 

𝐺𝑧𝑝 =
𝐸𝑝

2 1 + 𝑣𝑝 
 

ซึง่คา่ของ 𝑣𝑝𝑧  ไดเ้ปลีย่นแปลงเป็น 0.2 พบว่า
เมือ่คา่ 𝐸z = 2.4𝐸𝑖𝑠𝑜  คา่ λ เทา่กบั - 0.0117 ซึง่ท า
ใหเ้กดิความเคน้อนนัตใ์นรปูแบบของ 𝑟𝜆  ขึน้  ดงั
ตารางที ่2       

กรณีที ่3. ก าหนดใหว้สัดุ transversely isotropic 
material มคีณุสมบตั ิดงันี้ 
𝐸z = 0.1𝐸𝑖𝑠𝑜  ถงึ 4.9𝐸𝑖𝑠𝑜  
𝐸p = 𝐸𝑖𝑠𝑜   
𝑣p = 𝑣iso  = 0.3,𝑣𝑝𝑧 = 0.1 

𝐺𝑧𝑝 =
𝐸𝑝

2 1 + 𝑣𝑝 
 

ซึง่คา่ของ 𝑣𝑝𝑧  ไดเ้ปลีย่นแปลงเป็น 0.1 พบว่า
เมือ่คา่ 𝐸z = 4.9𝐸𝑖𝑠𝑜  คา่ λ เทา่กบั - 0.0395 ซึง่ท า
ใหเ้กดิความเคน้อนนัตใ์นรปูแบบของ 𝑟𝜆  ขึน้ ดงั
ตารางที ่3 

เมือ่พจิารณาผลการเปลีย่นแปลงคา่ Poisson's 
ratio 𝑣𝑝𝑧  พบว่า เมือ่คา่ 𝑣𝑝𝑧  ลดลง จะท าใหส้ามารถ
เพิม่คา่ 𝐸𝑧  ไดม้ากขึน้ โดยทีก่ าหนดใหค้า่ของ 𝑣𝑧𝑝  
นัน้อยูใ่นชว่งทีเ่ป็นไปได ้คื อ  0 < 𝑣𝑧𝑝 < 0.5 

ส าหรบัวสัดุทัว่ๆไป สง่ผลใหเ้กดิความแตกต่างดา้น
คณุสมบตัใินทศิทางตามแกน z เมือ่เทยีบกบั
คณุสมบตัใินทศิทางของระนาบสมมาตรมากขึน้ ดงันัน้
จงึท าใหค้า่อนัดบัความเคน้อนนัตม์คีา่ตดิลบมากขึน้
ดว้ย อยา่งไรกต็ามในกรณีของคา่ 𝐸z  ≤ 1.0𝐸𝑖𝑠𝑜  นัน้
การเปลีย่นแปลงคา่ 𝑣𝑝𝑧  ไมส่ง่ผลกระทบต่ออนัดบั
ความเคน้อนนัต ์

กรณีที ่4. ก าหนดใหว้สัดุ transversely isotropic 
material มคีณุสมบตั ิดงันี้ 
𝐸z = 1.0𝐸𝑖𝑠𝑜  ถงึ 16.0𝐸𝑖𝑠𝑜  
𝐸p = 10.0𝐸𝑖𝑠𝑜   
𝑣p = 𝑣iso  = 0.3,𝑣𝑝𝑧 = 0.3 

𝐺𝑧𝑝 =
𝐸𝑝

2 1 + 𝑣𝑝 
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คา่ของ 𝐸𝑝  นัน้มากกว่าคา่ 𝐸𝑖𝑠𝑜  ถงึ 10 เทา่ สง่ผล
ใหค้า่อนัดบัความเคน้อนนัตม์คีา่สงูมาก เมือ่เทยีบกบั
กรณีอืน่ๆ ซึง่แสดงใหเ้หน็ว่าอทิธพิลของความ
แตกต่างของคา่ Young's modulus ในระนาบสมมาตร 
x-y ของวสัดุ transversely isotropic กบัคา่ Young's 
modulus ของวสัดุ isotropic material นัน้ สง่ผลต่อคา่
อนัดบัความเคน้อนนัตอ์ยา่งชดัเจนและมนียัส าคญั  ดงั
ตารางที ่4 

กรณีที่5. ก าหนดใหว้สัดุ transversely isotropic 
material มคีณุสมบตั ิดงันี้ 
𝐸z = 16𝐸𝑖𝑠𝑜  
𝐸p = 10𝐸𝑖𝑠𝑜   
𝑣p = 𝑣iso  = 𝑣𝑝𝑧 = 0.3   

𝐺𝑧𝑝 =
𝐸𝑝

2 1 + 𝑣𝑝 
 

0 ≤ 𝜃 ≤ 180 
 
ไดท้ าการเปลีย่นคา่มมุ fiber orientation θ  ของ

วสัดุ transversely isotropic ในชว่ง 0 ≤ 𝜃 ≤ 180 

จากผลการวเิคราะหพ์บว่า คา่อนัดบัความเคน้อนนัตม์ี
การเปลีย่นแปลงตามการเปลีย่นแปลงทศิทางของ 
fiber orientation อยา่งชดัเจน เมือ่ทศิทางของ fiber 
ท ามมุเอยีงกบัระนาบรอยต่อประมาณ 45 องศา จะท า
ใหเ้กดิอนัดบัความเคน้อนนัตส์งูสดุ  และจะมคีา่อนัดบั
ความเคน้อนนัตล์ดลงต ่าสดุเมือ่ทศิทางของ fiber นัน้
ตัง้ฉากกบัระนาบรอยต่อ ดงัรปูที ่2 

 

     
รปูที ่ 2 การเปลีย่นแปลงของทศิทาง fiber 

orientation  
 

 

4. สรปุผลการวิจยั 
งานวจิยันี้วเิคราะหถ์งึสภาวะความเคน้อนนัตท์ี่

เกดิขึน้บรเิวณรอยต่อแบบ 3 มติริะหว่างวสัดุชนิด 
transversely isotropic material และวสัดุชนิด 
isotropic material โดยไดท้ าการเปลีย่นแปลงคา่
คณุสมบตัทิางกลของวสัดุ และทศิทางของ fiber ใน
วสัดุ ซึง่พบว่า การเปลีย่นแปลงค่ า Young's modulus 
ในระนาบสมมาตรของวสัดุ  transversely isotropic 
material และการเปลีย่นแปลงทศิทางของ fiber นัน้ท า
ใหเ้กดิการเปลีย่นแปลงของคา่อนัดบัความเคน้อนนัต์
บรเิวณจุดต่ออยา่งชดัเจน โดยทีค่า่ของ Young's 
modulus ในระนาบสมมาตรควรมคีา่ใกลเ้คยีงกบัคา่  
Young's modulus ของวสัดุ isotropic เพราะสามารถ
ลดคา่อนัดบัความเคน้อนนัต ์และทศิทางของ fiber นัน้
เมือ่ตัง้ฉากกบัระนาบสมมาตรจะใหอ้นัดบัความเคน้
อนนัตท์ีต่ ่าเชน่กนั 
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