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บทคัดยอ
การศึกษานี้เปนการนําเสนอแบบจําลองพลวัตไมเชิงเสนหน่ึงมิติ

แบบใหมของยางเติมผงคารบอนดําโดยปรับปรุงแบบจําลองเคลวิน 
(วอยกท)  ดวยการแทนความหนืดของตัวหนวงหนืดดวยฟงกชัน
พหุนามอันดับสามของความเร็วและแทนสติฟเนสของสปริงดวยฟงกชัน
พหุนามอันดับสามของการขจัด ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไมเชิง
เสนสําหรับแบบจําลองนี้ไดแทนดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสาม ในที่น้ี
ยังไดนําเสนอวิธีหาคาพารามิเตอรใหมโดยใชการกระตุนระบบซึ่ง
ประกอบดวยยางเติมผงคารบอนดําและมวลดวยสัญญาณรบกวนขาว
เกาสและเทคนิคคอรีเลชัน แลวแทนคาพารามิเตอรที่หาไดลงในแบบ
จําลองเพื่อใชจําลองการตอบสนองพลวัตของชิ้นทดสอบยางเติมผง
คารบอนดําภายใตภาระไซนูซอยดัลโดยใหแอมปลิจูดแตกตางกันที่
ความถี่คงที่ แบบจําลองที่ใชอนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถ
ทํานายการตอบสนองไซนูซอยดัลไดและมีแนวโนมเหมือนกับผลที่ได
จากการทดลอง แตอยางไรก็ตามแบบจําลองนี้ยังไมใหความแมนยําเชิง
ปริมาณในการทํานายการตอบสนองไซนูซอยดัลที่แอมปลิจูดสูง

ABSTRACT
In this work, a new one dimension nonlinear dynamic model

of a carbon black filled rubber was proposed by develop the
Kelvin (Voigt) model. The viscosity of the dashpot was assumed
to be a third polynomial function of velocity and the stiffness of
the spring was a third order polynomial function of displacement.
The solution of nonlinear differential equation for this model was
represented by the third order Volterra series. A new approach
for parameter identification was proposed in this study using
Gaussian white noise excitation and correlation technique. The
model with the determined parameters was then used to simulate
the dynamic response of the carbon black filled rubber sample
under sinusoidal force with varying amplitude at a constant
frequency. The sinusoidal response predicted by the model with
the third order Volterra series was in the same trend as observed

in the experiment. However, it could not yet provided in
quantitatively accurate prediction of the sinusoidal response
under the large amplitude.

1.  บทนํา
ยางเติมผงคารบอนดําไดถูกนํามาใหงานวิศวกรรมอยางกวาง

ขวางโดยเฉพาะอยางยิ่งภายใตภาระพลวัต ยกตัวอยางเชน ยางของ
ยานพาหนะและตัวรองรับการสั่นสะเทือน ดังน้ันสมบัติพลวัตของวัสดุ
ชนิดน้ีจึงเปนที่สนใจของวิศวกร แตสมบัติพลวัตของวัสดุชนิดน้ีมีความ
ซับซอนเพราะวามีพฤติกรรมไมเชิงเสน ซ่ึงมีความยุงยากในการหา
แบบจําลองคณิตศาสตรใหเหมาะสมและมีความถูกตองตอการตอบ
สนองพลวัต ที่ผานมาพฤติกรรมพลวัตของวัสดุน้ีถูกสังเกตโดยนักวิจัย
หลายทาน เชน Kim and Yaun [1], Ulmer [2], และ Nasif et. al. [3].
โดยใหการเปลี่ยนรูปลวงหนารวมกับการสั่นดวยฮารโมนิกนอยๆ  จาก
การทดสอบพบวาคาโมดูลัสเชิงซอนข้ึนกับขนาดการเปลี่ยนรูปลวงหนา 
แอมปลิจูดและความถี่

วัตถุประสงคของการศึกษานี้คือสังเกตพฤติกรรมเชิงกลของยาง
เติมผงคารบอนดําภายใตภาระพลวัตแลวพัฒนาแบบจําลองคอนสติติว
ทีฟไมเชิงเสน แลวนําเสนอวิธีหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองไมเชิง
เสนโดยใชวิธีการวิเคราะหโมดัล ในที่น้ีไดกําหนดยางเติมผงคารบอนดํา
และมวลเปนระบบพลศาสตรที่มีความจําและแทนการตอบสนองในรูป
ของอนุกรมโวลเทอรา การทดลองไดใชการกระตุนระบบดวยแรงแบบ
สัญญาณรบกวนขาวเกาสและหาการตอบสนองอิมพัลหลายมิติดวย
เทคนิคคอรีเลชัน ซ่ึงเทคนิคน้ีไดถูกใชอยางแพรหลายในสาขา โครง
สรางพลศาสตรไมเชิงเสน แตไมพบวาถูกนํามาใชทํานายการตอบสนอง
ไมเชิงเสนของยาง [4]   การศึกษานี้ยังไดใชแบบจําลองทํานายการตอบ
สนองของยางเติมผงคารบอนดําภายใตภาระไซนูซอยดัลโดยเปลี่ยน
แปลงแอมปลิจูดที่ความถี่คงที่ พฤติกรรมที่ข้ึนกับความถ่ีสามารถแทน
ดวยแบบจําลองรีโอโลยีเชิงเสนแตพฤติกรรมที่ข้ึนกับแอมปลิจูดไม
สามารถทํานายไดดังแสดงในรูป 1 และรูป 2



2.  แบบจําลองไมเชิงเสนท่ีใชอนุกรมโวลเทอรา
แบบจําลองเคลวิน (วอยกท) ไมเชิงเสนในที่น้ีประกอบดวยตัว

หนวงหนืดไมเชิงเสนและสปริงไมเชิงเสนตอขนานกัน คาคงที่ของสปริง
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และไดสมมุติผลเฉลยของสมการ (2) ดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสาม
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[ ]nH  คือตัวดําเนินการโวลเทอราอันดับ n  ( thn order Volterra
operator) เม่ือ
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ใหสัญญาณเขาระบบแทนดวย )t(af)t(f =  เม่ือ a เปนคาคงที่ จะได
สัญญาณออกของระบบสามารถแทนดวย
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รูป 1  การตอบสนองไซนูซอยดัลภายใตภาระสถิตลวงหนา

         รวมกับภาระพลวัตจากการทดลอง

= == 1 11 n nn

แทนสมการ (5) ในสมการ (2) แลวเปรียบเทียบอันดับสัมประสิทธิ์ na
จะไดสมการเชิงอนุพันธสามสมการ แลวใชการแปลงฟูริเยรในแตละ
สมการ จะไดความสัมพันธของสัญญาณเขาและสัญญาณออกในโดเมน
ความถี่ดังน้ี
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รูป 2 การตอบสนองไซนูซอยดัลภายใตภาระสถิตลวงหนา
     รวมกับภาระพลวัตจากแบบจําลองแมกซเวลทั่วไป

  ส่ีเอลิเมนต
k และการหนวง c  ไดสมมุติใหเปนฟงกชันพหุนามอันดับสามของการ
ขจัด y และความเร็ว y&  ตามลําดับดังน้ี
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ดังน้ันสมการการเคลื่อนที่ของระบบคือ
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ถาใหสัญญาณเขาเปน ( ) tsinftf 0 ω=  การตอบสนองของระบบที่
แทนดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสามคือ
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เม่ือ [ ]nH′  และ [ ]nH ′′  เปนสวนจริงและสวนจินตภาพของฟงกชัน
ถายโอนหลายมิติอันดับ n

3.  การทดลอง
การทดลองไดใชชิ้นทดสอบยางเติมผงคารบอนดําที่ผานกระบวน

การอบคงรูป มีปริมาณคารบอนดํา 30.33% โดยนํ้าหนัก มีรูปรางตาม
มาตรฐาน ASTM D 412 สําหรับการทดสอบดึงแกนเดียว โดยไดแบง
การทดลองเปนแบบเรโซแนนท (Resonant) และไมเรโซแนนท (Non-
resonant) ภายใตอุณหภูมิคงที่ การทดลองเรโซแนนทเปนการทดลอง
สําหรับหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองไมเชิงเสน สวนการทดลองไม
เรโซแนนทใชเปรียบเทียบกับผลการจําลองเพื่อทํานายการตอบสนอง
พลวัตภายใตการกระตุนดวยแรงไซนูซอยดัล การทดลองทั้งสองวิธีได
ใชอุปกรณไดแก ชุดเขยา B&K (ประกอบดวยตัวเคร่ืองรุน 4805 และ
ชุดหัวรุน 4812)  สัญญาณรบกวนขาวเกาสกําเนิดจากเครื่องวิเคราะห
สัญญาณ Hewlett Packard รุน 3562A และขยายสัญญาณใหกับชุด
เขยาดวยเครื่องขยายสัญญาณ B&K 2707  สัญญาณเขาและสัญญาณ
ออกวัดดวยทรานสดิวเซอรวัดแรง B&K 8201 และทรานสดิวเซอรวัด
ความเรง B&K 4371 ตามลําดับ แลวปรับปรุงสัญญาณดวยชุดขยาย
ประจุ (Charge amplitude) B&K 2635 กอนนําไปแสดงผลและบันทึก
ผลดวยเครื่องวิเคราะหสัญญาณ Yogogawa AR-1000  สวนฟงกชัน
ถายโอนหลายมิติไดจากโปรแกรมที่เขียนข้ึนบนคอมพิวเตอรสวนบุคคล
เพื่อวิเคราะหสัญญาณดวยเทคนิคคอรีเลชันและแปลงฟูริเยรหลายมิติ
เพื่อหาฟงกชันถายโอนหลายมิติ

3.1 การทดลองเรโซแนนทโดยใชการกระตุนดวย
สัญญาณรบกวนขาวเกาส

การทดลองนี้ไดใหสัญญาณรบกวนขาวเกาสกับระบบซึ่งประกอบ
ดวยชิ้นทดสอบยางยึดติดกับมวลทําใหมีการเปลี่ยนรูปลวงหนา 7 มม.
แลววัดสัญญาณเขาเปนแรงและสัญญาณออกเปนการขจัดและความเร็ว
เพื่อนําไปหาการตอบสนองอิมพัลดวยเทคนิคคอรีเลชัน ซ่ึงการตอบ
สนองอิมพัลอันดับแรกหาไดจากความสัมพันธ
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เม่ือ A  คือออโตคอรีเลชัน ( ) ( ) ( )11xx tftf ττφ −=  [5]  แลว
แปลงฟูริเยรจะไดสัญญาณที่มีขนาดคงที่ตลอดยานความถี่ สวนฟงกชัน
ถายโอน ( )11H ω  หาไดโดยการแปลงฟูริเยรหน่ึงมิติของ ( )11h τ  จะ
ได
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ในทํานองเดียวกัน
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ฟงกชันถายโอนอันดับสองและอันดับสามหาไดจากการแปลงฟูริเยรสอง
และสามมิติตามลําดับ

( ) ( )( )212212 ,h,H ττωω ℑ=      (17)
และ

( ) ( )( )32123213 ,,h,,H τττωωω ℑ=      (18)

3.2 การทดลองไมเรโซแนนทโดยใชการกระตุน
ไซนูซอยดัล

การทดลองนี้ไดใหภาระสถิตลวงหนาแบบดึง 7 มม. รวมกับการ
เปลี่ยนแปลงขนาดของภาระไซนูซอยดัลภายใตความถี่คงที่ แลววัด
สัญญาณเขาและสัญญาณออกเปนแรงและการขจัดดวยอุปกรณการวัด
ชุดเดียวกันกับการทดลองเรโซแนนท

4. การหาคาพารามิเตอร
จากสมการ (9), (10) และ (11) จะเห็นวาแบบจําลองวิสโค-

อิลาสติกน้ีประกอบดวยพารามิเตอร 6 คา ไดแก 1c , 2c , 3c , 1k ,
2k , 3k  ซ่ึงหาคาไดจากการฟตเสนโคง (Curve fitting) ดวยวิธีกําลัง

สองนอยที่สุด (Least square method) จากฟงกชันถายโอนที่ไดจาก
การทดลองและจากการจําลองในแตละอันดับ และไดคาพารามิเตอรดัง
น้ี 835.2c1 = m/Ns , 250.5c2 =

22 m/Ns , 351.50c3 =
33 m/Ns , 530.1589k1 = m/N , 144.545k2 −= 2m/N และ
220.502k3 −= 3m/N



5.  ผลการศึกษาและการวิจารณ
 จากการจําลองการทดลองแบบเรโซแนนทที่ผานมาไดผลที่แสดง
ดวยฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการทดลองในรูป 3 และจากการ
จําลองในรูป 4  ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการทดลองในรูป 5  และ
จากการจําลองในรูป 6  จะเห็นวาฟงกชันถายโอนจากการจําลอง
สามารถทํานายการตอบสนองรอบๆ บริเวณที่เกิดความถี่ธรรมชาติได
เชนเดียวกันกับฟงกชันที่ไดจากการทดลอง ถึงแมวาจะใหขนาดไมแมน
ยํานัก สวนรูป 7 แสดงการตอบสนองไซนูซอยดัลจากการทดลองที่
ความถี่ 15 Hz  พบวาวงรอบฮีสเตอเรซีส (Hysteresis loop) ไมเปนวง
รีและมีมุมแหลมที่ปลาย และวงรอบฮีสเตอรีซีสจะมีความชันลดลงเม่ือ
แอมปลิจูดของภาระเพิ่มข้ึน สวนรูป 8  และรูป 9  แสดงถึงผลการ
จําลองภายใตภาระพลวัตโดยใชอนุกรมโวลเทอราอันดับหน่ึงและอันดับ
สามตามลําดับ จะเห็นวาแบบจําลองที่ใชอนุกรมอันดับสามจะใหวงกลม
ฮีสเตอรีซีสไมเปนวงรีและความชันลดลงเม่ือแอมปลิจูดของภาระเพิ่ม
ข้ึนเหมือนกับผลที่ไดจากการทดลอง และจะเห็นวาแบบจําลองที่ใช
อนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถทํานายการตอบสนองพลวัตภาย
ใตการเปลี่ยนรูปนอยๆ ไดดีเหมือนกับฮีสเตอรีซีสที่ไดจากการทดลอง
แตที่ภายใตแอมปลิจูดการเปลี่ยนรูปสูงๆ แบบจําลองไมสามารถทํานาย
ในเชิงปริมาณหรือใหคาไดไมถูกตองมากนัก
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โอนแตละอันดับ จากการเปรียบเทียบผลการจําลองที่ไดจากการแทนคา
พารามิเตอรในแบบจําลองกับผลท่ีไดจากการทดลองภายใตภาระไซนู
ซอยดัลภายใตการเปลี่ยนแปลงแอมปลิจูดที่ความถี่คงที่ พบวาผลการ
จําลองจากแบบจําลองที่ใชอนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถทํานาย
ผลการทดลองที่แอมปลิจูดนอยๆ ไดดีและสามารถทํานายแนวโนมได
ทุกคาแอมปลิจูดแตไมสามารถใหคาที่แมนยําไดที่แอมปลิจูดสูงๆ
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รูป 3 ฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการทดลอง
.  สรุปผลการศึกษา
แบบจําลองพลวัตไมเชิงเสนที่ไดจากการปรับปรุงแบบจําลอง   

ลวิน (วอยกท) โดยการแทนดวยตัวหนวงหนืดไมเชิงเสนและสปริงไม
ิงเสนตอขนานกัน คาความหนวงของตัวหนวงหนืดถูกแทนดวย
งกชันพหุนามอันดับสามของความเร็ว สวนคาสติฟเนสของสปริงไม
ิงเสนถูกแทนดวยฟงกชันพหุนามอันดับสามของการขจัด ผลเฉลย
องสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสนจากแบบจําลองรีโอโลยีแทนไดดวย
นุกรมโวลเทอราอันดับสาม แลวหาคาคงที่ของฟงกชันพหุนามโดยการ
ดลองเรโซแนนทดวยการกระตุนระบบดวยสัญญาณรบกวนขาวเกาส
ละใชเทคนิคคอรีเลชันและการแปลงฟูริเยรหลายมิติหาฟงกชันถาย
รูป 4 ฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการจําลอง



รูป 5 ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการทดลอง

รูป 6 ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการจําลอง

รูป 7  การตอบสนองไซนูซอยดัลจากการทดลอง
      ที่ความถี่ 15 Hz

รูป 8 การตอบสนองไซนูซอยดัลจากแบบจําลองที่ใช
   อนุกรมโวลเทอราอันดับหน่ึง

รูป 9 การตอบสนองไซนูซอยดัลจากแบบจําลองที่ใช
    อนุกรมโวลเทอราอันดับสาม


