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บทคัดยอ
การศึกษานี้เปนการนําเสนอแบบจําลองพลวัตไมเชิงเสนหน่ึงมิติ

แบบใหมของยางเติมผงคารบอนดําโดยปรับปรุงแบบจําลองเคลวิน 
(วอยกท)  ดวยการแทนความหนืดของตัวหนวงหนืดดวยฟงกชัน
พหุนามอันดับสามของความเร็วและแทนสติฟเนสของสปริงดวยฟงกชัน
พหุนามอันดับสามของการขจัด ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธไมเชิง
เสนสําหรับแบบจําลองนี้ไดแทนดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสาม ในที่น้ี
ยังไดนําเสนอวิธีหาคาพารามิเตอรใหมโดยใชการกระตุนระบบซึ่ง
ประกอบดวยยางเติมผงคารบอนดําและมวลดวยสัญญาณรบกวนขาว
เกาสและเทคนิคคอรีเลชัน แลวแทนคาพารามิเตอรที่หาไดลงในแบบ
จําลองเพื่อใชจําลองการตอบสนองพลวัตของชิ้นทดสอบยางเติมผง
คารบอนดําภายใตภาระไซนูซอยดัลโดยใหแอมปลิจูดแตกตางกันที่
ความถี่คงที่ แบบจําลองที่ใชอนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถ
ทํานายการตอบสนองไซนูซอยดัลไดและมีแนวโนมเหมือนกับผลที่ได
จากการทดลอง แตอยางไรก็ตามแบบจําลองนี้ยังไมใหความแมนยําเชิง
ปริมาณในการทํานายการตอบสนองไซนูซอยดัลที่แอมปลิจูดสูง

ABSTRACT
In this work, a new one dimension nonlinear dynamic model

of a carbon black filled rubber was proposed by develop the
Kelvin (Voigt) model. The viscosity of the dashpot was assumed
to be a third polynomial function of velocity and the stiffness of
the spring was a third order polynomial function of displacement.
The solution of nonlinear differential equation for this model was
represented by the third order Volterra series. A new approach
for parameter identification was proposed in this study using
Gaussian white noise excitation and correlation technique. The
model with the determined parameters was then used to simulate
the dynamic response of the carbon black filled rubber sample
under sinusoidal force with varying amplitude at a constant
frequency. The sinusoidal response predicted by the model with
the third order Volterra series was in the same trend as observed

in the experiment. However, it could not yet provided in
quantitatively accurate prediction of the sinusoidal response
under the large amplitude.

1.  บทนํา
ยางเติมผงคารบอนดําไดถูกนํามาใหงานวิศวกรรมอยางกวาง

ขวางโดยเฉพาะอยางยิ่งภายใตภาระพลวัต ยกตัวอยางเชน ยางของ
ยานพาหนะและตัวรองรับการสั่นสะเทือน ดังน้ันสมบัติพลวัตของวัสดุ
ชนิดน้ีจึงเปนที่สนใจของวิศวกร แตสมบัติพลวัตของวัสดุชนิดน้ีมีความ
ซับซอนเพราะวามีพฤติกรรมไมเชิงเสน ซ่ึงมีความยุงยากในการหา
แบบจําลองคณิตศาสตรใหเหมาะสมและมีความถูกตองตอการตอบ
สนองพลวัต ที่ผานมาพฤติกรรมพลวัตของวัสดุน้ีถูกสังเกตโดยนักวิจัย
หลายทาน เชน Kim and Yaun [1], Ulmer [2], และ Nasif et. al. [3].
โดยใหการเปลี่ยนรูปลวงหนารวมกับการสั่นดวยฮารโมนิกนอยๆ  จาก
การทดสอบพบวาคาโมดูลัสเชิงซอนข้ึนกับขนาดการเปลี่ยนรูปลวงหนา 
แอมปลิจูดและความถี่

วัตถุประสงคของการศึกษานี้คือสังเกตพฤติกรรมเชิงกลของยาง
เติมผงคารบอนดําภายใตภาระพลวัตแลวพัฒนาแบบจําลองคอนสติติว
ทีฟไมเชิงเสน แลวนําเสนอวิธีหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองไมเชิง
เสนโดยใชวิธีการวิเคราะหโมดัล ในที่น้ีไดกําหนดยางเติมผงคารบอนดํา
และมวลเปนระบบพลศาสตรที่มีความจําและแทนการตอบสนองในรูป
ของอนุกรมโวลเทอรา การทดลองไดใชการกระตุนระบบดวยแรงแบบ
สัญญาณรบกวนขาวเกาสและหาการตอบสนองอิมพัลหลายมิติดวย
เทคนิคคอรีเลชัน ซ่ึงเทคนิคน้ีไดถูกใชอยางแพรหลายในสาขา โครง
สรางพลศาสตรไมเชิงเสน แตไมพบวาถูกนํามาใชทํานายการตอบสนอง
ไมเชิงเสนของยาง [4]   การศึกษานี้ยังไดใชแบบจําลองทํานายการตอบ
สนองของยางเติมผงคารบอนดําภายใตภาระไซนูซอยดัลโดยเปลี่ยน
แปลงแอมปลิจูดที่ความถี่คงที่ พฤติกรรมที่ข้ึนกับความถ่ีสามารถแทน
ดวยแบบจําลองรีโอโลยีเชิงเสนแตพฤติกรรมที่ข้ึนกับแอมปลิจูดไม
สามารถทํานายไดดังแสดงในรูป 1 และรูป 2



2.  แบบจําลองไมเชิงเสนท่ีใชอนุกรมโวลเทอรา
แบบจําลองเคลวิน (วอยกท) ไมเชิงเสนในที่น้ีประกอบดวยตัว

หนวงหนืดไมเชิงเสนและสปริงไมเชิงเสนตอขนานกัน คาคงที่ของสปริง
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และไดสมมุติผลเฉลยของสมการ (2) ดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสาม
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[ ]nH  คือตัวดําเนินการโวลเทอราอันดับ n  ( thn order Volterra
operator) เม่ือ
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ใหสัญญาณเขาระบบแทนดวย )t(af)t(f =  เม่ือ a เปนคาคงที่ จะได
สัญญาณออกของระบบสามารถแทนดวย
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รูป 1  การตอบสนองไซนูซอยดัลภายใตภาระสถิตลวงหนา

         รวมกับภาระพลวัตจากการทดลอง

= == 1 11 n nn

แทนสมการ (5) ในสมการ (2) แลวเปรียบเทียบอันดับสัมประสิทธิ์ na
จะไดสมการเชิงอนุพันธสามสมการ แลวใชการแปลงฟูริเยรในแตละ
สมการ จะไดความสัมพันธของสัญญาณเขาและสัญญาณออกในโดเมน
ความถี่ดังน้ี

( ) ( ) ( )ωωω FHY 11 = (6)

( ) ( ) ( ) ( )21212212 FF,H,Y ωωωωωω = (7)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )32132133213 FFF,,H,,Y ωωωωωωωωω = (8)
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รูป 2 การตอบสนองไซนูซอยดัลภายใตภาระสถิตลวงหนา
     รวมกับภาระพลวัตจากแบบจําลองแมกซเวลทั่วไป

  ส่ีเอลิเมนต
k และการหนวง c  ไดสมมุติใหเปนฟงกชันพหุนามอันดับสามของการ
ขจัด y และความเร็ว y&  ตามลําดับดังน้ี
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ดังน้ันสมการการเคลื่อนที่ของระบบคือ

( ) ( ) ( ) ( )[ 21112211212 HHcH,H ωωωωωω &&+−=
  ( ) ( )]21112 HHk ωω−      (10)

( ) ( ) ( )[ 11232113213 Hc2H,,H ωωωωωωω &++−=
( ) ( ) ( ) ( )3121113212 HHHc,H ωωωωω &&&& +×

( ) ( ) ( ) ( )21113212112 HHk,HHk2 ωωωωω ++
( )]31H ω×       (11)



ถาใหสัญญาณเขาเปน ( ) tsinftf 0 ω=  การตอบสนองของระบบที่
แทนดวยอนุกรมโวลเทอราอันดับสามคือ
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เม่ือ [ ]nH′  และ [ ]nH ′′  เปนสวนจริงและสวนจินตภาพของฟงกชัน
ถายโอนหลายมิติอันดับ n

3.  การทดลอง
การทดลองไดใชชิ้นทดสอบยางเติมผงคารบอนดําที่ผานกระบวน

การอบคงรูป มีปริมาณคารบอนดํา 30.33% โดยนํ้าหนัก มีรูปรางตาม
มาตรฐาน ASTM D 412 สําหรับการทดสอบดึงแกนเดียว โดยไดแบง
การทดลองเปนแบบเรโซแนนท (Resonant) และไมเรโซแนนท (Non-
resonant) ภายใตอุณหภูมิคงที่ การทดลองเรโซแนนทเปนการทดลอง
สําหรับหาคาพารามิเตอรของแบบจําลองไมเชิงเสน สวนการทดลองไม
เรโซแนนทใชเปรียบเทียบกับผลการจําลองเพื่อทํานายการตอบสนอง
พลวัตภายใตการกระตุนดวยแรงไซนูซอยดัล การทดลองทั้งสองวิธีได
ใชอุปกรณไดแก ชุดเขยา B&K (ประกอบดวยตัวเคร่ืองรุน 4805 และ
ชุดหัวรุน 4812)  สัญญาณรบกวนขาวเกาสกําเนิดจากเครื่องวิเคราะห
สัญญาณ Hewlett Packard รุน 3562A และขยายสัญญาณใหกับชุด
เขยาดวยเครื่องขยายสัญญาณ B&K 2707  สัญญาณเขาและสัญญาณ
ออกวัดดวยทรานสดิวเซอรวัดแรง B&K 8201 และทรานสดิวเซอรวัด
ความเรง B&K 4371 ตามลําดับ แลวปรับปรุงสัญญาณดวยชุดขยาย
ประจุ (Charge amplitude) B&K 2635 กอนนําไปแสดงผลและบันทึก
ผลดวยเครื่องวิเคราะหสัญญาณ Yogogawa AR-1000  สวนฟงกชัน
ถายโอนหลายมิติไดจากโปรแกรมที่เขียนข้ึนบนคอมพิวเตอรสวนบุคคล
เพื่อวิเคราะหสัญญาณดวยเทคนิคคอรีเลชันและแปลงฟูริเยรหลายมิติ
เพื่อหาฟงกชันถายโอนหลายมิติ

3.1 การทดลองเรโซแนนทโดยใชการกระตุนดวย
สัญญาณรบกวนขาวเกาส

การทดลองนี้ไดใหสัญญาณรบกวนขาวเกาสกับระบบซึ่งประกอบ
ดวยชิ้นทดสอบยางยึดติดกับมวลทําใหมีการเปลี่ยนรูปลวงหนา 7 มม.
แลววัดสัญญาณเขาเปนแรงและสัญญาณออกเปนการขจัดและความเร็ว
เพื่อนําไปหาการตอบสนองอิมพัลดวยเทคนิคคอรีเลชัน ซ่ึงการตอบ
สนองอิมพัลอันดับแรกหาไดจากความสัมพันธ

( ) ( ) ( )1111 tfty
A
1

h ττ −=      (13)

เม่ือ A  คือออโตคอรีเลชัน ( ) ( ) ( )11xx tftf ττφ −=  [5]  แลว
แปลงฟูริเยรจะไดสัญญาณที่มีขนาดคงที่ตลอดยานความถี่ สวนฟงกชัน
ถายโอน ( )11H ω  หาไดโดยการแปลงฟูริเยรหน่ึงมิติของ ( )11h τ  จะ
ได

( ) ( )( )1111 hH τω ℑ=      (14)

ในทํานองเดียวกัน

( ) ( ) ( ) ( )2122212 tftfty
A2
1

,h ττττ −−=   ;  21 ττ ≠         (15)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )321333213 tftftfty
A!3
1

,,h ττττττ −−−=

321 τττ ≠≠     (16)

ฟงกชันถายโอนอันดับสองและอันดับสามหาไดจากการแปลงฟูริเยรสอง
และสามมิติตามลําดับ

( ) ( )( )212212 ,h,H ττωω ℑ=      (17)
และ

( ) ( )( )32123213 ,,h,,H τττωωω ℑ=      (18)

3.2 การทดลองไมเรโซแนนทโดยใชการกระตุน
ไซนูซอยดัล

การทดลองนี้ไดใหภาระสถิตลวงหนาแบบดึง 7 มม. รวมกับการ
เปลี่ยนแปลงขนาดของภาระไซนูซอยดัลภายใตความถี่คงที่ แลววัด
สัญญาณเขาและสัญญาณออกเปนแรงและการขจัดดวยอุปกรณการวัด
ชุดเดียวกันกับการทดลองเรโซแนนท

4. การหาคาพารามิเตอร
จากสมการ (9), (10) และ (11) จะเห็นวาแบบจําลองวิสโค-

อิลาสติกน้ีประกอบดวยพารามิเตอร 6 คา ไดแก 1c , 2c , 3c , 1k ,
2k , 3k  ซ่ึงหาคาไดจากการฟตเสนโคง (Curve fitting) ดวยวิธีกําลัง

สองนอยที่สุด (Least square method) จากฟงกชันถายโอนที่ไดจาก
การทดลองและจากการจําลองในแตละอันดับ และไดคาพารามิเตอรดัง
น้ี 835.2c1 = m/Ns , 250.5c2 =

22 m/Ns , 351.50c3 =
33 m/Ns , 530.1589k1 = m/N , 144.545k2 −= 2m/N และ
220.502k3 −= 3m/N



5.  ผลการศึกษาและการวิจารณ
 จากการจําลองการทดลองแบบเรโซแนนทที่ผานมาไดผลที่แสดง
ดวยฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการทดลองในรูป 3 และจากการ
จําลองในรูป 4  ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการทดลองในรูป 5  และ
จากการจําลองในรูป 6  จะเห็นวาฟงกชันถายโอนจากการจําลอง
สามารถทํานายการตอบสนองรอบๆ บริเวณที่เกิดความถี่ธรรมชาติได
เชนเดียวกันกับฟงกชันที่ไดจากการทดลอง ถึงแมวาจะใหขนาดไมแมน
ยํานัก สวนรูป 7 แสดงการตอบสนองไซนูซอยดัลจากการทดลองที่
ความถี่ 15 Hz  พบวาวงรอบฮีสเตอเรซีส (Hysteresis loop) ไมเปนวง
รีและมีมุมแหลมที่ปลาย และวงรอบฮีสเตอรีซีสจะมีความชันลดลงเม่ือ
แอมปลิจูดของภาระเพิ่มข้ึน สวนรูป 8  และรูป 9  แสดงถึงผลการ
จําลองภายใตภาระพลวัตโดยใชอนุกรมโวลเทอราอันดับหน่ึงและอันดับ
สามตามลําดับ จะเห็นวาแบบจําลองที่ใชอนุกรมอันดับสามจะใหวงกลม
ฮีสเตอรีซีสไมเปนวงรีและความชันลดลงเม่ือแอมปลิจูดของภาระเพิ่ม
ข้ึนเหมือนกับผลที่ไดจากการทดลอง และจะเห็นวาแบบจําลองที่ใช
อนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถทํานายการตอบสนองพลวัตภาย
ใตการเปลี่ยนรูปนอยๆ ไดดีเหมือนกับฮีสเตอรีซีสที่ไดจากการทดลอง
แตที่ภายใตแอมปลิจูดการเปลี่ยนรูปสูงๆ แบบจําลองไมสามารถทํานาย
ในเชิงปริมาณหรือใหคาไดไมถูกตองมากนัก
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โอนแตละอันดับ จากการเปรียบเทียบผลการจําลองที่ไดจากการแทนคา
พารามิเตอรในแบบจําลองกับผลท่ีไดจากการทดลองภายใตภาระไซนู
ซอยดัลภายใตการเปลี่ยนแปลงแอมปลิจูดที่ความถี่คงที่ พบวาผลการ
จําลองจากแบบจําลองที่ใชอนุกรมโวลเทอราอันดับสามสามารถทํานาย
ผลการทดลองที่แอมปลิจูดนอยๆ ไดดีและสามารถทํานายแนวโนมได
ทุกคาแอมปลิจูดแตไมสามารถใหคาที่แมนยําไดที่แอมปลิจูดสูงๆ
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รูป 3 ฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการทดลอง
.  สรุปผลการศึกษา
แบบจําลองพลวัตไมเชิงเสนที่ไดจากการปรับปรุงแบบจําลอง   

ลวิน (วอยกท) โดยการแทนดวยตัวหนวงหนืดไมเชิงเสนและสปริงไม
ิงเสนตอขนานกัน คาความหนวงของตัวหนวงหนืดถูกแทนดวย
งกชันพหุนามอันดับสามของความเร็ว สวนคาสติฟเนสของสปริงไม
ิงเสนถูกแทนดวยฟงกชันพหุนามอันดับสามของการขจัด ผลเฉลย
องสมการเชิงอนุพันธไมเชิงเสนจากแบบจําลองรีโอโลยีแทนไดดวย
นุกรมโวลเทอราอันดับสาม แลวหาคาคงที่ของฟงกชันพหุนามโดยการ
ดลองเรโซแนนทดวยการกระตุนระบบดวยสัญญาณรบกวนขาวเกาส
ละใชเทคนิคคอรีเลชันและการแปลงฟูริเยรหลายมิติหาฟงกชันถาย
รูป 4 ฟงกชันถายโอนอันดับหน่ึงจากการจําลอง



รูป 5 ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการทดลอง

รูป 6 ฟงกชันถายโอนอันดับสองจากการจําลอง

รูป 7  การตอบสนองไซนูซอยดัลจากการทดลอง
      ที่ความถี่ 15 Hz

รูป 8 การตอบสนองไซนูซอยดัลจากแบบจําลองที่ใช
   อนุกรมโวลเทอราอันดับหน่ึง

รูป 9 การตอบสนองไซนูซอยดัลจากแบบจําลองที่ใช
    อนุกรมโวลเทอราอันดับสาม


