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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอวิธีการหาคาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียด
ในรูปแบบของ Mooney-Rivlin Model ซึ่งเปนสมบัติเฉพาะของวัสดุ
ไฮเปอรอีลาสติก สําหรับใชกับการจําลองดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต จาก
การทดสอบวัสดุในหองปฏิบัติการในลักษณะตางๆคือ uniaxial tension 
testing, uniaxial compression testing และ planar testing และนําผล
การทดสอบมาคํานวณหาสมบัติเฉพาะของวสัดุไฮเปรอีลาสติก ซึง่
พบวาเม่ือนําคาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดจากโปรแกรมคํานวณทาง
คณิตศาสตรและโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนตมีความแตกตางกันนอย  
และเม่ือเปรียบเทียบกับผลการทดสอบตัวอยางครั้งนี ้ พบวาสามารถ
ใชไดถูกตองในชวง อัตราการยืดตัวนอยกวา 2.7  หรือมีความเคนนอย
กวา 2.3 เมกกะปาสคาล 
 
Abstract 

The objective of this study is the assessment of the 
coefficients of Mooney-Rivlin strain energy function. These 
coefficients are used to define the strain energy function of 
hyperelastic material such as rubber or elastomer in FEA 
models. In this study, the rubber specimens are tested in various 
types such as uniaxial tension-compression and planar in order 
to obtain stress & stretch ratio curves. Those curves are then 
calculated for coefficients by ABAQUS (Commercial FEA 
Software) and by analytical method (using MATHEMATICA ). It 
is found that there is not important difference between those 
calculation. However, the stress and stretch ratio curves between 

calculations and experiments become considerable error at 
stretch ratio exceeding 2.7 or stress exceeding 2.3 MPa.  
 
1. บทนํา 

ปจจุบันมีการนําวัสดุไฮเปอรอิลาสตกิเชน ยางธรรมชาติและ
ยางสังเคราะหมาใชในงานวิศวกรรมมากขึ้น มีผลิตภัณฑหลายอยางท่ี
ทําจากวัสดุเหลานี้เชน ชุดยางรองแทนเคร่ืองยนต ชุดขอตอยางใน
อุตสาหกรรมรถยนต ยางรองคอสะพาน และขอตอเทียมในงานดานชีว
แพทย ฯลฯ การออกแบบผลิตภัณฑเพ่ือใหยืดหยุนและแข็งแรงเหมาะ
กับการใชงานตองคํานึงถึง รูปรางผลิตภัณฑและสมบัติทางกลของยาง 
สิ่งสําคญัในการออกแบบคือ การวิเคราะหความเคน ท่ีจะเกิดขึ้นในเนื้อ
ยางจะเปนประโยชนตอการทํานายการวิบัติของผลิตภัณฑ การ
วิเคราะหความเคนของผลิตภัณฑท่ีทําจากยางในไมสามารถทําได
โดยตรงดวยวิธีทางคณิตศาสตร เน่ืองจากสมบัติทางกลของวสัดุ
ไฮเปอรอีลาสติกเปนแบบไมเชิงเสน สามารถคืนรูปรางเดิมไดถึงแมจะ
มีการยืดตัวหรือมีความเครียดเกิน 100 เปอรเซ็นต อีกท้ังยังมีสมบัติ
การอัดตัวไมไดสูง (High Incompressible Material) จากสาเหตุ
ดังกลาววิธีคํานวณทางคอมพิวเตอร เชน วิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Analysis, FEA) เปนทางเลือกสําหรับการวิเคราะหและชวย
ออกแบบผลิตภัณฑท่ีทําจากวัสดุไฮเปอรอิลาสติก โดยตองคํานึงถึง
ชวงความเคนและอัตราการยืดตัวท่ีเหมาะสม 

 
2. ทฤษฎีพ้ืนฐาน 
2.1 โมเดลของวัสดุไฮเปอรอิลาสติก 

ความสัมพันธระหวางแรงและการยืดตัวของวสัดุไฮเปอรอีลาสติก 
ในแนวตางๆ สามารถกําหนดอยูในรูปแบบของสมการพลงังาน



 
 

ความเครียดซึ่งเปนพลังงานท่ีสะสมในเนื้อวัสดุตอหนวยปริมาตร โดย
กําหนดใหเปนฟงช่ันของความเครียดเพื่อใชกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
สมการพลังงานความเครียดท่ีใชกันอยูมีหลายรูปแบบ ท่ีนิยมอยูใน
รูปแบบของโพลิโนเมียน (Polynomial form) การกําหนดพลังงาน
ความเครียดในรูปแบบนี้คือ 
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เม่ือ U คือ พลังงานความเครียดในเนื้อยาง (Strain Energy) มีคา

เทากับพ้ืนท่ีใตกราฟความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด, 
Jel คือ อัตราสวนของการเปลี่ยนแปลงของปริมาตร (Elastic Volume 
Ratio), N คือ ตัวแปรท่ีกําหนดดีกรีของโพลิโนเมียน, Di คือ สมบัติการ
อัดตัวไมไดของวสัดุ, Cij คือคาคงที่ท่ีเปนสมบัติเฉพาะตัวของวสัดุ และ 
I1 และ I2 คือ first and second deviatoric strain invariants เม่ือ 
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โดย 1λ , 2λ  และ 3λ  คือ คาอัตราการยืดตัวของยางในแนว

ตางๆ (Stretch ratio) มีคาเทากับหนึ่งบวกความเครียดเม่ือรับแรงดึง 
และเทากับหนึ่งลบความเครียดเม่ือรับแรงอัด 

การกําหนดพลังงานความเครียดในรูปแบบของโพลิโนเมียน
สามารถลดรูปลงไดเม่ือพิจารณาใหยางเปนวัสดุอัดตัวไมไดสูง ซึ่งคา 
Di มีคาเปนศูนย ดังนั้นสมการ (1) ลดรูปเปน  
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สมการ (2) เรียกวา Moony-Rivlin Material Model ซึ่งนํามาใช

กับตนแบบไฟไนตเอลิเมนต 
 

2.2 การหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียดของวัสดุไฮเปอรอีลา
สติก, Cij 

สมบัติเฉพาะของวสัดุไฮเปอรอีลาสตกิ แสดงในเทอมของ
สัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด สาํหรับ Moony-Rivlin Material 
Model สัมประสิทธิ์ดังกลาวคือ C10 และ C01 หาไดจากการทดสอบยาง
ในลักษณะตางๆ ซึ่งไดแก Uniaxial testing และ Planar testing โดย
ใชขอมูลท่ีไดจากผลการทดสอบจะอยูในรูปความสัมพันธระหวางความ
เคน และ อัตราการยืดตัว สมการ (3,4,5) อธิบายความสัมพันธระหวาง
ความเคน และอัตราการยืดตัว เม่ือวัสดไุดรับแรงในลักษณะตางๆ
สําหรับ Moony-Rivlin Material Model คือ 
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Planar (pure shear) Load : )/1,1,( 321 SS λλλλλ ===  

 ( )( )301102 −−+= SSS CCT λλ                           (5) 
 
โดย TU , TB และ TS คือคาความเคนในทิศทางเดียวกับแรง 
     Uλ , Bλ และ Sλ   คืออัตราการยืดตัวในทิศทางเดียวกับแรง 
 
2.4 การทดสอบสมบัติทางกลของวัสดุไฮเปอรอิลาสติก 

การทดสอบสมบัติทางกลของวสัดุไฮเปอรอิลาสติก เพ่ือหาคา
สัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด ซ่ึงเปนสมบัติเฉพาะของวสัดุแตละ
ชนิด สามารถทําไดโดยนําชิ้นงานทดสอบมาทดสอบดวยเคร่ืองทดสอบ
ความแข็งแรงของวัสดุ โดยการหาความสัมพันธระหวางความเคน และ 
อัตราการยืดตัวของยางในลักษณะการทดสอบแบบตางๆดังแสดงในรูป
ท่ี 1 โดยความสัมพันธเหลาน้ีจะถูกนํามากําหนดพฤติกรรมของวัสดุ
ไฮเปอรอิลาสติกในตนแบบไฟไนตเอลิเมนต  
 
     Tension   Compression 
 
 
Uniaxial Test  
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Biaxial Test 
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Planar Test 
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Volumetric Test 
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รูปท่ี 1   ภาพแสดงการทดสอบยางในลักษณะตางๆ [3] 
 

จากการทดสอบวัสดุเชิงกลในลักษณะตางๆ การทดสอบท่ีใช
กําหนดพฤติกรรมของวสัดุประกอบดวย Uniaxial Tension Test, 



 
 

Uniaxial Compression Test, Biaxial Tension Test, Planar Test 
และ Volumetric Test และเนื่องจากวัสดุไฮเปอรอิลาสติกสวนใหญมี
สมบัติการอัดตัวไมไดสูง ทําใหไมจําเปนตองทดสอบ Volumetric Test 
และเม่ือช้ินงานไดรับแรงในลักษณะ Hydrostatic load จะพบวาจะไม
เกิดการเปลี่ยนรูป (Deformation)  เม่ือแรงหรือความเคนเปลี่ยนไป 
ทําใหสามารถเทียบเทาพฤติกรรมจากการทดสอบลักษณะตางดังรูปท่ี 
2    ดังนั้นการทดสอบท่ีจําเปนในการกําหนดพฤติกรรมของวัสดุ
ไฮเปอรอิลาสติกจงึประกอบดวย Uniaxial Tension Test, Uniaxial 
Compression และ Planar Test  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 2   แสดงการเทียบการทดสอบเมื่อวัสดุมีสมบัติอัดตัวไมได[2] 

 
3. วิธีการทดสอบ 

ในการทดสอบครั้งนี้วัสดุไอเปอรอิลาสติกท่ีใชเปน Rubber Sheet 
ทําจากยางธรรมชาติ (Natural Rubber) ซ่ึงมีสวนผสมของ NR และ 
SBR โดยมีการทดสอบดังนี้ 

 
3.1 Uniaxial Tension Test 

สําหรับการทดสอบ Uniaxial Tension ใชขอกําหนดตาม
มาตรฐานของ ASTM D412-80 ช้ินงานอยูในรูปของ Dumbbell 
Specimen  จะถูกดึงดวยเคร่ืองทดสอบความแข็งแรงของวสัดุดวย
อัตราการดึงคงท่ี 500 มิลลิเมตรตอนาที คาความเคนและอัตราการยืด
ตัวจะถูกบันทึกเม่ือแรงดึงเปลี่ยนไป  

 

 
รูปท่ี 3 ช้ินงานทดสอบแบบ Dumbbell Specimen 

 
3.2 Uniaxial Compression Test 

สําหรับการทดสอบ Uniaxial Compression ใชขอกําหนดตาม
มาตรฐานของ ASTM D 395-78 ช้ินงานอยูในรูปของ Cylindrical Disk  
ขนาดเสนผาศูนยกลาง 29 มิลลิเมตร หนา 12.5 มิลลิเมตร จะถูกนํามา
ทดสอบดวยแรงอัดดวยเครื่องทดสอบความแข็งแรงของวัสดุดวยอัตรา

การอัดคงท่ี 100 มิลลิเมตรตอนาที โดยมีผิวของหัวกดชิ้นงานเปน
โครเมียม และใชสารหลอลื่นระหวางชิ้นงานและหัวกดเพื่อลดแรงเสยีด
ทานใหเหลือนอยท่ีสุด คาความเคน และอัตราการยืดตัวจะถูกบันทึก
เม่ือแรงอัดเปลี่ยนไป  

 
3.3 Planar (Pure Shear) Test 

ในการทดสอบ Planar Test ช้ินงานทดสอบเปนแผนบางดานท่ีรับ
แรงดึงมีความยาวของชิ้นงานมากกวาความกวางไมนอยกวา 10 เทา 
ในการทดสอบนี้ใชช้ินงานดานท่ีรับแรงยาว 200 มิลลิเมตร ความกวาง 
20 มิลลิเมตร และหนา 3 มิลลิเมตร โดยนํามาทดสอบดวยแรงดึงดวย
เคร่ืองทดสอบความแข็งแรงของวัสดดุวยอัตราการอัดคงท่ี 200 
มิลลิเมตรตอนาที คาความเคนและอัตราการยืดตัวจะถูกบันทึกเม่ือแรง
ดึงเปลี่ยนไป  

 

        
 

รูปท่ี 4 การทดสอบ Planar Test 
 

4. ผลการทดสอบและการหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด 
4.1 ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบ Uniaxial Tension Test, Uniaxial Compression 
และ Planar Test สามารถเขียนกราฟความสัมพันธระหวาง คาความ
เคนและอัตราการยืดตัว ไดดังรูปท่ี 5,6,7 
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รูปท่ี 5 ผลการทดสอบ Uniaxial Tension Test 

σn P = -σn  σB = -σn 

Uniaxial tension Hydrostic compression Equipbiaxial compression 

Uniaxial compression Hydrostic tension Equipbiaxial tension 

σn P = -σn  σB = -σn 
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รูปท่ี 6 ผลการทดสอบ Uniaxial Compression Test 
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รูปท่ี 7 ผลการทดสอบ Planar Tension Test 

 
4.2  การหาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียด 

การคํานวณหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียดซึ่งเปนสมบัติ
เฉพาะของวัสดุจากขอมูลท่ีไดจากผลการทดสอบวัสดุเพ่ือใชกําหนด
พฤติกรรมของวัสดุในตนแบบไฟไนตอิลิเมนตสามารถคํานวณไดจาก
โปรแกรมทางคณิติศาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอิลเิมนต 
 
4.2.1 การคํานวณจากโปรแกรมทางคณิตศาสตร 

ในการทดสอบครั้งนี้ใชโปรแกรม Mathematica  โดยนําขอมูลจาก
การทดสอบมาทําการ Fit Curve หาสัมประสิทธ์ิ  ขอมูลจาก Uniaxial 
Test (Tension, Compression) ใช Fit Curve ตามสมการ (3)     
ขอมูลจาก Planar Test ใช Fit Curve ตามสมการ (5)   ซ่ึงไดผลดังนี ้

 
ตารางท่ี 1 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมทางคณิตศาสตร 

Test Data C10 
 (MPa) 

C01  
(MPa) 

Tension 0.776 -0.865 
Compression 0.567 0.027 

Tension and Compression 0.386 0.115 
 
4.2.2 การคํานวณจากโปรแกรมทางไฟไนตอิลิเมนต 

ในการทดสอบครั้งนี้ใชโปรแกรม Abaqus  โดยปอนขอมูลจาก
การทดสอบในโปรแกรม เพ่ือทําการประมวลผล 

 
ตารางที่ 2 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนต 

Test Data C10   (MPa) C01  (MPa) 
Tension 0.587 -0.458 

Compression 0.656 -0.020 
Tension and Compression 0.289 0.182 

Tension and Planar 0.326 0.139 
Compression and Planar 0.320 0.155 

Tension, Compression and 
Planar 

0.3019 0.170 

 
ในการหาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียดโดยใชการทดสอบ 

Planar Test อยางเดียวไมสามารถทําไดท้ังโดยการคํานวณไดจาก
โปรแกรมทางคณิติศาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอลิิเมนต ซ่ึงจาก
สมการ(5) จะพบวาคาคงท่ีของสมการเปนผลบวกของคาสัมประสิทธ์ิ
พลังงานความเครียดท้ังสองตัว 
 
5 การวิเคราะหผล 
5.1  เปรียบเทียบคาสัมประสิทธ์ิที่คํานวณไดจากโปรแกรม
ทางคณิตศิาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอิลิเมนต 

การนําคาสัมประสิทธิ์ท่ีคํานวณไดจากโปรแกรมทางคณิติศาสตร 
และโปรแกรมทางไฟไนตอิลเิมนต จากขอมูลการทดสอบ Tension 
อยางเดียว มาเปรียบเทียบกับขอมูลท่ีไดจากการทดสอบตามรูปท่ี 8 
พบวา คาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดมีความแตกตางกันนอยคือ C10 

ตางกัน 0.18 เมกกะปาสคาล, C01 ตางกัน 0.4 เมกกะปาสคาล และมี
แนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผลการทดสอบ จนถึงคาอัตราการยืดตัว
ประมาณ 2.7 แนวโนมไมเปนไปตามผลการทดสอบ 
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รูปท่ี 8 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจาก Tension test 

 
กรณีการใชขอมูลจากการทดสอบ Compression อยางเดียวตาม

รูปท่ี 9 พบวาคาสัมประสิทธิ์ท่ีคํานวณไดมีความแตกตางกันนอยมาก
คือ C10 ตางกัน 0.001 เมกกะปาสคาล, C01 ตางกัน 0.007 เมกกะ



 
 

ปาสคาล และมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผลการทดสอบตลอดชวง
ทดสอบ 
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รูปท่ี 9 ผลของคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจาก Compression test 

 
การใชขอมูลจากการทดสอบ Tension และ Compression รวมใน

การคํานวณตามรูปท่ี 10 พบวาคาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดมีความ
แตกตางกันนอยมากคือ C10 ตางกัน 0.097 เมกกะปาสคาล, C01 
ตางกัน 0.067 เมกกะปาสคาล และมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผล
การทดสอบตลอดชวงทดสอบจนถึงคาอัตราการยืดตัว ประมาณ 2.7 
แนวโนมไมเปนไปตามผลการทดสอบ 
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รูปท่ี 10 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจาก Tension และ Compression 

Test 
 

5.2 การเปรียบเทียบคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจากการทดสอบแตละ
แบบกับผลการทดสอบ 

ในการทดสอบสมบัติวัสดุเพ่ือหาคาสัมประสิทธิ์อาจทําการทดสอบ
บางชนิดและนําขอมูลท่ีไดมาคํานวณ ซึ่งจะไดคาสัมประสิทธ์ิท่ีแตกตาง
กัน และนํามาเปรียบเทียบกับขอมูลจากการทดสอบตามรูปท่ี 11 
พบวาคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจากการทดสอบ Tension ไมสามารถนําไปใช
กับงานท่ีรับแรงกดได และสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบ 
Compression ไมเหมาะสมที่จะใชกับงานท่ีรับแรงดึง  และจากรูปท่ี 12 
พบวาการทดสอบเฉพาะ Tension หรือ Compression  ไมเหมาะสมที่
ท่ีจะนําไปใชกับงานท่ีรับแรงเฉือน 
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รูปท่ี 11 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบแบตางๆ กับ ผล

การทดสอบ Uniaxial Test 
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รูปท่ี 12 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบแบตางๆ กับ ผล

การทดสอบ Planar Test 
 

6. สรุป 
1. ในการหาสัมประสทธ์ิพลังงานความเครียดซึ่งเปนสมบัติเฉพาะของ
วัสดุไฮเปอรอิลาสติก เพ่ือใชในตนแบบไฟไนตเอลิเมนต สามารถหาได
ดวยโปรแกรมทางคณิตศาสตร และดวยโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนต
ซึ่งผลท่ีไดมีความแตกตางกันนอย  
2. การใชขอมูลจากการทดสอบ Tension หรือ Compression อยาง
เดียว เพ่ือหาหาสมัประสทธิ์พลังงานความเครียดไมเหมาะสมสําหรับใช
ในตนแบบไฟไนตเอลิเมนตท่ีลักษณะงานมีการรับแรงเฉือน 
สัมประสิทธิ์จากการทดสอบเฉพาะ  Tension ไมสามารถใชไดกับงาน
ท่ีรับแรงกด สัมประสิทธ์ิจากการทดสอบเฉพาะ Compression ไม
เหมาะสมกับงานท่ีรับแรงดึง สวนการใชขอมูลจากการทดสอบทั้ง 
Tension, Compression และ Planar Test เหมาะสมกับการใชงานท่ี
รับท้ังแรงดึง แรงกด และแรงเฉือน 



 
 

3. การจะนําคาสัมประสิทธิ์ไปใชในตนแบบไฟไนตเอลิเมนตควร
จะตองทําการเปรียบเทียบกับขอมูลผลการทดสอบกอนเพื่อหาชวงของ
ความเคนและการเปลี่ยนรูปท่ีเหมาะสมกับการใชงาน เชนจากตัวอยาง
ยางท่ีใชทดสอบในครั้งน้ีพบวากรณีรับแรงดึงสามารถใชงานไดในชวง
ความเคน 0-2 เมกกะปาสคาล และอัตราการยืดตัว 1-2.7 
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