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บทคัดยอ 

บทความนี้นําเสนอวิธีการหาคาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียด
ในรูปแบบของ Mooney-Rivlin Model ซึ่งเปนสมบัติเฉพาะของวัสดุ
ไฮเปอรอีลาสติก สําหรับใชกับการจําลองดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต จาก
การทดสอบวัสดุในหองปฏิบัติการในลักษณะตางๆคือ uniaxial tension 
testing, uniaxial compression testing และ planar testing และนําผล
การทดสอบมาคํานวณหาสมบัติเฉพาะของวสัดุไฮเปรอีลาสติก ซึง่
พบวาเม่ือนําคาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดจากโปรแกรมคํานวณทาง
คณิตศาสตรและโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนตมีความแตกตางกันนอย  
และเม่ือเปรียบเทียบกับผลการทดสอบตัวอยางครั้งนี ้ พบวาสามารถ
ใชไดถูกตองในชวง อัตราการยืดตัวนอยกวา 2.7  หรือมีความเคนนอย
กวา 2.3 เมกกะปาสคาล 
 
Abstract 

The objective of this study is the assessment of the 
coefficients of Mooney-Rivlin strain energy function. These 
coefficients are used to define the strain energy function of 
hyperelastic material such as rubber or elastomer in FEA 
models. In this study, the rubber specimens are tested in various 
types such as uniaxial tension-compression and planar in order 
to obtain stress & stretch ratio curves. Those curves are then 
calculated for coefficients by ABAQUS (Commercial FEA 
Software) and by analytical method (using MATHEMATICA ). It 
is found that there is not important difference between those 
calculation. However, the stress and stretch ratio curves between 

calculations and experiments become considerable error at 
stretch ratio exceeding 2.7 or stress exceeding 2.3 MPa.  
 
1. บทนํา 

ปจจุบันมีการนําวัสดุไฮเปอรอิลาสตกิเชน ยางธรรมชาติและ
ยางสังเคราะหมาใชในงานวิศวกรรมมากขึ้น มีผลิตภัณฑหลายอยางท่ี
ทําจากวัสดุเหลานี้เชน ชุดยางรองแทนเคร่ืองยนต ชุดขอตอยางใน
อุตสาหกรรมรถยนต ยางรองคอสะพาน และขอตอเทียมในงานดานชีว
แพทย ฯลฯ การออกแบบผลิตภัณฑเพ่ือใหยืดหยุนและแข็งแรงเหมาะ
กับการใชงานตองคํานึงถึง รูปรางผลิตภัณฑและสมบัติทางกลของยาง 
สิ่งสําคญัในการออกแบบคือ การวิเคราะหความเคน ท่ีจะเกิดขึ้นในเนื้อ
ยางจะเปนประโยชนตอการทํานายการวิบัติของผลิตภัณฑ การ
วิเคราะหความเคนของผลิตภัณฑท่ีทําจากยางในไมสามารถทําได
โดยตรงดวยวิธีทางคณิตศาสตร เน่ืองจากสมบัติทางกลของวสัดุ
ไฮเปอรอีลาสติกเปนแบบไมเชิงเสน สามารถคืนรูปรางเดิมไดถึงแมจะ
มีการยืดตัวหรือมีความเครียดเกิน 100 เปอรเซ็นต อีกท้ังยังมีสมบัติ
การอัดตัวไมไดสูง (High Incompressible Material) จากสาเหตุ
ดังกลาววิธีคํานวณทางคอมพิวเตอร เชน วิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite 
Element Analysis, FEA) เปนทางเลือกสําหรับการวิเคราะหและชวย
ออกแบบผลิตภัณฑท่ีทําจากวัสดุไฮเปอรอิลาสติก โดยตองคํานึงถึง
ชวงความเคนและอัตราการยืดตัวท่ีเหมาะสม 

 
2. ทฤษฎีพ้ืนฐาน 
2.1 โมเดลของวัสดุไฮเปอรอิลาสติก 

ความสัมพันธระหวางแรงและการยืดตัวของวสัดุไฮเปอรอีลาสติก 
ในแนวตางๆ สามารถกําหนดอยูในรูปแบบของสมการพลงังาน



 
 

ความเครียดซึ่งเปนพลังงานท่ีสะสมในเนื้อวัสดุตอหนวยปริมาตร โดย
กําหนดใหเปนฟงช่ันของความเครียดเพื่อใชกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
สมการพลังงานความเครียดท่ีใชกันอยูมีหลายรูปแบบ ท่ีนิยมอยูใน
รูปแบบของโพลิโนเมียน (Polynomial form) การกําหนดพลังงาน
ความเครียดในรูปแบบนี้คือ 
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เม่ือ U คือ พลังงานความเครียดในเนื้อยาง (Strain Energy) มีคา

เทากับพ้ืนท่ีใตกราฟความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด, 
Jel คือ อัตราสวนของการเปลี่ยนแปลงของปริมาตร (Elastic Volume 
Ratio), N คือ ตัวแปรท่ีกําหนดดีกรีของโพลิโนเมียน, Di คือ สมบัติการ
อัดตัวไมไดของวสัดุ, Cij คือคาคงที่ท่ีเปนสมบัติเฉพาะตัวของวสัดุ และ 
I1 และ I2 คือ first and second deviatoric strain invariants เม่ือ 
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โดย 1λ , 2λ  และ 3λ  คือ คาอัตราการยืดตัวของยางในแนว

ตางๆ (Stretch ratio) มีคาเทากับหนึ่งบวกความเครียดเม่ือรับแรงดึง 
และเทากับหนึ่งลบความเครียดเม่ือรับแรงอัด 

การกําหนดพลังงานความเครียดในรูปแบบของโพลิโนเมียน
สามารถลดรูปลงไดเม่ือพิจารณาใหยางเปนวัสดุอัดตัวไมไดสูง ซึ่งคา 
Di มีคาเปนศูนย ดังนั้นสมการ (1) ลดรูปเปน  

 
)3()3( 201110 −+−= ICICU             (2) 

 
สมการ (2) เรียกวา Moony-Rivlin Material Model ซึ่งนํามาใช

กับตนแบบไฟไนตเอลิเมนต 
 

2.2 การหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียดของวัสดุไฮเปอรอีลา
สติก, Cij 

สมบัติเฉพาะของวสัดุไฮเปอรอีลาสตกิ แสดงในเทอมของ
สัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด สาํหรับ Moony-Rivlin Material 
Model สัมประสิทธิ์ดังกลาวคือ C10 และ C01 หาไดจากการทดสอบยาง
ในลักษณะตางๆ ซึ่งไดแก Uniaxial testing และ Planar testing โดย
ใชขอมูลท่ีไดจากผลการทดสอบจะอยูในรูปความสัมพันธระหวางความ
เคน และ อัตราการยืดตัว สมการ (3,4,5) อธิบายความสัมพันธระหวาง
ความเคน และอัตราการยืดตัว เม่ือวัสดไุดรับแรงในลักษณะตางๆ
สําหรับ Moony-Rivlin Material Model คือ 
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Equibiaxal  Load : )/1,( 2
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Planar (pure shear) Load : )/1,1,( 321 SS λλλλλ ===  

 ( )( )301102 −−+= SSS CCT λλ                           (5) 
 
โดย TU , TB และ TS คือคาความเคนในทิศทางเดียวกับแรง 
     Uλ , Bλ และ Sλ   คืออัตราการยืดตัวในทิศทางเดียวกับแรง 
 
2.4 การทดสอบสมบัติทางกลของวัสดุไฮเปอรอิลาสติก 

การทดสอบสมบัติทางกลของวสัดุไฮเปอรอิลาสติก เพ่ือหาคา
สัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด ซ่ึงเปนสมบัติเฉพาะของวสัดุแตละ
ชนิด สามารถทําไดโดยนําชิ้นงานทดสอบมาทดสอบดวยเคร่ืองทดสอบ
ความแข็งแรงของวัสดุ โดยการหาความสัมพันธระหวางความเคน และ 
อัตราการยืดตัวของยางในลักษณะการทดสอบแบบตางๆดังแสดงในรูป
ท่ี 1 โดยความสัมพันธเหลาน้ีจะถูกนํามากําหนดพฤติกรรมของวัสดุ
ไฮเปอรอิลาสติกในตนแบบไฟไนตเอลิเมนต  
 
     Tension   Compression 
 
 
Uniaxial Test  
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Biaxial Test 
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Planar Test 
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Volumetric Test 
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รูปท่ี 1   ภาพแสดงการทดสอบยางในลักษณะตางๆ [3] 
 

จากการทดสอบวัสดุเชิงกลในลักษณะตางๆ การทดสอบท่ีใช
กําหนดพฤติกรรมของวสัดุประกอบดวย Uniaxial Tension Test, 



 
 

Uniaxial Compression Test, Biaxial Tension Test, Planar Test 
และ Volumetric Test และเนื่องจากวัสดุไฮเปอรอิลาสติกสวนใหญมี
สมบัติการอัดตัวไมไดสูง ทําใหไมจําเปนตองทดสอบ Volumetric Test 
และเม่ือช้ินงานไดรับแรงในลักษณะ Hydrostatic load จะพบวาจะไม
เกิดการเปลี่ยนรูป (Deformation)  เม่ือแรงหรือความเคนเปลี่ยนไป 
ทําใหสามารถเทียบเทาพฤติกรรมจากการทดสอบลักษณะตางดังรูปท่ี 
2    ดังนั้นการทดสอบท่ีจําเปนในการกําหนดพฤติกรรมของวัสดุ
ไฮเปอรอิลาสติกจงึประกอบดวย Uniaxial Tension Test, Uniaxial 
Compression และ Planar Test  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 2   แสดงการเทียบการทดสอบเมื่อวัสดุมีสมบัติอัดตัวไมได[2] 

 
3. วิธีการทดสอบ 

ในการทดสอบครั้งนี้วัสดุไอเปอรอิลาสติกท่ีใชเปน Rubber Sheet 
ทําจากยางธรรมชาติ (Natural Rubber) ซ่ึงมีสวนผสมของ NR และ 
SBR โดยมีการทดสอบดังนี้ 

 
3.1 Uniaxial Tension Test 

สําหรับการทดสอบ Uniaxial Tension ใชขอกําหนดตาม
มาตรฐานของ ASTM D412-80 ช้ินงานอยูในรูปของ Dumbbell 
Specimen  จะถูกดึงดวยเคร่ืองทดสอบความแข็งแรงของวสัดุดวย
อัตราการดึงคงท่ี 500 มิลลิเมตรตอนาที คาความเคนและอัตราการยืด
ตัวจะถูกบันทึกเม่ือแรงดึงเปลี่ยนไป  

 

 
รูปท่ี 3 ช้ินงานทดสอบแบบ Dumbbell Specimen 

 
3.2 Uniaxial Compression Test 

สําหรับการทดสอบ Uniaxial Compression ใชขอกําหนดตาม
มาตรฐานของ ASTM D 395-78 ช้ินงานอยูในรูปของ Cylindrical Disk  
ขนาดเสนผาศูนยกลาง 29 มิลลิเมตร หนา 12.5 มิลลิเมตร จะถูกนํามา
ทดสอบดวยแรงอัดดวยเครื่องทดสอบความแข็งแรงของวัสดุดวยอัตรา

การอัดคงท่ี 100 มิลลิเมตรตอนาที โดยมีผิวของหัวกดชิ้นงานเปน
โครเมียม และใชสารหลอลื่นระหวางชิ้นงานและหัวกดเพื่อลดแรงเสยีด
ทานใหเหลือนอยท่ีสุด คาความเคน และอัตราการยืดตัวจะถูกบันทึก
เม่ือแรงอัดเปลี่ยนไป  

 
3.3 Planar (Pure Shear) Test 

ในการทดสอบ Planar Test ช้ินงานทดสอบเปนแผนบางดานท่ีรับ
แรงดึงมีความยาวของชิ้นงานมากกวาความกวางไมนอยกวา 10 เทา 
ในการทดสอบนี้ใชช้ินงานดานท่ีรับแรงยาว 200 มิลลิเมตร ความกวาง 
20 มิลลิเมตร และหนา 3 มิลลิเมตร โดยนํามาทดสอบดวยแรงดึงดวย
เคร่ืองทดสอบความแข็งแรงของวัสดดุวยอัตราการอัดคงท่ี 200 
มิลลิเมตรตอนาที คาความเคนและอัตราการยืดตัวจะถูกบันทึกเม่ือแรง
ดึงเปลี่ยนไป  

 

        
 

รูปท่ี 4 การทดสอบ Planar Test 
 

4. ผลการทดสอบและการหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียด 
4.1 ผลการทดสอบ 
 ผลการทดสอบ Uniaxial Tension Test, Uniaxial Compression 
และ Planar Test สามารถเขียนกราฟความสัมพันธระหวาง คาความ
เคนและอัตราการยืดตัว ไดดังรูปท่ี 5,6,7 
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รูปท่ี 5 ผลการทดสอบ Uniaxial Tension Test 

σn P = -σn  σB = -σn 

Uniaxial tension Hydrostic compression Equipbiaxial compression 

Uniaxial compression Hydrostic tension Equipbiaxial tension 

σn P = -σn  σB = -σn 
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รูปท่ี 6 ผลการทดสอบ Uniaxial Compression Test 
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รูปท่ี 7 ผลการทดสอบ Planar Tension Test 

 
4.2  การหาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียด 

การคํานวณหาสัมประสิทธิ์พลังงานความเครียดซึ่งเปนสมบัติ
เฉพาะของวัสดุจากขอมูลท่ีไดจากผลการทดสอบวัสดุเพ่ือใชกําหนด
พฤติกรรมของวัสดุในตนแบบไฟไนตอิลิเมนตสามารถคํานวณไดจาก
โปรแกรมทางคณิติศาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอิลเิมนต 
 
4.2.1 การคํานวณจากโปรแกรมทางคณิตศาสตร 

ในการทดสอบครั้งนี้ใชโปรแกรม Mathematica  โดยนําขอมูลจาก
การทดสอบมาทําการ Fit Curve หาสัมประสิทธ์ิ  ขอมูลจาก Uniaxial 
Test (Tension, Compression) ใช Fit Curve ตามสมการ (3)     
ขอมูลจาก Planar Test ใช Fit Curve ตามสมการ (5)   ซ่ึงไดผลดังนี ้

 
ตารางท่ี 1 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมทางคณิตศาสตร 

Test Data C10 
 (MPa) 

C01  
(MPa) 

Tension 0.776 -0.865 
Compression 0.567 0.027 

Tension and Compression 0.386 0.115 
 
4.2.2 การคํานวณจากโปรแกรมทางไฟไนตอิลิเมนต 

ในการทดสอบครั้งนี้ใชโปรแกรม Abaqus  โดยปอนขอมูลจาก
การทดสอบในโปรแกรม เพ่ือทําการประมวลผล 

 
ตารางที่ 2 ผลการคํานวณดวยโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนต 

Test Data C10   (MPa) C01  (MPa) 
Tension 0.587 -0.458 

Compression 0.656 -0.020 
Tension and Compression 0.289 0.182 

Tension and Planar 0.326 0.139 
Compression and Planar 0.320 0.155 

Tension, Compression and 
Planar 

0.3019 0.170 

 
ในการหาสัมประสิทธ์ิพลังงานความเครียดโดยใชการทดสอบ 

Planar Test อยางเดียวไมสามารถทําไดท้ังโดยการคํานวณไดจาก
โปรแกรมทางคณิติศาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอลิิเมนต ซ่ึงจาก
สมการ(5) จะพบวาคาคงท่ีของสมการเปนผลบวกของคาสัมประสิทธ์ิ
พลังงานความเครียดท้ังสองตัว 
 
5 การวิเคราะหผล 
5.1  เปรียบเทียบคาสัมประสิทธ์ิที่คํานวณไดจากโปรแกรม
ทางคณิตศิาสตร และโปรแกรมทางไฟไนตอิลิเมนต 

การนําคาสัมประสิทธิ์ท่ีคํานวณไดจากโปรแกรมทางคณิติศาสตร 
และโปรแกรมทางไฟไนตอิลเิมนต จากขอมูลการทดสอบ Tension 
อยางเดียว มาเปรียบเทียบกับขอมูลท่ีไดจากการทดสอบตามรูปท่ี 8 
พบวา คาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดมีความแตกตางกันนอยคือ C10 

ตางกัน 0.18 เมกกะปาสคาล, C01 ตางกัน 0.4 เมกกะปาสคาล และมี
แนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผลการทดสอบ จนถึงคาอัตราการยืดตัว
ประมาณ 2.7 แนวโนมไมเปนไปตามผลการทดสอบ 
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รูปท่ี 8 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจาก Tension test 

 
กรณีการใชขอมูลจากการทดสอบ Compression อยางเดียวตาม

รูปท่ี 9 พบวาคาสัมประสิทธิ์ท่ีคํานวณไดมีความแตกตางกันนอยมาก
คือ C10 ตางกัน 0.001 เมกกะปาสคาล, C01 ตางกัน 0.007 เมกกะ



 
 

ปาสคาล และมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผลการทดสอบตลอดชวง
ทดสอบ 
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รูปท่ี 9 ผลของคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจาก Compression test 

 
การใชขอมูลจากการทดสอบ Tension และ Compression รวมใน

การคํานวณตามรูปท่ี 10 พบวาคาสัมประสิทธ์ิท่ีคํานวณไดมีความ
แตกตางกันนอยมากคือ C10 ตางกัน 0.097 เมกกะปาสคาล, C01 
ตางกัน 0.067 เมกกะปาสคาล และมีแนวโนมไปในทิศทางเดียวกับผล
การทดสอบตลอดชวงทดสอบจนถึงคาอัตราการยืดตัว ประมาณ 2.7 
แนวโนมไมเปนไปตามผลการทดสอบ 
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รูปท่ี 10 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจาก Tension และ Compression 

Test 
 

5.2 การเปรียบเทียบคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจากการทดสอบแตละ
แบบกับผลการทดสอบ 

ในการทดสอบสมบัติวัสดุเพ่ือหาคาสัมประสิทธิ์อาจทําการทดสอบ
บางชนิดและนําขอมูลท่ีไดมาคํานวณ ซึ่งจะไดคาสัมประสิทธ์ิท่ีแตกตาง
กัน และนํามาเปรียบเทียบกับขอมูลจากการทดสอบตามรูปท่ี 11 
พบวาคาสัมประสิทธิ์ท่ีไดจากการทดสอบ Tension ไมสามารถนําไปใช
กับงานท่ีรับแรงกดได และสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบ 
Compression ไมเหมาะสมที่จะใชกับงานท่ีรับแรงดึง  และจากรูปท่ี 12 
พบวาการทดสอบเฉพาะ Tension หรือ Compression  ไมเหมาะสมที่
ท่ีจะนําไปใชกับงานท่ีรับแรงเฉือน 
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รูปท่ี 11 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบแบตางๆ กับ ผล

การทดสอบ Uniaxial Test 
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รูปท่ี 12 ผลของคาสัมประสิทธ์ิท่ีไดจากการทดสอบแบตางๆ กับ ผล

การทดสอบ Planar Test 
 

6. สรุป 
1. ในการหาสัมประสทธ์ิพลังงานความเครียดซึ่งเปนสมบัติเฉพาะของ
วัสดุไฮเปอรอิลาสติก เพ่ือใชในตนแบบไฟไนตเอลิเมนต สามารถหาได
ดวยโปรแกรมทางคณิตศาสตร และดวยโปรแกรมทางไฟไนตเอลิเมนต
ซึ่งผลท่ีไดมีความแตกตางกันนอย  
2. การใชขอมูลจากการทดสอบ Tension หรือ Compression อยาง
เดียว เพ่ือหาหาสมัประสทธิ์พลังงานความเครียดไมเหมาะสมสําหรับใช
ในตนแบบไฟไนตเอลิเมนตท่ีลักษณะงานมีการรับแรงเฉือน 
สัมประสิทธิ์จากการทดสอบเฉพาะ  Tension ไมสามารถใชไดกับงาน
ท่ีรับแรงกด สัมประสิทธ์ิจากการทดสอบเฉพาะ Compression ไม
เหมาะสมกับงานท่ีรับแรงดึง สวนการใชขอมูลจากการทดสอบทั้ง 
Tension, Compression และ Planar Test เหมาะสมกับการใชงานท่ี
รับท้ังแรงดึง แรงกด และแรงเฉือน 



 
 

3. การจะนําคาสัมประสิทธิ์ไปใชในตนแบบไฟไนตเอลิเมนตควร
จะตองทําการเปรียบเทียบกับขอมูลผลการทดสอบกอนเพื่อหาชวงของ
ความเคนและการเปลี่ยนรูปท่ีเหมาะสมกับการใชงาน เชนจากตัวอยาง
ยางท่ีใชทดสอบในครั้งน้ีพบวากรณีรับแรงดึงสามารถใชงานไดในชวง
ความเคน 0-2 เมกกะปาสคาล และอัตราการยืดตัว 1-2.7 
 
เอกสารอางอิง 
[1] Abraham Pannikotto, Josph A. Seile, and Jerry J. 
Leyden“,Non-Linear Finite Element Analysis for Gaskets and 
Seals”,DE-Vol. 100,Reliability, Stress Analysis, and Failure 
Preventation Aspects of Adhesive and Bolted Joints, Rubber 
Components,and Composite Springs,ASME 1998. 
[2]  C. Moreau, S. Thuillier, G. Rio and V. Grolleau, “The 
Mechanical Behavior of A Slightly Compressible Rubber-Like 
Material : Correlation of Simulation and Experiments”,Rubber 
Chemistry and Technilogy, Vol.72, pp 269-282 
[3] “ABAQUS/Standard User’ Manual”, Version 5.8, Vol.5.8 
 
  
 


