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บทคัดยอ
โดยสวนมากพฤติกรรมของวัสดุประเภทยางสามารถอธิบายดวยแบบ
จําลองไฮเปอรอิลาสติก (Hyperelastic Material Models) ซ่ึงมีอยูหลาย
รูปแบบดวยกัน เพื่อที่จะใหแบบจําลองสามารถอธิบายความสัมพันธ
ของความเคนกับความเครียดภายใตภาระในหลายแกน ในการหาคา
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองเหลาน้ีโดยทั่วไปตองการขอมูลความ
สัมพันธจากการทดสอบในภาวะความเครียด(Strain State)มากกวาหนึ่ง
ภาวะ  การศึกษานี้คณะผูวิจัยไดสราวชุดอุปกรณที่เหมาะสมสําหรับการ
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันสําหรับชิ้นทดสอบแบบแผน อุปกรณที่
ไดสรางข้ึนสามารถใชรวมกับเคร่ืองทดสอบและ VDO Extensometer
ที่ใชสําหรับการทดสอบแบบดึงแกนเดียว ขอมูลจากผลการทดสอบจาก
การดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันไดถูกนํามาใชเพื่อศึกษาพฤติ
กรรมการเปลี่ยนรูปของวัสดุประเภทยางสองประเภทคือ ยางธรรมชาติ
ที่ผานการวัลคาไนซแบบไมเติมและเติมผงคารบอนดําและเพื่อศึกษาถึง
ความสามารถของแบบจําลองทางไฮเปอรอีลาสติกแบบตางๆอาทิ
Ogden, Mooney-Rivlin, Neo-Hookean, Arruda-Boyce และ Van der
waals ที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลที่ไดจากการทดสอบเหลานี้ การ
ศึกษานี้ ไดแสดงให เห็นวาแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกที่ ใชคา
สัมประสิทธิ์ที่หาจากผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวไมสามารถที่จะ
อธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุประเภทยางทั้งสองประเภทในภาวะ
ความเคนแบบดึงสองแกนเทากันได และเม่ือใชผลการทดสอบทั้งแบบ
ดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบ
จําลองไฮเปอรอีลาสติก พบวาแบบจําลอง Van der waals สามารถ
อธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุยางทั้งแบบเติมและไมเติมผงคารบอน
ดําใชคาทั้งสองภาวะความเคนไดใกลเคียงกับผลทดสอบมากโดยมี
จํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่ตองหาเพียงส่ีคา

Abstract
Rubber are often classified as hyperelastic materials which their
behaviour can be described through different forms of strain
energy functions. Earlier research reported in the literature
suggest that for incompressible or nearly incompressible
materials such as natural rubbers, multiple strain states
experimental data are required in obtaining accurate material
parameters for hyperelastic models and thus, reliable stress-
strain analysis of the rubber components. In this work, an
economical biaxial testing apparatus was designed and built for
investigating equi-biaxial tensile behavior of rubber sheets. The
experimental method employed a video extensometer for
monitoring and measuring the deformation during biaxial tensile
tests. Hyperelastic models which can be devided in to two
categories notably the phenomenological models eg. Ogden,
Mooney-Rivlin model and the molecular physical based models
eg.  Neo-Hookean, Arruda-Boyce and Van der Waals model were
explored. These models were then verified against the obtained
biaxial and uniaxial experiment data of carbon black filled
vulcanised natural rubber sheet and unfilled vulcanised natural
rubber sheet. From this study, when both uniaxial and equi-
biaxial experimental data were used for obtaining Hyperelastic
models’ parameters, it was found that Van der waals model can
give very good representation of the deformation behaviour of the
rubber materials used with only four parameters required.
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1. บทนํา
วัสดุประเภทยางเปนวัสดุหน่ึงที่นิยมนํามาใชในวงการวิศวกรรม

เน่ืองดวยคุณสมบัติทางกลที่มีความยืดหยุนตัวไดสูงจึงมีการนํามาใชใน
การผลิตยางรถยนต อุปกรณรองรับการสั่นสะเทือน สายพานรถยนต
และในงานอุตสาหกรรมอื่นๆ ซ่ึงสวนมากแลวผลิตภัณฑจะตองใชรับ
ภาระโหลดในหลายรูปแบบและหลายแกน ดังน้ันในการคํานวนถึงความ
แข็งแรงของวัสดุเพื่อใชในการกําหนดขนาดและรูปรางของผลิตภัณฑจํา
เปนที่จะตองทราบความสัมพันธของความเคนกับความเครียดภายใต
ภาระในหลายแกน โดยสวนมากแลวพฤติกรรมของวัสดุประเภทยางจะ
ถูกอธิบายโดยแบบจําลองไฮเปอรอิลาสติก (Hyperelastic Material
Models) ซ่ึงมีอยูหลายรูปแบบดวยกัน เพื่อที่จะใหแบบจําลองสามารถ
อธิบายความสัมพันธของความเคนกับความเครียดภายใตภาระในหลาย
แกน ในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองเหลานี้โดยทั่วไปตองการ
ขอมูลความสัมพันธจากการทดสอบในภาวะความเครียด(Strain State)
ที่สําคัญคือ การดึงแกนเดียว (Uniaxial Tension) การอัดแกนเดียว
(Uniaxial Compression) และการเฉือน (Pure Shear) ทั้งน้ีขอมูลที่ได
จากการทดสอบสวนมากจะไดจากการทดสอบในภาวะความเครียดแบบ
ดึงแกนเดียวเพราะสามารถทําไดงายที่สุด  ภาวะความเครียดแบบ
Pure shear ก็สามารถทําไดโดยงายโดยใช Planar test  สวนภาวะ
ความเครียดแบบอัดแกนเดียวถาทดสอบโดยใชการอัดชิ้นทดสอบโดย
ตรงจะเกิดปญหาเนื่องจากความเสียดทานระหวางชิ้นทดลองกับ
อุปกรณการทดสอบซึ่งทําใหมีอิทธิพลของStrain state อื่นๆเขาแทรก
แซงเชน Shear ซ่ึงจะมีผลถึงความแมนยําของขอมูลที่ได สําหรับวัสดุที่
อัดตัวไมไดหรือแทบที่จะอัดตัวไมไดเชนวัสดุประเภทยางการดึงชิ้น
ทดสอบแบบสองแกนที่เทากัน (Equi-Biaxial Extension) จะทําใหเกิด
ภาวะความเครียดที่เทียบเหมือน (Equivalent) กับภาวะความเครียด
แบบอัดแกนเดียวโดยไมมีภาวะความเคนอื่นเขาแทรก โดยในการ
ศึกษานี้ผูวิจัยไดออกแบบและสรางอุปกรณเพื่อใชในการดึงชิ้นทดสอบ
แบบแผนแบบสองแกนที่เทากันและไดใชขอมูลจากการทดสอบแบบ
การดึงแกนเดียวและแบบดึงสองแกนที่เทากันเพื่อศึกษาพฤติกรรมการ
เปลี่ยนรูปของวัสดุประเภทยางสองประเภทคือ Unfilled Vulcanized
Natural Rubber และ Carbon filled Vulcanized Natural Rubber และ
เพื่อศึกษาถึงความสามารถของแบบจําลองทางไฮเปอรอีลาสติกแบบ
ตางๆที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลเหลานี้

2. สมการทางคณิตศาสตรของวัสดุไฮเปอรอีลาสติก
โดยทั่วไปวัสดุยางที่นํามาใชในงานเชิงวิศวกรรมเชนยางรถยนตจะ

มีพฤติกรรมยืดหยุนแบบไมเชิงเสน ซ่ึงสวนมากแลวความสัมพันธของ
ความเคนกับความเครียดในขณะรับภาระแบบ คอไซสแตติก (Quasi-
Static)มักจะถูกนําเสนอในรูปแบบของฟงกชั่นพลังงานความเครียด 
(Strain energy function) ในการศึกษานี้พฤติกรรมของวัสดุประเภท
ยางสมมุติใหวัสดุเปนแบบไอโซโทรปค (Isotropic Material) และเปน
วัสดุแบบอัดตัวไมได (Incompressible Material) ตามขอสมมุติดังกลาว
สามารถเขียนแทนเซอรของความเคนหลักคอชี (Cauchy Principle
Stress Tensor) ไดแสดงออกมาในเทอมของฟงกชั่นพลังงาน
ความเครียดตอหนวยปริมาตรโดยเปนฟงชั่นกกับอัตราการยืด 
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สําหรับการดึงแบบแกนเดียว (Uniaxial Extension)
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จะไดความเคนคอชี (Cauchy Stress)ในแกนดึงคือ
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สําหรับการดึงสองแกนที่เทากัน (Equi-Biaxial Extension)
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จะไดความเคนคอชี (Cauchy Stress) ในแกนดึงคือ
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สมการพลังงานความเครียด W สามารถแบงออกไดสองกลุมคือแบบ
จําลองที่แทนพฤติกรรมการสังเกต (Phenomenological Model) เปน
แบบจําลองที่พัฒนามาจากความสัมพันธของความเคนกับการเปลี่ยน
รูปโดยไมสนใจพฤติกรรมโครงสราง และแบบจําลองแทนกายภาพ
(Physical based Model) เปนการพัฒนาจากกลไกโครงสรางจุลภาค
ตามเอกสารอางอิง[2]-[7] แบบจําลองที่แทนพฤติกรรมกายภาพ
(Physical based Model) ที่ใชในการศึกษานี้คือ
แบบจําลองนีโอฮุกเกี้ยน (Neo-Hookean Model)
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แบบจําลองของอรูดาบอยซ (Arruda-Boyce Model)
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แบบจําลองของวานเดอรวาลว (Van der Waals Model)
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แบบจําลองที่แทนพฤติกรรมการสังเกต (Phenomenological
Based Model) ที่ใชในการศึกษานี้ไดแก
แบบจําลองพหุนาม (Polynomial Model (n=2))
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แบบจําลองของมูลน่ีรีฟลิน (Mooney-Rivlin Model)
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แบบจําลองของโยห (Yeoh Model)
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แบบจําลองของอ็อกเดน (Ogden Model)
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3. การทดลองและการหาคุณสมบัติของวัสดุ
การศึกษานี้ไดทําการทดสอบยางธรรมชาติผานการวัลคาไนซที่

เติมผงคารบอนดําดวยอัตราสวน 5 phr และที่ไมเติมผงคารบอนดํา ใน
การทดสอบแบบดึงแกนเดียวไดใชชิ้นทดสอบตามมาตรฐาน ISO
37:1994(E) ทําการทดลองดวยอัตราการดึงเทากับ 200 mm/min ที่
อุณหภูมิหองดวยเครื่องทดสอบ Instron Universal Testing Machine
Model 5567   ในการวัดความเครียด Instron VDO Extensometer ถูก
ใชในการวัดระยะกระจัดของเสนอางอิงสองเสนที่ถูกวาดไวบนชิ้น
ทดสอบซึ่งมีระยะหางระหวางกันเร่ิมตนคือ 25 mm ดังไดแสดงไวในรูป
ที่1 สําหรับการทดสอบแบบดึงสองแกนเทากัน (Equibiaxial
Extension) ผูวิจัยไดออกแบบและสรางอุปกรณที่เหมาะสมเพื่อใชกับ
เครื่องทดสอบรุนเดียวกันโดย Schematic diagram ของอุปกรณที่ไดจัด
สรางข้ึนไดแสดงไวในรูปที่ 2 ชิ้นทดสอบที่ใชกับอุปกรณดังกลาวมี
ลักษณะเปนแผนส่ีเหลี่ยมจตุรัส ขนาด 100x100x2 mm(กวางxยาวx
หนา) ซ่ึงความหนานี้เปนความหนาเดียวกับชิ้นทดสอบแบบดึงแกน
เดียวขางตน โดยอุปกรณดังกลาวไดใชตัวหนีบยึดชิ้นทดสอบทั้งหมด
16 ตําแหนงและตัวหนีบยึดเหลานี้สามารถสไลดไปตามแนวโครงกรอบ
(Frame)ดวยระบบแบริ่งคูซ่ึงมีความเสียดทานนอยมาก เม่ือประกอบ
อุปกรณดังกลาวเขากับ Instron Universal Testing Machine และให

แรงดึงในแนวดิ่ง ชิ้นทดสอบจะถูกยืดออกแบบเทากันในสองแกนเทา
กันแบบสม่ําเสมอดังไดแสดงไวในรูปที่3 และเม่ือใชการวิเคราะหทางไฟ
ไนทเอลิเมนตโดยโปรแกรมABAQUS วิเคราะหการกระจายตัวของ
ความเคนในชิ้นทดสอบโดยใหสภาวะการรับภาระเหมือนกับขณะถูกดึง
โดยใชอุปกรณที่สรางข้ึน พบวาการกระจายตัวของความเคนเปนไป
แบบสมํ่าเสมอเปนบริเวณกวางดังไดแสดงไวในรูปที่4 ในการวัด
ความเครียด Instron VDO Extensometer ถูกใชในการวัดระยะกระจัด
ของเสนอางอิงสองเสนที่ถูกวาดไวบนชิ้นทดสอบซึ่งมีระยะหางระหวาง
กันเร่ิมตนคือ 25 mm ดังไดแสดงไวในรูปที่5 จากการวิเคราะหไฟไนตอี
ลิเมนตพบวาในบริเวณที่เสนอางอิงถูกวาดไวมีการกระจายความเคน
และความเครียดแบบสม่ําเสมอ(Uniform) ในการทดลองแบบดึงสอง
แกนเทากันไดใชอัตราการดึงเทากับ 200 mm/min

รูปที่1 การทดสอบแบบดึงแกนเดียว

รูปที่2 Schematic Diagram ของอุปกรณสําหรับการทดสอบแบบ
ดึงสองแกนเทากัน

รูปที่3 ลักษณะการเปลี่ยนรูปของชิ้นทดสอบภายใตการรับโหลด
แบบการดึงสองแกนเทากัน



4.ผลการทดลองและการวิจารณผล
ขอมูลจากการทดสอบทั้งสองแบบขางตนไดถูกนําไปใชในการหา

คาสัมประสิทธิ์ของในแตละแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกดวยระเบียบวิธี
การเชิงตัวเลขกับวีธีการถดถอยกําลังสองที่นอยที่สุด (Least Square
Regression)โดยโปรแกรมไฟไนตอีลิเมนต ABAQUS แบบจําลองไฮ
เปอรอีลาสติกที่ใชในการศึกษานี้ไดแก Neo-Hookean, Arruda-
Boyce,Van der waals, Polynomial (n=2), Mooney-Rivlin, Ogden
(n=3) และ Yeoh 

ผลการทดสอบที่ไดจากการทดสอบแบบดึงแกนเดียวและผลการ
จําลองจากแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกแบบตางๆโดยใชคาสัมประสิทธิ์
ที่หาจากผลการทดสอบแบบดึงแกนเดียวเพียงอยางเดียวของวัสดุยาง
ไมเติมผงคารบอนไดแสดงไวในรูปที่6 จะสังเกตุไดวาทุกแบบจําลอง
สามารถใหผลจําลองใกลเคียงกับผลการทดสอบ สําหรับวัสดุยางเติมผง
คารบอนไดแสดงไวในรูปที่7 พบวาแบบจําลองทุกแบบสามารถใหผล
จําลองใกลเคียงกับผลการทดสอบยกเวน Neo-Hooken และ Mooney-
Rivlin  เม่ือใชคาสัมประสิทธิ์ชุดเดียวกันน้ีมาทํานายผลการทดสอบแบบ
ดึงสองแกนเทากันแลวมาเทียบกับผลการทดสอบจริงดังไดแสดงไวใน
รูปที่8 และ รูปที่9 จะเห็นไดวาในกรณีของวัสดุยางธรรมชาติ แบบ
จําลองทุกแบบจําลองใหแนวโนมความสัมพันธระหวางความเคนและ
ความเครียดใกลเคียงกัน ยกเวน Polynomials (n=2) และแบบจําลอง
Ogden (n=3) ซ่ึงเปนแบบจําลองแบบ Phenomenological Based ให
ผลที่ไมเสถียร (Unstable)โดยใหคาความเคนเปนลบในขณะที่ชิ้น

ทดสอบรับโหลดการดึงแบบสองแกนเทากัน ทั้งน้ีไมมีแบบจําลองใดให
ผลที่ใกลเคียงกับผลทดสอบ สําหรับยางธรรมชาติผสมผงคารบอนดํา
แบบจําลองแตละประเภทก็ใหผลทํานายที่มีแนวโนมที่แตกตางกันไป
โดยไมมีแบบจําลองใดที่ใหผลที่ใกลเคียงผลการทดสอบ

เม่ือนําผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวและดึงสองแกนเทากัน
มาใชในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองตางๆแลวนํามาจําลองผล
การทดสอบแบบดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันดังไดแสดงไวในรูปที่ 
10 ถึงรูปที่13 พบวา สําหรับวัสดุยางธรรมชาติทุกแบบจําลองที่ใชยก
เวนแบบจําลอง Yeoh และ Neo-Hookean สามารถที่จะใหผลการ
จําลองใกลเคียงกับผลทดสอบทั้งสองแบบ  สําหรับวัสดุยางธรรมชาติ
เติมผงคารบอนดําแบบจําลองที่ใหผลผลการจําลองใกลเคียงกับผล
ทดสอบทั้งสองแบบคือ Polynomial (n=2) Ogden (n=3) และ Van der
Waals

รูปที่4 ผลการวิเคราะหความเคนโดยไฟไนทเอลิเมนตของ1/4
ของช้ินทดสอบขณะถูกดึงสองแกนเทากัน

รูปที่5 การทดสอบแบบสองแกนที่เทากัน

รูปที่6 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ได
คาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวเพียง
อยางเดียว

รูปที่7 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติเติมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอร
อีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกน
เดียวเพียงอยางเดียว



รูปที่8 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่
ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวเพียง
อยางเดียว

รูปที่9 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติเติมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอ
เปอรอีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึง
แกนเดียวเพียงอยางเดียว

รูปที่10 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ไดคา
สัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบสอง
แกนเทากัน

รูปที่11 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ได
คาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบ
สองแกนเทากัน

รูปที่12 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติผสมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอร
อีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกน
เดียวและแบบสองแกนเทากัน

รูปที่13 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากัน
ของยางธรรมชาติผสมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบ
จําลองไอเปอรอีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการ
ทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบสองแกนเทากัน



ทั้งน้ี แบบจําลอง Van der Waals ใหผลจําลองที่ใกลเคียงกับผล
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันมากที่สุดและมีจํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่
ตองหานอยกวาแบบจําลองสองแบบขางตน
5. สรุป

การศึกษานี้คณะผูวิจัยไดสราวชุดอุปกรณที่เหมาะสมสําหรับการ
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันสําหรับชิ้นทดสอบแบบแผน อุปกรณที่
ไดสรางข้ึนสามารถใชรวมกับเคร่ืองทดสอบและ VDO Extensometer 
ที่ใชสําหรับการทดสอบแบบดึงแกนเดียว การศึกษานี้ไดแสดงใหเห็นวา
แบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกที่ใชคาสัมประสิทธิ์ที่หาจากผลการทดสอบ
ทั้งแบบดึงแกนเดียวไมสามารถที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุ
ประเภทยางทั้งสองประเภทที่ใชในการศึกษานี้ในภาวะความเคนแบบ
ดึ งสองแกนเท ากั น ได และแบบ จําลองไฮ เปอร อิ ลาสติกแบบ  
Phenomenological based บางประเภทยังใหผลการจําลองที่ไมเสถึยร
ดังน้ันในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกตางๆจํา
เปนตองใชผลการทดสอบในภาวะความเคนมากกวาหนึ่งภาวะ และเม่ือ
ใชผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันในการหาคา
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติก พบวาแบบจําลอง Van 
der waals สามารถอธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุยางทั้งแบบเติม
และไมเติมผงคารบอนดําใชคาทั้งสองภาวะความเคนไดใกลเคียงกับผล
ทดสอบมากโดยมีจํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่ตองหาเพียงส่ีคา
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