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บทคัดยอ
โดยสวนมากพฤติกรรมของวัสดุประเภทยางสามารถอธิบายดวยแบบ
จําลองไฮเปอรอิลาสติก (Hyperelastic Material Models) ซ่ึงมีอยูหลาย
รูปแบบดวยกัน เพื่อที่จะใหแบบจําลองสามารถอธิบายความสัมพันธ
ของความเคนกับความเครียดภายใตภาระในหลายแกน ในการหาคา
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองเหลาน้ีโดยทั่วไปตองการขอมูลความ
สัมพันธจากการทดสอบในภาวะความเครียด(Strain State)มากกวาหนึ่ง
ภาวะ  การศึกษานี้คณะผูวิจัยไดสราวชุดอุปกรณที่เหมาะสมสําหรับการ
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันสําหรับชิ้นทดสอบแบบแผน อุปกรณที่
ไดสรางข้ึนสามารถใชรวมกับเคร่ืองทดสอบและ VDO Extensometer
ที่ใชสําหรับการทดสอบแบบดึงแกนเดียว ขอมูลจากผลการทดสอบจาก
การดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันไดถูกนํามาใชเพื่อศึกษาพฤติ
กรรมการเปลี่ยนรูปของวัสดุประเภทยางสองประเภทคือ ยางธรรมชาติ
ที่ผานการวัลคาไนซแบบไมเติมและเติมผงคารบอนดําและเพื่อศึกษาถึง
ความสามารถของแบบจําลองทางไฮเปอรอีลาสติกแบบตางๆอาทิ
Ogden, Mooney-Rivlin, Neo-Hookean, Arruda-Boyce และ Van der
waals ที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลที่ไดจากการทดสอบเหลานี้ การ
ศึกษานี้ ไดแสดงให เห็นวาแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกที่ ใชคา
สัมประสิทธิ์ที่หาจากผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวไมสามารถที่จะ
อธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุประเภทยางทั้งสองประเภทในภาวะ
ความเคนแบบดึงสองแกนเทากันได และเม่ือใชผลการทดสอบทั้งแบบ
ดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบ
จําลองไฮเปอรอีลาสติก พบวาแบบจําลอง Van der waals สามารถ
อธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุยางทั้งแบบเติมและไมเติมผงคารบอน
ดําใชคาทั้งสองภาวะความเคนไดใกลเคียงกับผลทดสอบมากโดยมี
จํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่ตองหาเพียงส่ีคา

Abstract
Rubber are often classified as hyperelastic materials which their
behaviour can be described through different forms of strain
energy functions. Earlier research reported in the literature
suggest that for incompressible or nearly incompressible
materials such as natural rubbers, multiple strain states
experimental data are required in obtaining accurate material
parameters for hyperelastic models and thus, reliable stress-
strain analysis of the rubber components. In this work, an
economical biaxial testing apparatus was designed and built for
investigating equi-biaxial tensile behavior of rubber sheets. The
experimental method employed a video extensometer for
monitoring and measuring the deformation during biaxial tensile
tests. Hyperelastic models which can be devided in to two
categories notably the phenomenological models eg. Ogden,
Mooney-Rivlin model and the molecular physical based models
eg.  Neo-Hookean, Arruda-Boyce and Van der Waals model were
explored. These models were then verified against the obtained
biaxial and uniaxial experiment data of carbon black filled
vulcanised natural rubber sheet and unfilled vulcanised natural
rubber sheet. From this study, when both uniaxial and equi-
biaxial experimental data were used for obtaining Hyperelastic
models’ parameters, it was found that Van der waals model can
give very good representation of the deformation behaviour of the
rubber materials used with only four parameters required.
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1. บทนํา
วัสดุประเภทยางเปนวัสดุหน่ึงที่นิยมนํามาใชในวงการวิศวกรรม

เน่ืองดวยคุณสมบัติทางกลที่มีความยืดหยุนตัวไดสูงจึงมีการนํามาใชใน
การผลิตยางรถยนต อุปกรณรองรับการสั่นสะเทือน สายพานรถยนต
และในงานอุตสาหกรรมอื่นๆ ซ่ึงสวนมากแลวผลิตภัณฑจะตองใชรับ
ภาระโหลดในหลายรูปแบบและหลายแกน ดังน้ันในการคํานวนถึงความ
แข็งแรงของวัสดุเพื่อใชในการกําหนดขนาดและรูปรางของผลิตภัณฑจํา
เปนที่จะตองทราบความสัมพันธของความเคนกับความเครียดภายใต
ภาระในหลายแกน โดยสวนมากแลวพฤติกรรมของวัสดุประเภทยางจะ
ถูกอธิบายโดยแบบจําลองไฮเปอรอิลาสติก (Hyperelastic Material
Models) ซ่ึงมีอยูหลายรูปแบบดวยกัน เพื่อที่จะใหแบบจําลองสามารถ
อธิบายความสัมพันธของความเคนกับความเครียดภายใตภาระในหลาย
แกน ในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองเหลานี้โดยทั่วไปตองการ
ขอมูลความสัมพันธจากการทดสอบในภาวะความเครียด(Strain State)
ที่สําคัญคือ การดึงแกนเดียว (Uniaxial Tension) การอัดแกนเดียว
(Uniaxial Compression) และการเฉือน (Pure Shear) ทั้งน้ีขอมูลที่ได
จากการทดสอบสวนมากจะไดจากการทดสอบในภาวะความเครียดแบบ
ดึงแกนเดียวเพราะสามารถทําไดงายที่สุด  ภาวะความเครียดแบบ
Pure shear ก็สามารถทําไดโดยงายโดยใช Planar test  สวนภาวะ
ความเครียดแบบอัดแกนเดียวถาทดสอบโดยใชการอัดชิ้นทดสอบโดย
ตรงจะเกิดปญหาเนื่องจากความเสียดทานระหวางชิ้นทดลองกับ
อุปกรณการทดสอบซึ่งทําใหมีอิทธิพลของStrain state อื่นๆเขาแทรก
แซงเชน Shear ซ่ึงจะมีผลถึงความแมนยําของขอมูลที่ได สําหรับวัสดุที่
อัดตัวไมไดหรือแทบที่จะอัดตัวไมไดเชนวัสดุประเภทยางการดึงชิ้น
ทดสอบแบบสองแกนที่เทากัน (Equi-Biaxial Extension) จะทําใหเกิด
ภาวะความเครียดที่เทียบเหมือน (Equivalent) กับภาวะความเครียด
แบบอัดแกนเดียวโดยไมมีภาวะความเคนอื่นเขาแทรก โดยในการ
ศึกษานี้ผูวิจัยไดออกแบบและสรางอุปกรณเพื่อใชในการดึงชิ้นทดสอบ
แบบแผนแบบสองแกนที่เทากันและไดใชขอมูลจากการทดสอบแบบ
การดึงแกนเดียวและแบบดึงสองแกนที่เทากันเพื่อศึกษาพฤติกรรมการ
เปลี่ยนรูปของวัสดุประเภทยางสองประเภทคือ Unfilled Vulcanized
Natural Rubber และ Carbon filled Vulcanized Natural Rubber และ
เพื่อศึกษาถึงความสามารถของแบบจําลองทางไฮเปอรอีลาสติกแบบ
ตางๆที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลเหลานี้

2. สมการทางคณิตศาสตรของวัสดุไฮเปอรอีลาสติก
โดยทั่วไปวัสดุยางที่นํามาใชในงานเชิงวิศวกรรมเชนยางรถยนตจะ

มีพฤติกรรมยืดหยุนแบบไมเชิงเสน ซ่ึงสวนมากแลวความสัมพันธของ
ความเคนกับความเครียดในขณะรับภาระแบบ คอไซสแตติก (Quasi-
Static)มักจะถูกนําเสนอในรูปแบบของฟงกชั่นพลังงานความเครียด 
(Strain energy function) ในการศึกษานี้พฤติกรรมของวัสดุประเภท
ยางสมมุติใหวัสดุเปนแบบไอโซโทรปค (Isotropic Material) และเปน
วัสดุแบบอัดตัวไมได (Incompressible Material) ตามขอสมมุติดังกลาว
สามารถเขียนแทนเซอรของความเคนหลักคอชี (Cauchy Principle
Stress Tensor) ไดแสดงออกมาในเทอมของฟงกชั่นพลังงาน
ความเครียดตอหนวยปริมาตรโดยเปนฟงชั่นกกับอัตราการยืด 
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i i
i

W pσ λ
λ

∂
= +

∂
, 1....3i = (1)

p เปนคาความดันไฮโดรสแตติก (Hydrostatic Pressure) ซ่ึงหาคาได
จากเงื่อนไขคาขอบเขต(Boundary Condition) จากสมการพลังงาน
ความเครียด 1 2 3( , , )W W I I I= โดยจากการสมมุติฐาน
พบวา 1I 3213 =λλλ= จะเขียนแทนเซอรความเคนไดดังน้ี

1 2

1 2
i i

i i

I IW W p
I I

σ λ
λ λ

⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂
= + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

  , 1...3i = (2)
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สําหรับการดึงแบบแกนเดียว (Uniaxial Extension)
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จะไดความเคนคอชี (Cauchy Stress)ในแกนดึงคือ
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สําหรับการดึงสองแกนที่เทากัน (Equi-Biaxial Extension)
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จะไดความเคนคอชี (Cauchy Stress) ในแกนดึงคือ
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สมการพลังงานความเครียด W สามารถแบงออกไดสองกลุมคือแบบ
จําลองที่แทนพฤติกรรมการสังเกต (Phenomenological Model) เปน
แบบจําลองที่พัฒนามาจากความสัมพันธของความเคนกับการเปลี่ยน
รูปโดยไมสนใจพฤติกรรมโครงสราง และแบบจําลองแทนกายภาพ
(Physical based Model) เปนการพัฒนาจากกลไกโครงสรางจุลภาค
ตามเอกสารอางอิง[2]-[7] แบบจําลองที่แทนพฤติกรรมกายภาพ
(Physical based Model) ที่ใชในการศึกษานี้คือ
แบบจําลองนีโอฮุกเกี้ยน (Neo-Hookean Model)
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แบบจําลองของอรูดาบอยซ (Arruda-Boyce Model)
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แบบจําลองของวานเดอรวาลว (Van der Waals Model)
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แบบจําลองที่แทนพฤติกรรมการสังเกต (Phenomenological
Based Model) ที่ใชในการศึกษานี้ไดแก
แบบจําลองพหุนาม (Polynomial Model (n=2))
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แบบจําลองของมูลน่ีรีฟลิน (Mooney-Rivlin Model)
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แบบจําลองของโยห (Yeoh Model)
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แบบจําลองของอ็อกเดน (Ogden Model)
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3. การทดลองและการหาคุณสมบัติของวัสดุ
การศึกษานี้ไดทําการทดสอบยางธรรมชาติผานการวัลคาไนซที่

เติมผงคารบอนดําดวยอัตราสวน 5 phr และที่ไมเติมผงคารบอนดํา ใน
การทดสอบแบบดึงแกนเดียวไดใชชิ้นทดสอบตามมาตรฐาน ISO
37:1994(E) ทําการทดลองดวยอัตราการดึงเทากับ 200 mm/min ที่
อุณหภูมิหองดวยเครื่องทดสอบ Instron Universal Testing Machine
Model 5567   ในการวัดความเครียด Instron VDO Extensometer ถูก
ใชในการวัดระยะกระจัดของเสนอางอิงสองเสนที่ถูกวาดไวบนชิ้น
ทดสอบซึ่งมีระยะหางระหวางกันเร่ิมตนคือ 25 mm ดังไดแสดงไวในรูป
ที่1 สําหรับการทดสอบแบบดึงสองแกนเทากัน (Equibiaxial
Extension) ผูวิจัยไดออกแบบและสรางอุปกรณที่เหมาะสมเพื่อใชกับ
เครื่องทดสอบรุนเดียวกันโดย Schematic diagram ของอุปกรณที่ไดจัด
สรางข้ึนไดแสดงไวในรูปที่ 2 ชิ้นทดสอบที่ใชกับอุปกรณดังกลาวมี
ลักษณะเปนแผนส่ีเหลี่ยมจตุรัส ขนาด 100x100x2 mm(กวางxยาวx
หนา) ซ่ึงความหนานี้เปนความหนาเดียวกับชิ้นทดสอบแบบดึงแกน
เดียวขางตน โดยอุปกรณดังกลาวไดใชตัวหนีบยึดชิ้นทดสอบทั้งหมด
16 ตําแหนงและตัวหนีบยึดเหลานี้สามารถสไลดไปตามแนวโครงกรอบ
(Frame)ดวยระบบแบริ่งคูซ่ึงมีความเสียดทานนอยมาก เม่ือประกอบ
อุปกรณดังกลาวเขากับ Instron Universal Testing Machine และให

แรงดึงในแนวดิ่ง ชิ้นทดสอบจะถูกยืดออกแบบเทากันในสองแกนเทา
กันแบบสม่ําเสมอดังไดแสดงไวในรูปที่3 และเม่ือใชการวิเคราะหทางไฟ
ไนทเอลิเมนตโดยโปรแกรมABAQUS วิเคราะหการกระจายตัวของ
ความเคนในชิ้นทดสอบโดยใหสภาวะการรับภาระเหมือนกับขณะถูกดึง
โดยใชอุปกรณที่สรางข้ึน พบวาการกระจายตัวของความเคนเปนไป
แบบสมํ่าเสมอเปนบริเวณกวางดังไดแสดงไวในรูปที่4 ในการวัด
ความเครียด Instron VDO Extensometer ถูกใชในการวัดระยะกระจัด
ของเสนอางอิงสองเสนที่ถูกวาดไวบนชิ้นทดสอบซึ่งมีระยะหางระหวาง
กันเร่ิมตนคือ 25 mm ดังไดแสดงไวในรูปที่5 จากการวิเคราะหไฟไนตอี
ลิเมนตพบวาในบริเวณที่เสนอางอิงถูกวาดไวมีการกระจายความเคน
และความเครียดแบบสม่ําเสมอ(Uniform) ในการทดลองแบบดึงสอง
แกนเทากันไดใชอัตราการดึงเทากับ 200 mm/min

รูปที่1 การทดสอบแบบดึงแกนเดียว

รูปที่2 Schematic Diagram ของอุปกรณสําหรับการทดสอบแบบ
ดึงสองแกนเทากัน

รูปที่3 ลักษณะการเปลี่ยนรูปของชิ้นทดสอบภายใตการรับโหลด
แบบการดึงสองแกนเทากัน



4.ผลการทดลองและการวิจารณผล
ขอมูลจากการทดสอบทั้งสองแบบขางตนไดถูกนําไปใชในการหา

คาสัมประสิทธิ์ของในแตละแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกดวยระเบียบวิธี
การเชิงตัวเลขกับวีธีการถดถอยกําลังสองที่นอยที่สุด (Least Square
Regression)โดยโปรแกรมไฟไนตอีลิเมนต ABAQUS แบบจําลองไฮ
เปอรอีลาสติกที่ใชในการศึกษานี้ไดแก Neo-Hookean, Arruda-
Boyce,Van der waals, Polynomial (n=2), Mooney-Rivlin, Ogden
(n=3) และ Yeoh 

ผลการทดสอบที่ไดจากการทดสอบแบบดึงแกนเดียวและผลการ
จําลองจากแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกแบบตางๆโดยใชคาสัมประสิทธิ์
ที่หาจากผลการทดสอบแบบดึงแกนเดียวเพียงอยางเดียวของวัสดุยาง
ไมเติมผงคารบอนไดแสดงไวในรูปที่6 จะสังเกตุไดวาทุกแบบจําลอง
สามารถใหผลจําลองใกลเคียงกับผลการทดสอบ สําหรับวัสดุยางเติมผง
คารบอนไดแสดงไวในรูปที่7 พบวาแบบจําลองทุกแบบสามารถใหผล
จําลองใกลเคียงกับผลการทดสอบยกเวน Neo-Hooken และ Mooney-
Rivlin  เม่ือใชคาสัมประสิทธิ์ชุดเดียวกันน้ีมาทํานายผลการทดสอบแบบ
ดึงสองแกนเทากันแลวมาเทียบกับผลการทดสอบจริงดังไดแสดงไวใน
รูปที่8 และ รูปที่9 จะเห็นไดวาในกรณีของวัสดุยางธรรมชาติ แบบ
จําลองทุกแบบจําลองใหแนวโนมความสัมพันธระหวางความเคนและ
ความเครียดใกลเคียงกัน ยกเวน Polynomials (n=2) และแบบจําลอง
Ogden (n=3) ซ่ึงเปนแบบจําลองแบบ Phenomenological Based ให
ผลที่ไมเสถียร (Unstable)โดยใหคาความเคนเปนลบในขณะที่ชิ้น

ทดสอบรับโหลดการดึงแบบสองแกนเทากัน ทั้งน้ีไมมีแบบจําลองใดให
ผลที่ใกลเคียงกับผลทดสอบ สําหรับยางธรรมชาติผสมผงคารบอนดํา
แบบจําลองแตละประเภทก็ใหผลทํานายที่มีแนวโนมที่แตกตางกันไป
โดยไมมีแบบจําลองใดที่ใหผลที่ใกลเคียงผลการทดสอบ

เม่ือนําผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวและดึงสองแกนเทากัน
มาใชในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองตางๆแลวนํามาจําลองผล
การทดสอบแบบดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันดังไดแสดงไวในรูปที่ 
10 ถึงรูปที่13 พบวา สําหรับวัสดุยางธรรมชาติทุกแบบจําลองที่ใชยก
เวนแบบจําลอง Yeoh และ Neo-Hookean สามารถที่จะใหผลการ
จําลองใกลเคียงกับผลทดสอบทั้งสองแบบ  สําหรับวัสดุยางธรรมชาติ
เติมผงคารบอนดําแบบจําลองที่ใหผลผลการจําลองใกลเคียงกับผล
ทดสอบทั้งสองแบบคือ Polynomial (n=2) Ogden (n=3) และ Van der
Waals

รูปที่4 ผลการวิเคราะหความเคนโดยไฟไนทเอลิเมนตของ1/4
ของช้ินทดสอบขณะถูกดึงสองแกนเทากัน

รูปที่5 การทดสอบแบบสองแกนที่เทากัน

รูปที่6 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ได
คาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวเพียง
อยางเดียว

รูปที่7 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติเติมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอร
อีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกน
เดียวเพียงอยางเดียว



รูปที่8 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่
ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวเพียง
อยางเดียว

รูปที่9 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติเติมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอ
เปอรอีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึง
แกนเดียวเพียงอยางเดียว

รูปที่10 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ไดคา
สัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบสอง
แกนเทากัน

รูปที่11 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากันของ
ยางธรรมชาติและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอรอีลาสติกที่ได
คาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบ
สองแกนเทากัน

รูปที่12 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบแกนเดียวของยาง
ธรรมชาติผสมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบจําลองไอเปอร
อีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการทดสอบการดึงแกน
เดียวและแบบสองแกนเทากัน

รูปที่13 กราฟแสดงผลการเปรียบเทียบการดึงแบบสองแกนเทากัน
ของยางธรรมชาติผสมผงคารบอนและผลจําลองจากแบบ
จําลองไอเปอรอีลาสติกที่ไดคาสัมประสิทธิ์จากขอมูลการ
ทดสอบการดึงแกนเดียวและแบบสองแกนเทากัน



ทั้งน้ี แบบจําลอง Van der Waals ใหผลจําลองที่ใกลเคียงกับผล
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันมากที่สุดและมีจํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่
ตองหานอยกวาแบบจําลองสองแบบขางตน
5. สรุป

การศึกษานี้คณะผูวิจัยไดสราวชุดอุปกรณที่เหมาะสมสําหรับการ
ทดสอบแบบดึงสองแกนเทากันสําหรับชิ้นทดสอบแบบแผน อุปกรณที่
ไดสรางข้ึนสามารถใชรวมกับเคร่ืองทดสอบและ VDO Extensometer 
ที่ใชสําหรับการทดสอบแบบดึงแกนเดียว การศึกษานี้ไดแสดงใหเห็นวา
แบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกที่ใชคาสัมประสิทธิ์ที่หาจากผลการทดสอบ
ทั้งแบบดึงแกนเดียวไมสามารถที่จะอธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุ
ประเภทยางทั้งสองประเภทที่ใชในการศึกษานี้ในภาวะความเคนแบบ
ดึ งสองแกนเท ากั น ได และแบบ จําลองไฮ เปอร อิ ลาสติกแบบ  
Phenomenological based บางประเภทยังใหผลการจําลองที่ไมเสถึยร
ดังน้ันในการหาคาสัมประสิทธิ์ของแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกตางๆจํา
เปนตองใชผลการทดสอบในภาวะความเคนมากกวาหนึ่งภาวะ และเม่ือ
ใชผลการทดสอบทั้งแบบดึงแกนเดียวและสองแกนเทากันในการหาคา
สัมประสิทธิ์ของแบบจําลองไฮเปอรอีลาสติก พบวาแบบจําลอง Van 
der waals สามารถอธิบายพฤติกรรมทางกลของวัสดุยางทั้งแบบเติม
และไมเติมผงคารบอนดําใชคาทั้งสองภาวะความเคนไดใกลเคียงกับผล
ทดสอบมากโดยมีจํานวนคาสัมประสิทธิ์ที่ตองหาเพียงส่ีคา
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