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บทคัดยอ  
งานวิจัยนี้เปนการนําเสนอสมการแบบจําลองทางพลศาสตรที่ลดรูปของแขนกลที่มีสองกานตอโยงโครงสรางแบบ five-bar 

linkage ที่มีตัวขับเปนมอเตอรกระแสตรงที่ฐาน และมีอุปกรณตรวจวัดความเรงติดอยูที่ปลายแขนของกานตอโยงที่หยุนตัว 
โดยมีการตรวจสอบสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรนี้รวมกับระบบควบคุมแบบ PD-control ในรูปของ state variable 

feedback เพ่ือนําตัวแปรที่ไดมาทําการทดสอบเสนทางการเคลื่อนที่จริง โดยกําหนดใหปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตาม
เสนทางเดินโดยใชการควบคุมแบบเวลาจริงปอนกลับ โดยจากผลการ simulation สามารถลดคาผิดพลาดเนื่องจากการสั่นลง
ไดภายใน 4 วินาที  
คําหลัก: แขนกลแบบยืดหยุน  การควบคุมแบบเวลาจริงปอนกลับ 
 
Abstract 

 This research work presents the abbreviated dynamic model of a five-bar manipulator arm with 
two flexible links which are directly driven by DC motors located at the base of the manipulator. The 
accelerometers are attached to the tips of the elastic link, link 4. The simulation is fulfilled to demonstrate 
mathematical model of PD state variable feedback controllers design. The experiment is assigned to move the tip 
of link4 along a path by real-time feedback control design. The simulation results show the position-error of tip 
link-vibration is reduced within 4 seconds. 
Keywords: Flexible manipulator arm, Real-time feedback control 
 

1. บทนํา 
เนื่องจากแขนกลที่มีการใชอยูในอุตสาหกรรมสวน

ใหญเปนแบบแขนเกร็ง ซึ่งรูปแบบของการเคลื่อนที่จะทํา
ใหระบบการตรวจวัดและการควบคุมสามารถทําไดงาย 
แตในทางกลับกันในลักษณะของโครงสรางแบบนี้ก็จะทํา
ใหหุนยนตมีน้ําหนักที่มากและมีตัวขับที่ขนาดใหญ รวม
ไปถึงไมสามารถหลีกเ ล่ียงการสั่นสะเทือนทางกล
เนื่องจากการเคลื่อนที่ได เชนแขนหุนยนตที่ใชในอวกาศ

ที่จะตองมีขนาดของแขนคอนขางยาว หรือแขนหุนยนตที่
ออกแบบสําหรับการทํางานที่ตองมีการเอื้อมไประยะไกล
จะตองมีแขนใดแขนหนึ่งมีลักษณะยืดหยุน (flexible link)  
ในป จจุ บันจึ ง ได มี ก ารพัฒนาแขนกลที่ ใ ช ง าน ใน
อุตสาหกรรม ซึ่งทําจากวัสดุที่มีความออนตัวและยืดหยุน
มาใชแทนแขนกลที่ทําจากวัสดุแข็งเกร็งมากขึ้น ซึ่งมี
ข อดีคื อพลังงานที่ ใช ในการขับ เค ล่ือนลดลงมาก 
เนื่องจากแขนกลยืดหยุนจะมีน้ําหนักที่เบากวาแขนเกร็ง 
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รวมไปถึงสามารถแกปญหาจากการสั่นสะเทือนได แต
อยางไรก็ตาม การควบคุมตําแหนงปลายของแขนกล
แบบยืดหยุนทําไดยากกวาเนื่องจากจะเกิดการแกวงตัวที่
ตําแหนงปลายแขน และ รูปแบบของสมการการเคลื่อนที่
คอนขางที่จะซับซอน โดยจะมีบางเทอมท่ีมีรูปแบบไม
เปนเชิงเสน รวมถึงสมการมีอันดับที่สูง ดังนั้นการนํา
แบบจํ าลองทางคณิตศาสตร เข ามาพิจารณาจึ งมี
ความสําคัญอยางยิ่ง  ซึ่งในทางปฏิบัติการหาแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรจากหุนยนตที่มีความยืดหยุนคอนขางที่
จะมีความซับซอนเนื่องมาจากจะตองคํานึงถึงทฤษฎี
เกี่ ยวกับความยืดหยุนด วย   ฉะนั้นการออกแบบ

โครงสรางของตัวหุนยนตเองก็มีสวนชวยใหความ
ซับซอนของสมการลดลงไดดวย  

จากปญหาขางตน ทําใหผูวิจัยเชื่อวาสมการทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตแบบยืดหยุนมีความสําคัญ และ
เปนตัวแปรนําไปสูความถูกตองในการควบคุมหุนยนต 
รวมถึง สามารถลดปญหาความซับซอนของการควบคุม
เบ้ืองตนได โดยในงานวิจัยนี้จะทําการหาสมการทาง
คณิตศาสตรของหุนยนต แบบยืดหยุนที่ใชในงานระยะ
เอื้อมไกล โดยใชสมการพลังงานในการหา แตจะทําการ
ลดตัวแปรบางตัวออกเพื่อใหไดสมการที่ถูกตองและงาย
ตอการนําไปใชในการควบคุมตอไป 

  

 
 

รูปที่ 1 โครงสรางของแขนกลแบบยืดหยุนที่ออกแบบไว 
 

รูปที่1 และรูปที่ 2 แสดงโครงสรางของแขนกลแบบ
ยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น  ฐานของแขนกลชุดนี้แสดงตําแหนง
ของกานตอโยงที่  0 มอเตอรแบบขับตรงจะตั้ งอยูที่
ทั้ง 2 ฝงของฐาน มอเตอรตัวที่ 1 ทําหนาที่ขับกานตอโยง
ที่ 1 สวนมอเตอรตัวที่ 2 ทําหนาที่ขับกานตอโยงที่ 2 โดย
ผานกลไกแบบ Five-bar linkage เพ่ือสงแรงผานกานตอ
โยงที่ 3 ซึ่งกานตอโยงที่ 2 และ 4 จะเคล่ือนที่ขนานกัน ใน
ทํานองเดียวกันกานตอโยงที่ 1 และ 3 จะเคล่ือนที่ขนาน
กันดวย โดยท่ีกานตอโยงที่ 1 และกานตอโยงที่ 3 ยาว 62 
เซนติเมตร กานตอโยงที่ 2 ยาว 32 เซนติเมตร และกาน
ตอโยงที่ 4 ยาว 132 เซนติเมตร จากโครงสรางแบบขนาน
ทําใหสามารถหาชวงของมุมการเคลื่อนที่ของมอเตอร รูป
ที่ 1 แสดงโครงสรางของกลไกแบบ Five-bar linkage ที่ใช
ในแขนกลแบบยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น โดยกําหนดให 3θ  คือ
มุมที่วัดระหวางกานตอโยงที่ 1 กับ 2 หรือมุมที่วัดระหวาง

กานตอโยงที่ 3 กับ 4 โดยที่ความสัมพันธของมุมสําหรับ

กรณี 3 90θ ≤ คือ 3 1 2 35θ θ θ= − =  เปนคามุม

นอยที่สุดที่จะปองกันไมใหเกิดการชนกันระหวางกานตอ
โยงที่ 3 และ 4 และจะเห็นพบวามุมที่ขอตอที่หนึ่งจะมีคา 

10 90θ≤ ≤  ในทํานองเดียวกันจากรูปที่ 4 สามารถหา

คามุมมากที่สุดของ 3θ  สําหรับกรณี 3 90θ ≥  จะได 

3 1 2180 145θ θ θ= − − =  คือค ามุมมากที่ สุดที่

กานตอโยงจะไมเกิดการชนกัน โดยที่มุมการเคลื่อนที่ของ
ม อ เ ต อ ร ตั ว ที่  2 จ ะ มี ช ว ง ข อ ง ก า ร เ ค ลื่ อ น ที่ คื อ 

235 55θ− ≤ ≤  นอกจากนั้นที่ปลายแขนกล  (End-
Effector) แสดงดังรูปที่ 2 จะมีการติดตั้งอุปกรณวัด
ความเรง 2 ตัว โดยตัวที่ 1 วัดความเรงในแนวแกนกาน
ตอโยงที่ 4 (แกนX) สวนอีกตัววัดความเรงในแนวตั้งฉาก
กับกานตอโยงที่ 4 (แกนY) และทิศทางที่พุงออกจาก
อุปกรณวัดความเรงเปนบวก หรือตามแนวหัวลูกศรที่
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แสดงในรูปที่ 2 ขณะที่ดานขางของปลายแขนออกแบบไว
สําหรับใสมวลเพ่ือถวงน้ําหนักที่ปลายแขนเพื่อใหน้ําหนัก
ทั้งหมดของแตละกานตอโยงรวมกันเปนกอน (lumped 
mass)  

 

 
รูปที่ 2 แขนกลแบบยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น 

สมมติฐานของแขนกลแบบยืดหยุน 
พิจารณาแขนกลแบบยืดหยุนตามรูปที่ 3 โดยสมมติ

ใหกานตอโยงที่ 1 และ 4 เปนกานตอโยงที่มีความยืดหยุน
แตละกานมีความยาวเทากับ 62 cm และ132 cm 
ตามลําดับ มีมวล M1 และ มวล M2 เปนมวลแบบกอน
รวม (Lumped mass) ที่แตละปลายของกานตอโยงที่ 1 
และกานตอโยงที่ 4 ตามลําดับ โดยที่มอเตอรที่ใชในการ
ขับเปนแบบขับตรง (Direct Drive Motor)  

 
รูปที่ 3 ภาพประกอบสมมติฐานของแขนกลแบบหยุนตัว 

 
รูปที่ 4 การตั้งเฟรมและแสดงคาพารามิเตอรตาง ๆ ของแขนกล 

 
การหาสมการของแขนกลที่ไดออกแบบและสรางขึ้น

ตามสมมติฐานดังนี้ 
1. พิจารณา มวล M1 และ มวล M2 เปนแบบ point 

mass 
2. ไมพิจารณาน้ําหนักของกานตอโยงที่ 1 และ 4 เมื่อ

เทียบกับน้ําหนักของมวล M1 และ มวล M2 

3. ไมพิจารณาความเสียดทานของมอเตอร และขอตอ
ของกานตอโยง 

2. ความสัมพันธระหวางแรงกับการเปลี่ยนรูป 
(Deformation) 

การหาสมการพลศาสตรของแขนกลแบบหยุนตัวนี้ 
ไดมีการศึกษากันมาอยางกวางขวาง สวนใหญจะใชวิธีการ
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สมมติโหมดของการสั่นหรือ assumed mode เพ่ือชวยใน
การกําหนดตําแหนงหรือกําหนดพิกัดของแขนกล แตใน
งานวิจัยนี้จะใชการกําหนดพิกัดตางออกไป จากที่กําหนด
แลววาจะวัดการยืดหยุนของแขนกลโดยใชอุปกรณตัวรูที่
ติดตั้งอยูที่ปลายแขนของกานตอโยงที่ 4 ดังนั้นระบบพิกัด
ก็จะแตกตางกันกับวิธีการของ assumed mode 

กําหนดใหเวกเตอร iD  และเวกเตอร iφ  แสดงคา 
displacement deformation และ angular deformation 
ตามลําดับ ขณะที่ Ei แทนเฟรมของแขนกลที่ไมเกิดการ
เปล่ียนรูป และEei แทนเฟรมของแขนกลที่เกิดการเปลี่ยน

รูป โดยจะไดคาการเปลี่ยนรูปของเฟรม Eei  เทียบกับ
เฟรม Ei ดังรูปที่ 4 เราสามารถเขียนเวคเตอรที่กําหนด
ตําแหนงปลายแขนของแขนหุนยนตแบบยืดหยุนตัวของ
แตละกานตอโยงไดดังนี้  

( 1,2)i i ix iyD l iδ δ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦               
(1) 

        ( 1,2)i ix iy iφ φ φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦              

(2) 
โดยที่ il  แทนความยาวของกานตอโยงตามแนวแกนของ
เฟรมที่ i, iδ  แทนการเปลี่ยนรูปของความยาว และ iφ  
แทนการเปลี่ยนรูปของมุมโดยใชสมการของสปริงจะได
ความสัมพันธระหวางแรง กับการเปลี่ยนรูป ดังนี้ 

1 3

3 2

i i i i
T

i i i i

f K K
n K K

δ
φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
              

(3) 
โดย if  แทนแรง และ in  แทนโมเมนตของกานตอโยงที่ 
i เทียบกับเฟรม Ei และ ijK  คือ คา stiffness ของกานตอ

โยง ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 

[ ]

3 3
1 / 12 / 12 /i i i i i i i i i i

ia ib ib

K diag A E l E I l E I l

diag K K K

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

[ ]
2

ˆ / 4 / 4 /i i i i i i i i i i

ic id id

K diag G I l E I l E I l

diag K K K

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

2
3

2

0 0 0 0 0 0
0 0 6 / 0 0
0 6 / 0 0 0

i i i i ie

i i i ie

K E I l K
E I l K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

iE  คือ Young’s modulus ของกานตอโยงที่ i (N/m2) 

iG  คือ modulus of transverse of elasticity ของกานตอ
โยงที่ i (N/m2) 

iA  คือ พ้ืนที่หนาตัดของกานตอโยงที่ i (m2) 

il  คือ ความยาวของกานตอโยงที่ i (m) 

iI  คือ area moment of inertia ของกานตอโยงที่ i (m4) 

îI  คือ polar moment of inertia of area ของกานตอโยง
ที่ i (m4) 

จากสมมติฐานขางตนนําไปสูการพิจาณาการตั้งเฟรม
ของแขนกลโดยจะพิจารณาเฟรมที่มีความยืดหยุนเพ่ิม
ดวย รูปที่ 4 ใหจุด O เปนจุดศูนยกลางของเฟรมที่ฐาน
เพ่ือที่จะอธิบายความยืดหยุนของการตอโยงที่ 1 และ 2 
จะทําการเพ่ิมเฟรมของความยืดหยุน Eei โดยท่ีเฟรมนี้จะ
อยูกับกานตอโยงที่ i และมีทิศเดียวกับเฟรม Ei เมื่อไมมี
ระยะโกงตัวของกานตอโยงเกิดขึ้นโดยจะได Rotation 
Matrix ดังนี้  

1 1
0

1 1 1

cos sin 0
sin cos 0 ,

0 0 1
R

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
1

2 2 2

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

e R
θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

               (4) 
จากการไมพิจารณาเทอมดีกรี 2 จะได rotation matrix 

ของ 1
1eR  คือ 

1
1

1 1

1 1

1 0
0 1

1

y

e x

y x

R
φ
φ

φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

             (5) 

ดังนั้นสมการ rotation matrix จาก เฟรม 0 ถึง เฟรม 2 
คือ 
0 0

1 1T R=                 (6) 
0 0 1 1

2 1 1 2
e

eT R R R=                (7) 
 
สมการการเคลื่อนท่ีของ Tip Lumped Masses 

จากรูปที่ 4 จะไดสมการเวกเตอรแสดงตําแหนงของ
มวลที่ปลายแขนกลเทียบกับเฟรม 0E คือ ( 1,2)ir i = , 

0

1

i

i j j
j

r T D
=

= ∑               (8) 

จากสมการนี้ ทําการหาอนุพันธเทียบกับเวลาจะได
สมการความเร็ว และความเรงดังนี้ 

2
* 0

1 1

( )
i

i jk k j j j j
j k

r U U D T Dθ
= =

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑           (9) 

2 2
* **

1 1

[ ( 2 )
i

i jkl k l jk k jk k j j
j k l j

r U U U U Dθ θ θ θ
= = =

⎧ ⎫
= + + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ ∑
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2

* 02( ) ]jk k j j j j
k j

U U D T Dθ
=

+ + +∑               10) 

โดยที่ 0 ,jk j
k

U T
θ
∂

=
∂

 

       ,jkl jk
l

U U
θ
∂

=
∂

 

       * * 0 1 1
1 2 1 1 20, ( ) ,e

e
dU U R R R
dt

= =            (11) 

      
2

** ** 0 1 1
1 2 1 1 20, ( ) ,e

e
dU U R R R
dt

= =  

      * * *
1 2 20, ,k k

k

U U U
θ
∂

= =
∂

 

ซึ่งตัว subscript ตัวแรก j ของ U แสดงวา jU  เปน

อนุพันธของเมตริกซ 0
jT , subscript ตัวที่ 2 และ 3 (k 

และ l) แทนอนุพันธเมื่อเทียบกับ kθ  และ lθ  ตามลําดับ 

และ superscript∗ แทนอนุพันธของ 1
1eR เทียบกับเวลา  

 
3. สมการพลศาสตรของแขนกลแบบยืดหยุน 

(Dynamics model of flexible manipulator arm) 
3.1 พลังงานจลน (Kinetic Energy) 

จากสมมติฐานหัวขอ 4 เราสามารถเขียนสมการ
พลังงานจลนทั้งหมด (total kinetic energy) ของแขนกล
ประกอบไปดวย พลังงานจลนจาก lumped mass และ
พลังงานจากการหมุน (rotational energy) ของมอเตอร 
โดยให Eki แทนพลังงานจลนของกานตอโยงที่ i 

2
1 1 1 1 m1 1

1 1 I ,
2 2

T
kE m r r θ= +                (12) 

2
2 2 2 2 m2 2

1 1 I ,
2 2

T
kE m r r θ= +                (13) 

ซึ่ง mI i แทน rotational inertia ของมอเตอรที่ i  

จะไดพลังงานจลนทั้งหมดคือ 
2

1
k ki

i

E E
=

=∑            (14) 

3.2 พลังงานศักย (Potential Energy) 
จากสมการที่ (3) พลังงานศักยของการยืดหยุน 

(potential of elasticity) ของกานตอโยงที่ i, piE (i = 1,2) 

คือ   

1 3

3 2

1
2

i i iT T
pi i i T

i i i

K K
E

K K
δ

δ φ
φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
        (15) 

และพลังงานศักยเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก (potential 
energy from gravity) , pgE , คือ 

1 1 2 2 ,T T
pgE m g r m g r= +                              (16) 

ซึ่ง  [ ]00 0 Tg g= , 0g  คือความเรงเนื่องจากแรง
โนมถวงของโลก ดังนั้น พลังงานศักยรวมคือ 

2

1
pi pg

i

V E E
=

= +∑                                 (17) 

3.3 สมการการเคลื่อนท่ีของแขนกล (Equation of 
motion of the robot) 

โดยนิยามของสมการของลากรองจ  (Lagrange 
Equations) เปนสมการเชิ งอนุ พันธที่ ใช อธิบายการ
เคล่ือนที่ของระบบทางกล การอธิบายการเคลื่อนที่โดยใช
วิธีนี้จะอธิบายในรูปของพลังงานจลนและพลังงานศักย 
ดังนั้นในการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยวิธีการ
ของลากรองจนี้จะตองหาพลังงานจลนและพลังงานศักย
ของระบบทางกลนี้กอน และจะสามารถหา  
Lagrangian จากสมการ     KL E V= −         (18) 
และเมื่อไดพลังงานทั้งสองแลวก็จะสามารถคํานวณหา
พลศาสตรของระบบทางกลนี้ไดจากสมการของลากรองจ
คือ 

    ( 1,2)i
ii

d L L i
dt

τ
θθ

⎛ ⎞∂ ∂
− = =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

                 (19) 

โดยให joint displacements iθ ( 1,2)i =  เปน 
generalized coordinate และ iτ  คือทอรกของมอเตอรที่
สงผาน joint จากสมการที่ (9) ถึง (18) แทนคาในสมการที่ 
(19) จะไดสมการ 

2

m
1 1

{ ( ) ( )} I
j

T
i j j ki k i i

j k

m r g U Dτ θ
= =

= + +∑ ∑      (20) 

สมการของลากรองจ (Lagrange Equations) โดยให 
displacement deformation iδ ( 1,2)i =  และangular 
deformation iφ ( 1,2)i =  คือ generalized coordinate
จะไดความสัมพันธดังนี้ 

0,
ii

d L L
dt δδ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
                                   (21) 

0,
ii

d L L
dt φφ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
                                (22) 

ในทํานองเดียวกับการไดมาของสมการที่ (20) จะได 
สมการการเคลื่อนที่ในรูปของคา deformation ดังนี้ 

0 0
1 1 2 1 1 1 11 1 13 1( ) ( ) 0,T Tm T r g m T r g K Kδ φ+ + + + + =

                                                      (23) 
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0
2 2 2 21 2 23 2( ) 0,Tm T r g K Kδ φ+ + + =         (24) 

2 2 2 13 1 12 1( ) 0,T Tm V r g K Kδ φ+ + + =         (25) 

23 2 22 2 0,TK Kδ φ+ =            (26) 

โดย  *
2 2 2

1

( )TV U D
φ
∂

=
∂

                             (27) 

จากสมมติฐาน ที่พิจารณามวล M1 และ มวล M2 เปน
แบบ point mass จะทําใหสามารถหาคา iφ  ในรูปฟงกชัน
ของ iθ  และ iδ  จากสมการที่ (20) และ (23) ถึง (27) ได
ดังนี้ จากสมการที่ (27), 

1
2 22 23 2

TK Kφ δ−= −  มีหนวยเปน radian            (28) 
จากสมการที่ (23) ถึง (27) จะไดคา 1φ  คือ 

1 0 1 1
1 12 2 2 21 23 22 23 2 12 13 1( )T T TK V T K K K K K Kφ δ δ− − −= − −

 มีหนวยเปน radian                            (29) 
โดยการนําสมการที่ (28) และ (29) หาอนุพันธเทียบ

กับเวลาจะไดพารามิเตอร iφ , iφ นําไปแทนในสมการที่ 
(20), (23) และ (24) ดังนั้นจะไดสมการการเคลื่อนที่ 
(Equation of Motion) ที่ไมขึ้นกับพารามิเตอร φ  ซึ่งเปน
รูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ที่แสดงลักษณะของแขน
กลแบบยืดหยุนในงานวิจัยนี้และสามารถจะนําไปใชตอใน
การควบคุมคาพารามิเตอร iδ  ใหปลายแขนกลมีการสั่น
เกิดขึ้นนอยที่สุด การแทนคาดังกลาว สมการจะคอนขาง
ยาวมากและมีความซับซอนพอสมควร ฉะนั้นในการจัดรูป
ของสมการนี้ในรูปของ state equation เพ่ือใชสําหรับ
ออกแบบระบบควบคุมปลายแขนกลจะทําไดยาก ดังนั้นจึง
ตองมีการตั้งสมมติฐานเพ่ิมเติมเพ่ือตัดบางสวนของสมการ
ที่จะไมพิจารณาออกไป และการลดทอนสมการจาก
สมมติฐานสามารถทําไดจากการลดทอนสมการที่ (9) และ
สมการที่ (10) เพ่ืองายตอการนําไปใชควบคุมตอไป  

4. สมการปริภูมิสเตต (State-space equation) 
จากหัวขอที่แลว จะเห็นวาสมการพลศาสตรของแขน

หุนยนตแบบยืดหยุนนี้มีความสลับซับซอนคอนขางมาก 
และไมเหมาะสําหรับใชในการออกแบบระบบควบคุม เพ่ือ
ทําใหสมการทางพลศาสตร (Dynamic equation) มีความ
ซั บ ซ อ น น อ ย ล ง ง า ย ต อ ก า ร ห า ส ม ก า ร ป ริ ภู มิ ส
เตต (state space equation) และเหมาะสมสําหรับใชใน
การออกแบบระบบควบคุม ผูวิจัยไดทําการเพิ่มสมมติฐาน
ดังนี้ 

1.สมการที่ไดมีวัตถุประสงคที่จะตองการควบคุมการ
ส่ันบริเวณจุดปลายที่ตองการเทานั้น ดังนั้นจึงสมมติวาไม

พิ จ า รณา เ ทอมขอ งค า เ ว ก เ ต อ ร ค ว า ม เ ร ง ที่ เ กิ ด
จาก Coriolis และ Centripetal force 

2. กําหนดใหกานตอโยงไมเกิดการเปลี่ยนรูปตาม
แนวแกนของกานตอโยง ( 0xδ = )  

3. ถาระหวางการเคลื่อนที่ ระยะการเคลื่อนที่เกิดจาก
การสั่นมีคานอย ดังนั้นจึงไมพิจารณาเทอมของคา φ  และ 
δ ยกเวนถาเปนเทอมที่เกิดจากสมการของสปริง 
จากสมมติฐานจะไดสามารถลดทอนสมการความเรง (10) 
ไดดังนี้ 

0
1 11 1 1 1 1r U D Tθ δ= +              (30) 

0
2 11 1 21 2 1 22 2 2 2 2 2 2( )r U D U D U D V Tθ θ φ δ= + + + + +

                                 (31) 
โดยที่       

[ ] [ ]1 1 2 20 0 , 0 0 ,T TD l D l= =  

0 0 1 0
2 1 2 2 2, i

i

T R R U T
θ
∂

= =
∂

 

1 2 1 2 ,
T

y yξ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦      [ ]1 2 ,Tu τ τ=  

แทนคาสมการที่ (30) และสมการที่ (31) ในสมการที่ (20), 
(23) และ (24) ดังนั้นจะไดสมการการเคลื่อนที่ที่มีความ
ซับซอนนอยลงคือ 

[ ] [ ] [ ] [ ] ,vM F G D uξ ξ+ + =                     (32) 
โดย        

2 2 2
1 1 2 1 2 2 2 1 2

2
2 2 2 1 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2

( ) ( cos )
( cos )

( cos ) cos
( cos )

s c m

m

m l m L L I m l l l
m l l l m l I

M
m l m l l m l

m l l m l

θ
θ
θ θ

θ

⎡ + + + +
⎢ + +⎢=
⎢ + +
⎢

+⎣
        
( )1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 1

1 2 2 2 1 2

2 2 2 1

{cos ( cos )}
(cos )

cos
(cos )

v

v

v

v

m m l m l K l l
m l l K

m m m l K
m l K

θ θ
θ

θ
θ

+ + − +
−

+ +
−

 

                            
2

2 2 1 2 2 2
2

2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

2 2 2

( cos )(1 )
(1 )

,
cos (1 )

(1 )

v

v

v

v

m l l K l
m l K l

m K l
m K l

θ

θ

⎤+ +
⎥+ ⎥
⎥+
⎥

+ ⎦
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2 2
1 1 2

1 2 2
1 1 2

2
2

2
2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 ( ) ,

0 0 0

e e e
b b

d d d

e
b

d

K K KK K lF
K K K

KK
K

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 0
0 1

,
0 0
0 0

D

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1 1 2 2

2 2 1 2
0

1 2 1

2 1 2

cos
cos( )

,
( ) cos

cos( )

cm l m L
m l

G g
m m
m

θ
θ θ

θ
θ θ

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

และ 1 1 2 1 2cos cos( ),cL l lθ θ θ= + +  
       1 1 2 1 2sin sin( ),sL l lθ θ θ= + +  

      1
1 2

1

cos ,e
h

d

KK
K

θ=  

     
2 2 2

2 2 2
2 2

2 1 1

sin cos( )( ),e
h b

d c d

KK K
K K K

θ θ
= − +  

    1
1

1

,e
v

d

KK
K

=      
2

2
2 2 1

2

( ) /e
v b d

d

KK K K
K

= −  

จากสมการที่ (32) ทําการแปลงเปนสมการปริภูมิส
เตต (state space equation) โดยกําหนดคาตัวแปรปริภูมิ 
(state variables) ใหมดังนี้ 

1 2 1 2 1 2 1 2

T

y y y yx θ θ δ δ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦     

[ ]1 2 ,Tu τ τ=  

สมการปริภูมิสเตต (state-space equation) สามารถเขียน
ไดดังนี้  

4
1 1 1

0 0 0
0
E

x x u
M F M D M G− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

                
(33) 

iE  แทน unit matrix i× i   
พิจารณาคาชดเชยแรงโนมถวงในสมการที่ (33) จะได
อินพุตคาใหมคือ 

   1 1 2 2
0

2 2 1 2

cos
cos( )

cm l m L
u u g

m l
θ
θ θ

⎡ ⎤+′ = + ⎢ ⎥+⎣ ⎦
           

(34) 
พิจารณาเทอมท่ี 3 และ 4 ของ G สามารถตั้งคาอางอิง
หรือคาที่ตองการ (desired values) ของ 

1yδ  และ 2 yδ  คือ 1ydδ  และ 2 ydδ  ใหมีคา deformation 

ในแนวแกนของแขนที่ตองการเมื่อแขนมีการยืดหรือหดได 
ดังนี้ 

2 3
2 1 2 1 2 0 1 2 1 1 0

1
1 1 1 1

cos( ) ( )cos
2 3yd

m l l g m m l g
E I E I

θ θ θδ + +
= − −

                
(35) 

3
2 1 2 2 0

2
2 2

cos( )
3yd

m l g
E I
θ θδ +

= −             

(36) 
   
5. การออกแบบระบบควบคุมโดยใชแบบจําลองที่หา
ได 

ในการสอบนี้ เปนการทดสอบเพื่อสําหรับตรวจสอบ
ความถูกตองของสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หา
มาไดจากหัวขอที่ 4 สามารถนํามาใชเปนแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรเพ่ือใชสําหรับการออกแบบระบบควบคุมของ
แขนกลแบบหยืดหยุนโดยใช accelerometer เปนอุปกรณ
ตรวจรู (sensor) ที่ติดตั้งไวที่ปลายกานตอโยงที่ 4 สมการ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หาไดจะอยูในรูปของสมการ
ปริภูมิสเตต การทดลองนี้จะเปนการนําสมการปริภูมิสเตต 
(33) และสมการ (34) ถึงสมการ (36) มาทําการ 
simulation ในคอมพิวเตอรเพ่ือทดสอบแบบจําลองทาง
พลศาสตรที่หามาไดจากสมมติฐานที่กลาวในหัวขอที่ 4 วา
มีความถูกตองในระดับหนึ่งโดยการใชระบบควบคุม
แบบ PD-control ในรูปของ state variable feedback ใน
การควบคุมตําแหนงขอตอหรือแกนหมุนของมอเตอร และ
ตําแหนงของปลายแขนกลตามรูปที่ 5 โดยที่สมมติวา
ส า ม า ร ถ วั ด ค า ข อ ง ตั ว แ ป ร ไ ด ทุ ก ตั ว แ ป ร ส เ ต ต 
(state variable) โดยคาตัวแปรสเตต คือ 

1 2 1 2 1 2 1 2

T

y y y yx θ θ δ δ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 
รูปที่ 5 เปนรูปแผนภูมิบล็อคแสดงระบบควบคุม โดยมี

สัญญาณอางอิงคือ
id
θ , 

id
θ , 

id
θ , 

id
δ , และ 

id
δ ที่
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ตองการระบบที่ตองการควบคุมติดตามสัญญาณอางอิงนี้ 
การออกแบบคาเกนในระบบควบคุมนี้มีลักษณะคลายกับ
ก า ร ค ว บ คุ ม แ บ บ  state variable feedback โ ด ย
ตองการ regulate คาความผิดพลาดจากสัญญาณอางอิงนี้
ใหมีคาเขาใกลศูนยที่สถานะอยูตัว การเลือกคาเกนของตัว
ควบคุมทําไดโดยเราจะใหน้ําหนักที่ตัวควบคุมตําแหนง
ของแกนหมุนมอเตอรมากที่สุด คาเกนดังกลาวจึงมีคา
คอนขางสูงและเราจะใชคาเกนที่เคยใชในตัวควบคุมพีดีใน

การทดลองกอนหนานี้มาใชเปนหลัก สวนคาเกนสําหรับ
ตัวแปรอื่นนั้นสามารถหาได โดยวิธีการคาดเดาได 
เนื่องจากงานวิจัยนี้ไมไดทําการหาตัวควบคุมที่ดีที่สุด แต
เพียงตองการทดสอบระบบพลศาสตรที่ประมาณไดวามี
ความเปนไปไดหรือไมไดในการนํามาใชเปนแบบจําลอง
สําหรับการออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป จึงใชตัว
ควบคุมที่พอใชไดเทานั้นมาทดสอบ  

 

U ( )iD θ Manipulator

Kd

Kp

Kdi

Kpi

idθ

idθ

idθ

idδ

idδ

iθ
iθ
iδ

iδ

 
รูปที่ 5 แผนภาพบล็อกสําหรับทดสอบสมการพลศาสตร 

 
จากรูปที่ 6 แสดงผลของการเปรียบเทียบสัญญาณ

อางอิงที่ใสใหระบบกับสัญญาณการขับมอเตอรตัวที่ 1 ที่
ไดจากการ simulation โดยเลือกคาเกน Kp = 5750 และ
คาเกน Kd = 200 จากการทําจําลองการทํางานสามารถหา
คาความผิดพลาดระหวางทั้ง 2 สัญญาณไดดังแสดงในรูป
ที่ 14 ซึ่งจะเห็นวาคาความผิดพลาดที่สถานะอยูตัวหรือ
คา steady state error มีคาอยูที่ประมาณ 0.0025 องศา 
ซึ่งเปนคาที่ไมสูงมาก และทําใหมั่นใจในแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรในระดับหนึ่ง 

จากรูปที่ 8 แสดงผลของการเปรียบเทียบสัญญาณ
อางอิงที่ใสใหระบบกับสัญญาณการขับมอเตอรตัวที่ 2 ที่
ไดจากการ simulation โดยเลือกคาเกน Kp = 800 และคา
เกน Kd = 2 จากการทําการจําลองเราสามารถหาคาความ
ผิดพลาดระหวางทั้ง 2 สัญญาณไดดังแสดงในรูปที่ 9 ซึ่ง
จะเห็นวาคาความผิดพลาดที่สถานะอยูตัวหรือคา steady 
state error มีคาอยูที่ประมาณ 0.0018 องศา 

ในทํานองเดียวกัน จากรูปที่ 10 แสดงคาสัญญาณ 

1yδ  (displacement deformation) จากการเลือกคาเกน 

Kp1 = 0.1 และคาเกน Kd1 = 10 โดยมีคาสัญญาณของ
ความผิดพลาดที่หาไดจากการทําการจําลองดังรูป
ที่ 6.19 และจะพบคาสัญญาณความผิดพลาดของ 1yδ จะ

เขาสูคาศูนยที่ประมาณ 3.5 วินาที และจากรูป
ที่ 12  แสดงคาสัญญาณ 2 yδ  (displacement 

deformation) จากการเลือกคาเกน Kp1 = 1 และคา
เกน Kd1 = 0 โดยมีคาสัญญาณของความผิดพลาดดังรูปที่ 
13 พบวาคาสัญญาณความผิดพลาดของ 2 yδ จะเขาสูคา

ศูนยที่ประมาณ 4 วินาทีและจะมีการสั่นมากกวากานตอ
โยงที่ 1 เนื่องจากการตอโยงที่ 4 มีขนาดที่ยาวกวา และ
จากที่สรุปในการทดลองในหัวขอที่แลว เราไดสรุปวาความ
ส่ันไหวเกิดจากกานขอตอที่ 4 มากกวากานขอตอที่ 1 ซึ่ง
ในการจําลองการทํางานนี้ก็ไดผลเชนเดียวกันกับการ
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ทดลองจริงที่ใชหาคาความถี่ธรรมชาติของแขนหุนยนต
แบบยืดหยุนนี้ ดังนั้น จากผลการทดลองที่กลาวมาขางตน 
พอจะสรุปไดวาสมการพลศาสตรที่เปนสมการลดรูปที่หา
ไดจากหัวขอ 4 มีความเหมาะสมสําหรับการนําไปใชใน
การออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป  

 
รูปที่ 6 เปรียบเทียบการเคลื่อนที่มอเตอร 1 ระหวาง

สัญญาณอางอิงกับสัญญาณที่ได 
จากการ simulation 

 
รูปที่ 7 คาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่มอเตอร 1 

 

รูปที่ 8 เปรียบเทียบการเคลื่อนที่มอเตอร 2 ระหวาง
สัญญาณอางอิงกับสัญญาณที่ไดจากการ simulation 

 
รูปที่ 9 คาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่มอเตอร 2 

 
รูปที่ 10 คา displacement deformation ของกานตอโยงที่ 

1 ถูกขับโดยมอเตอร 1 

 
รูปที่ 11 คาความผิดพลาด displacement deformation 

ของกานตอโยงที่ 1 ถูกขับโดยมอเตอร 1 
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รูปที่ 12 คา displacement deformation ของกานตอโยงที่ 

4 ถูกขับโดยมอเตอร 2 

 
รูปที่ 13 คาความผิดพลาด displacement deformation 

ของกานตอโยงที่ 4 ถูกขับโดยมอเตอร 2 
 

6. บทสรุป 
ในงานวิจัยนี้ไดทําการออกแบบและสรางแขนกลแบบ

ยืดหยุนที่มีการเคลื่อนที่ใน 2 ทิศทาง ในระบบแนวตั้ง 
เพ่ือใหสามารถใชงานระยะเอื้อมไกล แขนกลดังกลาวจะมี
ความยืดหยุน 2 กานตอโยงคือกานตอโยงที่ 1 และกานตอ
โยงที่ 4 โดยที่กานตอโยงที่ 4 จะเปนกานตอโยงที่ยาว
ที่สุด แขนกลที่สรางขึ้นมีโครงสรางในการขับเคล่ือนเปน
กลไกลแบบ five bar-linkage และมีมอเตอรแบบขับตรง 2 
ตัวจะติดตั้งอยูที่ฐานของแขนกล มอเตอรขับตรงตัวที่ 1 จะ
ขับกานตอโยงที่ 4 โดยขับผานกานตอโยงที่ 3 และ
มอเตอรขับตรงตัวที่ 2 จะขับกานตอโยงที่ 4 โดยขับผาน
กานตอโยงที่ 1 ในงานวิจัยนี้จะหาสมการทางพลศาสตร
ของการเคลื่อนที่ของแขนกลแบบยืดหยุนนี้เพ่ือสําหรับใช

ในการออกแบบระบบควบคุมขั้นสูงตอไป โดยแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรนี้จะใชระบบแกนพิกัดที่เหมาะสมสําหรับ
การติดตั้งอุปกรณตรวจรูความเรง (accelerometer) ที่
ปลายแขนของกานตอโยงที่ 4 สมการพลศาสตรที่ไดนั้น
ส า ม า ร ถ เ ขี ย น อ ยู ใ น รู ป ข อ ง ส ม ก า ร ป ริ ภู มิ ส
เ ต ต  ( State variable description) มี ก า ร ทด ล อ ง เ พื่ อ
ตรวจสอบความถูกตองหรือความเหมาะสมของสมการ
พลศาสตรที่หามาได เพ่ือใชสําหรับการออกแบบระบบ
ควบคุมขั้นสูงแบบอื่นตอไป จากผลของการทดลอง
สามารถสรุปผลได ดังนี้   

 การทดสอบสมการพลศาสตรดวยการ simulation 
เปนการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของสมการ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หามา โดยการนําสมการ
ปริ ภูมิสเตต จากหัวขอที่ 4 มาทําการ  simulation ใน
คอมพิวเตอร และมีเง่ือนไขวา สามารถวัดคาตัวแปรไดทุก
ตัวแปรสเตต เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง
ทางพลศาสตรที่หามาไดจากสมมติฐานโดยการใชระบบ
ควบคุมแบบ PD-control ในการควบคุมตําแหนงขอตอ
หรือแกนหมุนของมอเตอรและตําแหนงของปลายแขนกล 
จากผลการทดลองพบวากานตอโยงที่4 จะมีการสั่น
มากกวากานตอโยงที่ 1 เนื่องจากขนาดที่ยาวกวา และ
พบวาระบบควบคุมแบบ PD-control ที่เลือกใชในการ
ควบคุมสามารถควบคุมตําแหนงของปลายแขนกลได  
โดยคาสัญญาณความผิดพลาดของ 1yδ และ 2 yδ จะเขาสู

คาศูนย จึงสรุปไดวาสมการพลศาสตรที่เปนสมการลดรูปที่
หาไดจากหัวขอที่ 4 มีความเหมาะสมสําหรับการนําไปใช
ในการออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป 
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