
    DRC 50 
                       

 การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทย คร้ังที่ 25 
19-21 ตุลาคม 2554 จังหวัดกระบี่  

 
การศึกษาแบบจําลองทางพลศาสตรของแขนกลที่มีความหยุนตวัสําหรับการเอ้ือม

ระยะไกล 
Dynamic Model of a Long-Reach Flexible Manipulator Arm 

 

วิบูลย แสงวีระพันธุศิริ* และ กรรมมันต ชูประเสริฐ** 

*ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถ.พญาไท ปทุมวัน กรุงเทพมหานคร 10330 โทร 0-2218-6610-1 โทรสาร 0-2252-8889 

**ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร 
E-Mail: Viboon.S@eng.chula.ac.th , fengkmc@ku.ac.th 

บทคัดยอ  
งานวิจัยนี้เปนการนําเสนอสมการแบบจําลองทางพลศาสตรที่ลดรูปของแขนกลที่มีสองกานตอโยงโครงสรางแบบ five-bar 

linkage ที่มีตัวขับเปนมอเตอรกระแสตรงที่ฐาน และมีอุปกรณตรวจวัดความเรงติดอยูที่ปลายแขนของกานตอโยงที่หยุนตัว 
โดยมีการตรวจสอบสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรนี้รวมกับระบบควบคุมแบบ PD-control ในรูปของ state variable 

feedback เพ่ือนําตัวแปรที่ไดมาทําการทดสอบเสนทางการเคลื่อนที่จริง โดยกําหนดใหปลายแขนกลมีการเคลื่อนที่ตาม
เสนทางเดินโดยใชการควบคุมแบบเวลาจริงปอนกลับ โดยจากผลการ simulation สามารถลดคาผิดพลาดเนื่องจากการสั่นลง
ไดภายใน 4 วินาที  
คําหลัก: แขนกลแบบยืดหยุน  การควบคุมแบบเวลาจริงปอนกลับ 
 
Abstract 

 This research work presents the abbreviated dynamic model of a five-bar manipulator arm with 
two flexible links which are directly driven by DC motors located at the base of the manipulator. The 
accelerometers are attached to the tips of the elastic link, link 4. The simulation is fulfilled to demonstrate 
mathematical model of PD state variable feedback controllers design. The experiment is assigned to move the tip 
of link4 along a path by real-time feedback control design. The simulation results show the position-error of tip 
link-vibration is reduced within 4 seconds. 
Keywords: Flexible manipulator arm, Real-time feedback control 
 

1. บทนํา 
เนื่องจากแขนกลที่มีการใชอยูในอุตสาหกรรมสวน

ใหญเปนแบบแขนเกร็ง ซึ่งรูปแบบของการเคลื่อนที่จะทํา
ใหระบบการตรวจวัดและการควบคุมสามารถทําไดงาย 
แตในทางกลับกันในลักษณะของโครงสรางแบบนี้ก็จะทํา
ใหหุนยนตมีน้ําหนักที่มากและมีตัวขับที่ขนาดใหญ รวม
ไปถึงไมสามารถหลีกเ ล่ียงการสั่นสะเทือนทางกล
เนื่องจากการเคลื่อนที่ได เชนแขนหุนยนตที่ใชในอวกาศ

ที่จะตองมีขนาดของแขนคอนขางยาว หรือแขนหุนยนตที่
ออกแบบสําหรับการทํางานที่ตองมีการเอื้อมไประยะไกล
จะตองมีแขนใดแขนหนึ่งมีลักษณะยืดหยุน (flexible link)  
ในป จจุ บันจึ ง ได มี ก ารพัฒนาแขนกลที่ ใ ช ง าน ใน
อุตสาหกรรม ซึ่งทําจากวัสดุที่มีความออนตัวและยืดหยุน
มาใชแทนแขนกลที่ทําจากวัสดุแข็งเกร็งมากขึ้น ซึ่งมี
ข อดีคื อพลังงานที่ ใช ในการขับ เค ล่ือนลดลงมาก 
เนื่องจากแขนกลยืดหยุนจะมีน้ําหนักที่เบากวาแขนเกร็ง 
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รวมไปถึงสามารถแกปญหาจากการสั่นสะเทือนได แต
อยางไรก็ตาม การควบคุมตําแหนงปลายของแขนกล
แบบยืดหยุนทําไดยากกวาเนื่องจากจะเกิดการแกวงตัวที่
ตําแหนงปลายแขน และ รูปแบบของสมการการเคลื่อนที่
คอนขางที่จะซับซอน โดยจะมีบางเทอมท่ีมีรูปแบบไม
เปนเชิงเสน รวมถึงสมการมีอันดับที่สูง ดังนั้นการนํา
แบบจํ าลองทางคณิตศาสตร เข ามาพิจารณาจึ งมี
ความสําคัญอยางยิ่ง  ซึ่งในทางปฏิบัติการหาแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรจากหุนยนตที่มีความยืดหยุนคอนขางที่
จะมีความซับซอนเนื่องมาจากจะตองคํานึงถึงทฤษฎี
เกี่ ยวกับความยืดหยุนด วย   ฉะนั้นการออกแบบ

โครงสรางของตัวหุนยนตเองก็มีสวนชวยใหความ
ซับซอนของสมการลดลงไดดวย  

จากปญหาขางตน ทําใหผูวิจัยเชื่อวาสมการทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตแบบยืดหยุนมีความสําคัญ และ
เปนตัวแปรนําไปสูความถูกตองในการควบคุมหุนยนต 
รวมถึง สามารถลดปญหาความซับซอนของการควบคุม
เบ้ืองตนได โดยในงานวิจัยนี้จะทําการหาสมการทาง
คณิตศาสตรของหุนยนต แบบยืดหยุนที่ใชในงานระยะ
เอื้อมไกล โดยใชสมการพลังงานในการหา แตจะทําการ
ลดตัวแปรบางตัวออกเพื่อใหไดสมการที่ถูกตองและงาย
ตอการนําไปใชในการควบคุมตอไป 

  

 
 

รูปที่ 1 โครงสรางของแขนกลแบบยืดหยุนที่ออกแบบไว 
 

รูปที่1 และรูปที่ 2 แสดงโครงสรางของแขนกลแบบ
ยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น  ฐานของแขนกลชุดนี้แสดงตําแหนง
ของกานตอโยงที่  0 มอเตอรแบบขับตรงจะตั้ งอยูที่
ทั้ง 2 ฝงของฐาน มอเตอรตัวที่ 1 ทําหนาที่ขับกานตอโยง
ที่ 1 สวนมอเตอรตัวที่ 2 ทําหนาที่ขับกานตอโยงที่ 2 โดย
ผานกลไกแบบ Five-bar linkage เพ่ือสงแรงผานกานตอ
โยงที่ 3 ซึ่งกานตอโยงที่ 2 และ 4 จะเคล่ือนที่ขนานกัน ใน
ทํานองเดียวกันกานตอโยงที่ 1 และ 3 จะเคล่ือนที่ขนาน
กันดวย โดยท่ีกานตอโยงที่ 1 และกานตอโยงที่ 3 ยาว 62 
เซนติเมตร กานตอโยงที่ 2 ยาว 32 เซนติเมตร และกาน
ตอโยงที่ 4 ยาว 132 เซนติเมตร จากโครงสรางแบบขนาน
ทําใหสามารถหาชวงของมุมการเคลื่อนที่ของมอเตอร รูป
ที่ 1 แสดงโครงสรางของกลไกแบบ Five-bar linkage ที่ใช
ในแขนกลแบบยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น โดยกําหนดให 3θ  คือ
มุมที่วัดระหวางกานตอโยงที่ 1 กับ 2 หรือมุมที่วัดระหวาง

กานตอโยงที่ 3 กับ 4 โดยที่ความสัมพันธของมุมสําหรับ

กรณี 3 90θ ≤ คือ 3 1 2 35θ θ θ= − =  เปนคามุม

นอยที่สุดที่จะปองกันไมใหเกิดการชนกันระหวางกานตอ
โยงที่ 3 และ 4 และจะเห็นพบวามุมที่ขอตอที่หนึ่งจะมีคา 

10 90θ≤ ≤  ในทํานองเดียวกันจากรูปที่ 4 สามารถหา

คามุมมากที่สุดของ 3θ  สําหรับกรณี 3 90θ ≥  จะได 

3 1 2180 145θ θ θ= − − =  คือค ามุมมากที่ สุดที่

กานตอโยงจะไมเกิดการชนกัน โดยที่มุมการเคลื่อนที่ของ
ม อ เ ต อ ร ตั ว ที่  2 จ ะ มี ช ว ง ข อ ง ก า ร เ ค ลื่ อ น ที่ คื อ 

235 55θ− ≤ ≤  นอกจากนั้นที่ปลายแขนกล  (End-
Effector) แสดงดังรูปที่ 2 จะมีการติดตั้งอุปกรณวัด
ความเรง 2 ตัว โดยตัวที่ 1 วัดความเรงในแนวแกนกาน
ตอโยงที่ 4 (แกนX) สวนอีกตัววัดความเรงในแนวตั้งฉาก
กับกานตอโยงที่ 4 (แกนY) และทิศทางที่พุงออกจาก
อุปกรณวัดความเรงเปนบวก หรือตามแนวหัวลูกศรที่
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แสดงในรูปที่ 2 ขณะที่ดานขางของปลายแขนออกแบบไว
สําหรับใสมวลเพ่ือถวงน้ําหนักที่ปลายแขนเพื่อใหน้ําหนัก
ทั้งหมดของแตละกานตอโยงรวมกันเปนกอน (lumped 
mass)  

 

 
รูปที่ 2 แขนกลแบบยืดหยุนที่พัฒนาขึ้น 

สมมติฐานของแขนกลแบบยืดหยุน 
พิจารณาแขนกลแบบยืดหยุนตามรูปที่ 3 โดยสมมติ

ใหกานตอโยงที่ 1 และ 4 เปนกานตอโยงที่มีความยืดหยุน
แตละกานมีความยาวเทากับ 62 cm และ132 cm 
ตามลําดับ มีมวล M1 และ มวล M2 เปนมวลแบบกอน
รวม (Lumped mass) ที่แตละปลายของกานตอโยงที่ 1 
และกานตอโยงที่ 4 ตามลําดับ โดยที่มอเตอรที่ใชในการ
ขับเปนแบบขับตรง (Direct Drive Motor)  

 
รูปที่ 3 ภาพประกอบสมมติฐานของแขนกลแบบหยุนตัว 

 
รูปที่ 4 การตั้งเฟรมและแสดงคาพารามิเตอรตาง ๆ ของแขนกล 

 
การหาสมการของแขนกลที่ไดออกแบบและสรางขึ้น

ตามสมมติฐานดังนี้ 
1. พิจารณา มวล M1 และ มวล M2 เปนแบบ point 

mass 
2. ไมพิจารณาน้ําหนักของกานตอโยงที่ 1 และ 4 เมื่อ

เทียบกับน้ําหนักของมวล M1 และ มวล M2 

3. ไมพิจารณาความเสียดทานของมอเตอร และขอตอ
ของกานตอโยง 

2. ความสัมพันธระหวางแรงกับการเปลี่ยนรูป 
(Deformation) 

การหาสมการพลศาสตรของแขนกลแบบหยุนตัวนี้ 
ไดมีการศึกษากันมาอยางกวางขวาง สวนใหญจะใชวิธีการ
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สมมติโหมดของการสั่นหรือ assumed mode เพ่ือชวยใน
การกําหนดตําแหนงหรือกําหนดพิกัดของแขนกล แตใน
งานวิจัยนี้จะใชการกําหนดพิกัดตางออกไป จากที่กําหนด
แลววาจะวัดการยืดหยุนของแขนกลโดยใชอุปกรณตัวรูที่
ติดตั้งอยูที่ปลายแขนของกานตอโยงที่ 4 ดังนั้นระบบพิกัด
ก็จะแตกตางกันกับวิธีการของ assumed mode 

กําหนดใหเวกเตอร iD  และเวกเตอร iφ  แสดงคา 
displacement deformation และ angular deformation 
ตามลําดับ ขณะที่ Ei แทนเฟรมของแขนกลที่ไมเกิดการ
เปล่ียนรูป และEei แทนเฟรมของแขนกลที่เกิดการเปลี่ยน

รูป โดยจะไดคาการเปลี่ยนรูปของเฟรม Eei  เทียบกับ
เฟรม Ei ดังรูปที่ 4 เราสามารถเขียนเวคเตอรที่กําหนด
ตําแหนงปลายแขนของแขนหุนยนตแบบยืดหยุนตัวของ
แตละกานตอโยงไดดังนี้  

( 1,2)i i ix iyD l iδ δ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦               
(1) 

        ( 1,2)i ix iy iφ φ φ⎡ ⎤ =⎣ ⎦              

(2) 
โดยที่ il  แทนความยาวของกานตอโยงตามแนวแกนของ
เฟรมที่ i, iδ  แทนการเปลี่ยนรูปของความยาว และ iφ  
แทนการเปลี่ยนรูปของมุมโดยใชสมการของสปริงจะได
ความสัมพันธระหวางแรง กับการเปลี่ยนรูป ดังนี้ 

1 3

3 2

i i i i
T

i i i i

f K K
n K K

δ
φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
              

(3) 
โดย if  แทนแรง และ in  แทนโมเมนตของกานตอโยงที่ 
i เทียบกับเฟรม Ei และ ijK  คือ คา stiffness ของกานตอ

โยง ซึ่งสามารถเขียนไดดังนี้ 
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K diag G I l E I l E I l

diag K K K

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

2
3

2

0 0 0 0 0 0
0 0 6 / 0 0
0 6 / 0 0 0

i i i i ie

i i i ie

K E I l K
E I l K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

iE  คือ Young’s modulus ของกานตอโยงที่ i (N/m2) 

iG  คือ modulus of transverse of elasticity ของกานตอ
โยงที่ i (N/m2) 

iA  คือ พ้ืนที่หนาตัดของกานตอโยงที่ i (m2) 

il  คือ ความยาวของกานตอโยงที่ i (m) 

iI  คือ area moment of inertia ของกานตอโยงที่ i (m4) 

îI  คือ polar moment of inertia of area ของกานตอโยง
ที่ i (m4) 

จากสมมติฐานขางตนนําไปสูการพิจาณาการตั้งเฟรม
ของแขนกลโดยจะพิจารณาเฟรมที่มีความยืดหยุนเพ่ิม
ดวย รูปที่ 4 ใหจุด O เปนจุดศูนยกลางของเฟรมที่ฐาน
เพ่ือที่จะอธิบายความยืดหยุนของการตอโยงที่ 1 และ 2 
จะทําการเพ่ิมเฟรมของความยืดหยุน Eei โดยท่ีเฟรมนี้จะ
อยูกับกานตอโยงที่ i และมีทิศเดียวกับเฟรม Ei เมื่อไมมี
ระยะโกงตัวของกานตอโยงเกิดขึ้นโดยจะได Rotation 
Matrix ดังนี้  

1 1
0

1 1 1

cos sin 0
sin cos 0 ,

0 0 1
R

θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2
1

2 2 2

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

e R
θ θ
θ θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

               (4) 
จากการไมพิจารณาเทอมดีกรี 2 จะได rotation matrix 

ของ 1
1eR  คือ 

1
1

1 1

1 1

1 0
0 1

1

y

e x

y x

R
φ
φ

φ φ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

             (5) 

ดังนั้นสมการ rotation matrix จาก เฟรม 0 ถึง เฟรม 2 
คือ 
0 0

1 1T R=                 (6) 
0 0 1 1

2 1 1 2
e

eT R R R=                (7) 
 
สมการการเคลื่อนท่ีของ Tip Lumped Masses 

จากรูปที่ 4 จะไดสมการเวกเตอรแสดงตําแหนงของ
มวลที่ปลายแขนกลเทียบกับเฟรม 0E คือ ( 1,2)ir i = , 

0

1

i

i j j
j

r T D
=

= ∑               (8) 

จากสมการนี้ ทําการหาอนุพันธเทียบกับเวลาจะได
สมการความเร็ว และความเรงดังนี้ 

2
* 0

1 1

( )
i

i jk k j j j j
j k

r U U D T Dθ
= =

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑           (9) 

2 2
* **

1 1

[ ( 2 )
i

i jkl k l jk k jk k j j
j k l j

r U U U U Dθ θ θ θ
= = =

⎧ ⎫
= + + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑ ∑
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2

* 02( ) ]jk k j j j j
k j

U U D T Dθ
=

+ + +∑               10) 

โดยที่ 0 ,jk j
k

U T
θ
∂

=
∂

 

       ,jkl jk
l

U U
θ
∂

=
∂

 

       * * 0 1 1
1 2 1 1 20, ( ) ,e

e
dU U R R R
dt

= =            (11) 

      
2

** ** 0 1 1
1 2 1 1 20, ( ) ,e

e
dU U R R R
dt

= =  

      * * *
1 2 20, ,k k

k

U U U
θ
∂

= =
∂

 

ซึ่งตัว subscript ตัวแรก j ของ U แสดงวา jU  เปน

อนุพันธของเมตริกซ 0
jT , subscript ตัวที่ 2 และ 3 (k 

และ l) แทนอนุพันธเมื่อเทียบกับ kθ  และ lθ  ตามลําดับ 

และ superscript∗ แทนอนุพันธของ 1
1eR เทียบกับเวลา  

 
3. สมการพลศาสตรของแขนกลแบบยืดหยุน 

(Dynamics model of flexible manipulator arm) 
3.1 พลังงานจลน (Kinetic Energy) 

จากสมมติฐานหัวขอ 4 เราสามารถเขียนสมการ
พลังงานจลนทั้งหมด (total kinetic energy) ของแขนกล
ประกอบไปดวย พลังงานจลนจาก lumped mass และ
พลังงานจากการหมุน (rotational energy) ของมอเตอร 
โดยให Eki แทนพลังงานจลนของกานตอโยงที่ i 

2
1 1 1 1 m1 1

1 1 I ,
2 2

T
kE m r r θ= +                (12) 

2
2 2 2 2 m2 2

1 1 I ,
2 2

T
kE m r r θ= +                (13) 

ซึ่ง mI i แทน rotational inertia ของมอเตอรที่ i  

จะไดพลังงานจลนทั้งหมดคือ 
2

1
k ki

i

E E
=

=∑            (14) 

3.2 พลังงานศักย (Potential Energy) 
จากสมการที่ (3) พลังงานศักยของการยืดหยุน 

(potential of elasticity) ของกานตอโยงที่ i, piE (i = 1,2) 

คือ   

1 3

3 2

1
2

i i iT T
pi i i T

i i i

K K
E

K K
δ

δ φ
φ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
        (15) 

และพลังงานศักยเนื่องจากแรงโนมถวงของโลก (potential 
energy from gravity) , pgE , คือ 

1 1 2 2 ,T T
pgE m g r m g r= +                              (16) 

ซึ่ง  [ ]00 0 Tg g= , 0g  คือความเรงเนื่องจากแรง
โนมถวงของโลก ดังนั้น พลังงานศักยรวมคือ 

2

1
pi pg

i

V E E
=

= +∑                                 (17) 

3.3 สมการการเคลื่อนท่ีของแขนกล (Equation of 
motion of the robot) 

โดยนิยามของสมการของลากรองจ  (Lagrange 
Equations) เปนสมการเชิ งอนุ พันธที่ ใช อธิบายการ
เคล่ือนที่ของระบบทางกล การอธิบายการเคลื่อนที่โดยใช
วิธีนี้จะอธิบายในรูปของพลังงานจลนและพลังงานศักย 
ดังนั้นในการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรโดยวิธีการ
ของลากรองจนี้จะตองหาพลังงานจลนและพลังงานศักย
ของระบบทางกลนี้กอน และจะสามารถหา  
Lagrangian จากสมการ     KL E V= −         (18) 
และเมื่อไดพลังงานทั้งสองแลวก็จะสามารถคํานวณหา
พลศาสตรของระบบทางกลนี้ไดจากสมการของลากรองจ
คือ 

    ( 1,2)i
ii

d L L i
dt

τ
θθ

⎛ ⎞∂ ∂
− = =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

                 (19) 

โดยให joint displacements iθ ( 1,2)i =  เปน 
generalized coordinate และ iτ  คือทอรกของมอเตอรที่
สงผาน joint จากสมการที่ (9) ถึง (18) แทนคาในสมการที่ 
(19) จะไดสมการ 

2

m
1 1

{ ( ) ( )} I
j

T
i j j ki k i i

j k

m r g U Dτ θ
= =

= + +∑ ∑      (20) 

สมการของลากรองจ (Lagrange Equations) โดยให 
displacement deformation iδ ( 1,2)i =  และangular 
deformation iφ ( 1,2)i =  คือ generalized coordinate
จะไดความสัมพันธดังนี้ 

0,
ii

d L L
dt δδ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
                                   (21) 

0,
ii

d L L
dt φφ
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠
                                (22) 

ในทํานองเดียวกับการไดมาของสมการที่ (20) จะได 
สมการการเคลื่อนที่ในรูปของคา deformation ดังนี้ 

0 0
1 1 2 1 1 1 11 1 13 1( ) ( ) 0,T Tm T r g m T r g K Kδ φ+ + + + + =

                                                      (23) 
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0
2 2 2 21 2 23 2( ) 0,Tm T r g K Kδ φ+ + + =         (24) 

2 2 2 13 1 12 1( ) 0,T Tm V r g K Kδ φ+ + + =         (25) 

23 2 22 2 0,TK Kδ φ+ =            (26) 

โดย  *
2 2 2

1

( )TV U D
φ
∂

=
∂

                             (27) 

จากสมมติฐาน ที่พิจารณามวล M1 และ มวล M2 เปน
แบบ point mass จะทําใหสามารถหาคา iφ  ในรูปฟงกชัน
ของ iθ  และ iδ  จากสมการที่ (20) และ (23) ถึง (27) ได
ดังนี้ จากสมการที่ (27), 

1
2 22 23 2

TK Kφ δ−= −  มีหนวยเปน radian            (28) 
จากสมการที่ (23) ถึง (27) จะไดคา 1φ  คือ 

1 0 1 1
1 12 2 2 21 23 22 23 2 12 13 1( )T T TK V T K K K K K Kφ δ δ− − −= − −

 มีหนวยเปน radian                            (29) 
โดยการนําสมการที่ (28) และ (29) หาอนุพันธเทียบ

กับเวลาจะไดพารามิเตอร iφ , iφ นําไปแทนในสมการที่ 
(20), (23) และ (24) ดังนั้นจะไดสมการการเคลื่อนที่ 
(Equation of Motion) ที่ไมขึ้นกับพารามิเตอร φ  ซึ่งเปน
รูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ที่แสดงลักษณะของแขน
กลแบบยืดหยุนในงานวิจัยนี้และสามารถจะนําไปใชตอใน
การควบคุมคาพารามิเตอร iδ  ใหปลายแขนกลมีการสั่น
เกิดขึ้นนอยที่สุด การแทนคาดังกลาว สมการจะคอนขาง
ยาวมากและมีความซับซอนพอสมควร ฉะนั้นในการจัดรูป
ของสมการนี้ในรูปของ state equation เพ่ือใชสําหรับ
ออกแบบระบบควบคุมปลายแขนกลจะทําไดยาก ดังนั้นจึง
ตองมีการตั้งสมมติฐานเพ่ิมเติมเพ่ือตัดบางสวนของสมการ
ที่จะไมพิจารณาออกไป และการลดทอนสมการจาก
สมมติฐานสามารถทําไดจากการลดทอนสมการที่ (9) และ
สมการที่ (10) เพ่ืองายตอการนําไปใชควบคุมตอไป  

4. สมการปริภูมิสเตต (State-space equation) 
จากหัวขอที่แลว จะเห็นวาสมการพลศาสตรของแขน

หุนยนตแบบยืดหยุนนี้มีความสลับซับซอนคอนขางมาก 
และไมเหมาะสําหรับใชในการออกแบบระบบควบคุม เพ่ือ
ทําใหสมการทางพลศาสตร (Dynamic equation) มีความ
ซั บ ซ อ น น อ ย ล ง ง า ย ต อ ก า ร ห า ส ม ก า ร ป ริ ภู มิ ส
เตต (state space equation) และเหมาะสมสําหรับใชใน
การออกแบบระบบควบคุม ผูวิจัยไดทําการเพิ่มสมมติฐาน
ดังนี้ 

1.สมการที่ไดมีวัตถุประสงคที่จะตองการควบคุมการ
ส่ันบริเวณจุดปลายที่ตองการเทานั้น ดังนั้นจึงสมมติวาไม

พิ จ า รณา เ ทอมขอ งค า เ ว ก เ ต อ ร ค ว า ม เ ร ง ที่ เ กิ ด
จาก Coriolis และ Centripetal force 

2. กําหนดใหกานตอโยงไมเกิดการเปลี่ยนรูปตาม
แนวแกนของกานตอโยง ( 0xδ = )  

3. ถาระหวางการเคลื่อนที่ ระยะการเคลื่อนที่เกิดจาก
การสั่นมีคานอย ดังนั้นจึงไมพิจารณาเทอมของคา φ  และ 
δ ยกเวนถาเปนเทอมที่เกิดจากสมการของสปริง 
จากสมมติฐานจะไดสามารถลดทอนสมการความเรง (10) 
ไดดังนี้ 

0
1 11 1 1 1 1r U D Tθ δ= +              (30) 

0
2 11 1 21 2 1 22 2 2 2 2 2 2( )r U D U D U D V Tθ θ φ δ= + + + + +

                                 (31) 
โดยที่       

[ ] [ ]1 1 2 20 0 , 0 0 ,T TD l D l= =  

0 0 1 0
2 1 2 2 2, i

i

T R R U T
θ
∂

= =
∂

 

1 2 1 2 ,
T

y yξ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦      [ ]1 2 ,Tu τ τ=  

แทนคาสมการที่ (30) และสมการที่ (31) ในสมการที่ (20), 
(23) และ (24) ดังนั้นจะไดสมการการเคลื่อนที่ที่มีความ
ซับซอนนอยลงคือ 

[ ] [ ] [ ] [ ] ,vM F G D uξ ξ+ + =                     (32) 
โดย        

2 2 2
1 1 2 1 2 2 2 1 2

2
2 2 2 1 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2

( ) ( cos )
( cos )

( cos ) cos
( cos )

s c m

m

m l m L L I m l l l
m l l l m l I

M
m l m l l m l

m l l m l

θ
θ
θ θ

θ

⎡ + + + +
⎢ + +⎢=
⎢ + +
⎢

+⎣
        
( )1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 1

1 2 2 2 1 2

2 2 2 1

{cos ( cos )}
(cos )

cos
(cos )

v

v

v

v

m m l m l K l l
m l l K

m m m l K
m l K

θ θ
θ

θ
θ

+ + − +
−

+ +
−

 

                            
2

2 2 1 2 2 2
2

2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

2 2 2

( cos )(1 )
(1 )

,
cos (1 )

(1 )

v

v

v

v

m l l K l
m l K l

m K l
m K l

θ

θ

⎤+ +
⎥+ ⎥
⎥+
⎥

+ ⎦
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2 2
1 1 2

1 2 2
1 1 2

2
2

2
2

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 ( ) ,

0 0 0

e e e
b b

d d d

e
b

d

K K KK K lF
K K K

KK
K

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 0
0 1

,
0 0
0 0

D

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1 1 2 2

2 2 1 2
0

1 2 1

2 1 2

cos
cos( )

,
( ) cos

cos( )

cm l m L
m l

G g
m m
m

θ
θ θ

θ
θ θ

+⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥+
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

และ 1 1 2 1 2cos cos( ),cL l lθ θ θ= + +  
       1 1 2 1 2sin sin( ),sL l lθ θ θ= + +  

      1
1 2

1

cos ,e
h

d

KK
K

θ=  

     
2 2 2

2 2 2
2 2

2 1 1

sin cos( )( ),e
h b

d c d

KK K
K K K

θ θ
= − +  

    1
1

1

,e
v

d

KK
K

=      
2

2
2 2 1

2

( ) /e
v b d

d

KK K K
K

= −  

จากสมการที่ (32) ทําการแปลงเปนสมการปริภูมิส
เตต (state space equation) โดยกําหนดคาตัวแปรปริภูมิ 
(state variables) ใหมดังนี้ 

1 2 1 2 1 2 1 2

T

y y y yx θ θ δ δ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦     

[ ]1 2 ,Tu τ τ=  

สมการปริภูมิสเตต (state-space equation) สามารถเขียน
ไดดังนี้  

4
1 1 1

0 0 0
0
E

x x u
M F M D M G− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

                
(33) 

iE  แทน unit matrix i× i   
พิจารณาคาชดเชยแรงโนมถวงในสมการที่ (33) จะได
อินพุตคาใหมคือ 

   1 1 2 2
0

2 2 1 2

cos
cos( )

cm l m L
u u g

m l
θ
θ θ

⎡ ⎤+′ = + ⎢ ⎥+⎣ ⎦
           

(34) 
พิจารณาเทอมท่ี 3 และ 4 ของ G สามารถตั้งคาอางอิง
หรือคาที่ตองการ (desired values) ของ 

1yδ  และ 2 yδ  คือ 1ydδ  และ 2 ydδ  ใหมีคา deformation 

ในแนวแกนของแขนที่ตองการเมื่อแขนมีการยืดหรือหดได 
ดังนี้ 

2 3
2 1 2 1 2 0 1 2 1 1 0

1
1 1 1 1

cos( ) ( )cos
2 3yd

m l l g m m l g
E I E I

θ θ θδ + +
= − −

                
(35) 

3
2 1 2 2 0

2
2 2

cos( )
3yd

m l g
E I
θ θδ +

= −             

(36) 
   
5. การออกแบบระบบควบคุมโดยใชแบบจําลองที่หา
ได 

ในการสอบนี้ เปนการทดสอบเพื่อสําหรับตรวจสอบ
ความถูกตองของสมการแบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หา
มาไดจากหัวขอที่ 4 สามารถนํามาใชเปนแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรเพ่ือใชสําหรับการออกแบบระบบควบคุมของ
แขนกลแบบหยืดหยุนโดยใช accelerometer เปนอุปกรณ
ตรวจรู (sensor) ที่ติดตั้งไวที่ปลายกานตอโยงที่ 4 สมการ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หาไดจะอยูในรูปของสมการ
ปริภูมิสเตต การทดลองนี้จะเปนการนําสมการปริภูมิสเตต 
(33) และสมการ (34) ถึงสมการ (36) มาทําการ 
simulation ในคอมพิวเตอรเพ่ือทดสอบแบบจําลองทาง
พลศาสตรที่หามาไดจากสมมติฐานที่กลาวในหัวขอที่ 4 วา
มีความถูกตองในระดับหนึ่งโดยการใชระบบควบคุม
แบบ PD-control ในรูปของ state variable feedback ใน
การควบคุมตําแหนงขอตอหรือแกนหมุนของมอเตอร และ
ตําแหนงของปลายแขนกลตามรูปที่ 5 โดยที่สมมติวา
ส า ม า ร ถ วั ด ค า ข อ ง ตั ว แ ป ร ไ ด ทุ ก ตั ว แ ป ร ส เ ต ต 
(state variable) โดยคาตัวแปรสเตต คือ 

1 2 1 2 1 2 1 2

T

y y y yx θ θ δ δ θ θ δ δ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 
รูปที่ 5 เปนรูปแผนภูมิบล็อคแสดงระบบควบคุม โดยมี

สัญญาณอางอิงคือ
id
θ , 

id
θ , 

id
θ , 

id
δ , และ 

id
δ ที่
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ตองการระบบที่ตองการควบคุมติดตามสัญญาณอางอิงนี้ 
การออกแบบคาเกนในระบบควบคุมนี้มีลักษณะคลายกับ
ก า ร ค ว บ คุ ม แ บ บ  state variable feedback โ ด ย
ตองการ regulate คาความผิดพลาดจากสัญญาณอางอิงนี้
ใหมีคาเขาใกลศูนยที่สถานะอยูตัว การเลือกคาเกนของตัว
ควบคุมทําไดโดยเราจะใหน้ําหนักที่ตัวควบคุมตําแหนง
ของแกนหมุนมอเตอรมากที่สุด คาเกนดังกลาวจึงมีคา
คอนขางสูงและเราจะใชคาเกนที่เคยใชในตัวควบคุมพีดีใน

การทดลองกอนหนานี้มาใชเปนหลัก สวนคาเกนสําหรับ
ตัวแปรอื่นนั้นสามารถหาได โดยวิธีการคาดเดาได 
เนื่องจากงานวิจัยนี้ไมไดทําการหาตัวควบคุมที่ดีที่สุด แต
เพียงตองการทดสอบระบบพลศาสตรที่ประมาณไดวามี
ความเปนไปไดหรือไมไดในการนํามาใชเปนแบบจําลอง
สําหรับการออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป จึงใชตัว
ควบคุมที่พอใชไดเทานั้นมาทดสอบ  

 

U ( )iD θ Manipulator

Kd

Kp

Kdi

Kpi

idθ

idθ

idθ

idδ

idδ

iθ
iθ
iδ

iδ

 
รูปที่ 5 แผนภาพบล็อกสําหรับทดสอบสมการพลศาสตร 

 
จากรูปที่ 6 แสดงผลของการเปรียบเทียบสัญญาณ

อางอิงที่ใสใหระบบกับสัญญาณการขับมอเตอรตัวที่ 1 ที่
ไดจากการ simulation โดยเลือกคาเกน Kp = 5750 และ
คาเกน Kd = 200 จากการทําจําลองการทํางานสามารถหา
คาความผิดพลาดระหวางทั้ง 2 สัญญาณไดดังแสดงในรูป
ที่ 14 ซึ่งจะเห็นวาคาความผิดพลาดที่สถานะอยูตัวหรือ
คา steady state error มีคาอยูที่ประมาณ 0.0025 องศา 
ซึ่งเปนคาที่ไมสูงมาก และทําใหมั่นใจในแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรในระดับหนึ่ง 

จากรูปที่ 8 แสดงผลของการเปรียบเทียบสัญญาณ
อางอิงที่ใสใหระบบกับสัญญาณการขับมอเตอรตัวที่ 2 ที่
ไดจากการ simulation โดยเลือกคาเกน Kp = 800 และคา
เกน Kd = 2 จากการทําการจําลองเราสามารถหาคาความ
ผิดพลาดระหวางทั้ง 2 สัญญาณไดดังแสดงในรูปที่ 9 ซึ่ง
จะเห็นวาคาความผิดพลาดที่สถานะอยูตัวหรือคา steady 
state error มีคาอยูที่ประมาณ 0.0018 องศา 

ในทํานองเดียวกัน จากรูปที่ 10 แสดงคาสัญญาณ 

1yδ  (displacement deformation) จากการเลือกคาเกน 

Kp1 = 0.1 และคาเกน Kd1 = 10 โดยมีคาสัญญาณของ
ความผิดพลาดที่หาไดจากการทําการจําลองดังรูป
ที่ 6.19 และจะพบคาสัญญาณความผิดพลาดของ 1yδ จะ

เขาสูคาศูนยที่ประมาณ 3.5 วินาที และจากรูป
ที่ 12  แสดงคาสัญญาณ 2 yδ  (displacement 

deformation) จากการเลือกคาเกน Kp1 = 1 และคา
เกน Kd1 = 0 โดยมีคาสัญญาณของความผิดพลาดดังรูปที่ 
13 พบวาคาสัญญาณความผิดพลาดของ 2 yδ จะเขาสูคา

ศูนยที่ประมาณ 4 วินาทีและจะมีการสั่นมากกวากานตอ
โยงที่ 1 เนื่องจากการตอโยงที่ 4 มีขนาดที่ยาวกวา และ
จากที่สรุปในการทดลองในหัวขอที่แลว เราไดสรุปวาความ
ส่ันไหวเกิดจากกานขอตอที่ 4 มากกวากานขอตอที่ 1 ซึ่ง
ในการจําลองการทํางานนี้ก็ไดผลเชนเดียวกันกับการ
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ทดลองจริงที่ใชหาคาความถี่ธรรมชาติของแขนหุนยนต
แบบยืดหยุนนี้ ดังนั้น จากผลการทดลองที่กลาวมาขางตน 
พอจะสรุปไดวาสมการพลศาสตรที่เปนสมการลดรูปที่หา
ไดจากหัวขอ 4 มีความเหมาะสมสําหรับการนําไปใชใน
การออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป  

 
รูปที่ 6 เปรียบเทียบการเคลื่อนที่มอเตอร 1 ระหวาง

สัญญาณอางอิงกับสัญญาณที่ได 
จากการ simulation 

 
รูปที่ 7 คาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่มอเตอร 1 

 

รูปที่ 8 เปรียบเทียบการเคลื่อนที่มอเตอร 2 ระหวาง
สัญญาณอางอิงกับสัญญาณที่ไดจากการ simulation 

 
รูปที่ 9 คาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่มอเตอร 2 

 
รูปที่ 10 คา displacement deformation ของกานตอโยงที่ 

1 ถูกขับโดยมอเตอร 1 

 
รูปที่ 11 คาความผิดพลาด displacement deformation 

ของกานตอโยงที่ 1 ถูกขับโดยมอเตอร 1 
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รูปที่ 12 คา displacement deformation ของกานตอโยงที่ 

4 ถูกขับโดยมอเตอร 2 

 
รูปที่ 13 คาความผิดพลาด displacement deformation 

ของกานตอโยงที่ 4 ถูกขับโดยมอเตอร 2 
 

6. บทสรุป 
ในงานวิจัยนี้ไดทําการออกแบบและสรางแขนกลแบบ

ยืดหยุนที่มีการเคลื่อนที่ใน 2 ทิศทาง ในระบบแนวตั้ง 
เพ่ือใหสามารถใชงานระยะเอื้อมไกล แขนกลดังกลาวจะมี
ความยืดหยุน 2 กานตอโยงคือกานตอโยงที่ 1 และกานตอ
โยงที่ 4 โดยที่กานตอโยงที่ 4 จะเปนกานตอโยงที่ยาว
ที่สุด แขนกลที่สรางขึ้นมีโครงสรางในการขับเคล่ือนเปน
กลไกลแบบ five bar-linkage และมีมอเตอรแบบขับตรง 2 
ตัวจะติดตั้งอยูที่ฐานของแขนกล มอเตอรขับตรงตัวที่ 1 จะ
ขับกานตอโยงที่ 4 โดยขับผานกานตอโยงที่ 3 และ
มอเตอรขับตรงตัวที่ 2 จะขับกานตอโยงที่ 4 โดยขับผาน
กานตอโยงที่ 1 ในงานวิจัยนี้จะหาสมการทางพลศาสตร
ของการเคลื่อนที่ของแขนกลแบบยืดหยุนนี้เพ่ือสําหรับใช

ในการออกแบบระบบควบคุมขั้นสูงตอไป โดยแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรนี้จะใชระบบแกนพิกัดที่เหมาะสมสําหรับ
การติดตั้งอุปกรณตรวจรูความเรง (accelerometer) ที่
ปลายแขนของกานตอโยงที่ 4 สมการพลศาสตรที่ไดนั้น
ส า ม า ร ถ เ ขี ย น อ ยู ใ น รู ป ข อ ง ส ม ก า ร ป ริ ภู มิ ส
เ ต ต  ( State variable description) มี ก า ร ทด ล อ ง เ พื่ อ
ตรวจสอบความถูกตองหรือความเหมาะสมของสมการ
พลศาสตรที่หามาได เพ่ือใชสําหรับการออกแบบระบบ
ควบคุมขั้นสูงแบบอื่นตอไป จากผลของการทดลอง
สามารถสรุปผลได ดังนี้   

 การทดสอบสมการพลศาสตรดวยการ simulation 
เปนการทดลองเพื่อตรวจสอบความถูกตองของสมการ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรที่หามา โดยการนําสมการ
ปริ ภูมิสเตต จากหัวขอที่ 4 มาทําการ  simulation ใน
คอมพิวเตอร และมีเง่ือนไขวา สามารถวัดคาตัวแปรไดทุก
ตัวแปรสเตต เพ่ือตรวจสอบความถูกตองของแบบจําลอง
ทางพลศาสตรที่หามาไดจากสมมติฐานโดยการใชระบบ
ควบคุมแบบ PD-control ในการควบคุมตําแหนงขอตอ
หรือแกนหมุนของมอเตอรและตําแหนงของปลายแขนกล 
จากผลการทดลองพบวากานตอโยงที่4 จะมีการสั่น
มากกวากานตอโยงที่ 1 เนื่องจากขนาดที่ยาวกวา และ
พบวาระบบควบคุมแบบ PD-control ที่เลือกใชในการ
ควบคุมสามารถควบคุมตําแหนงของปลายแขนกลได  
โดยคาสัญญาณความผิดพลาดของ 1yδ และ 2 yδ จะเขาสู

คาศูนย จึงสรุปไดวาสมการพลศาสตรที่เปนสมการลดรูปที่
หาไดจากหัวขอที่ 4 มีความเหมาะสมสําหรับการนําไปใช
ในการออกแบบตัวควบคุมขั้นสูงตอไป 
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