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บทคัดยอ
ในชวงสามทศวรรษที่ผานมา วิธีไฟไนตเอลิเมนตไดรับความนิยม

อยางแพรหลาย แตวิธีไฟไนตเอลิเมนตไมไดมีความสมบูรณในทุกดาน
ขอเสียเปรียบที่สําคัญของวิธีน้ีคือ การที่วิธีน้ีทํางานโดยอาศัยเมชหรือ
เครือขายของชิ้นประกอบจํานวนมากภายในโดเมนของปญหา ซ่ึงข้ัน
ตอนการสรางเมชมักใชเวลานาน โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีของปญหา
สามมิติ ในชวง 10 ปที่ผานมาจึงไดมีความพยายามที่จะคิดคนวิธีเชิงตัว
เลขที่สามารถทํางานไดโดยไมตองอาศัยเมช วิธีที่ทํางานตามลักษณะนี้
มีหลายวิธีและเรียกรวมกันวาวิธีเมชเลส บทความนี้จะเปนการสรุปหลัก
การทํางานของวิธีเมชเลสหลายวิธี และนําเสนอ Differential Quadra-
ture Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลชที่มีประสิทธิภาพและใชงานงาย จาก
การเปรียบเทียบการทํางานของวิธีน้ีกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต พบวา Dif-
ferential Quadrature Method มีศักยภาพพอที่จะเปนทางเลือกใหม
ของการคํานวณเชิงวิศวกรรมศาสตรในอนาคต และศักยภาพนี้นาจะมี
อยูในวิธีเมชเลสอีกหลายวิธี

Abstract
During the past three decades, finite element method has

gained widespread acceptance. But this method is not without
flaws. Its main disadvantage is its dependence on mesh or a
network of elements within the problem domain. Mesh generation
is usually time-consuming, especially for three-dimensional
problems. During the past 10 years, there have been attempts to
devise new numerical methods that can work without mesh.
These methods are collectively called meshless methods. This
article reviews briefly the principles of several meshless methods,
and presents Differential Quadrature Method, which is efficient

and easy to use. Comparison of this method with finite element
method reveals that this method has the potential to be an
alternative for future engineering computations. This potential is
probably possessed by several other meshless methods.

1. บทนํา
วิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับการยอมรับมากที่สุดในปจจุบันคือ วิธีไฟไนต-

เอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ ทั้งสองวิธีไดรับการพิสูจนแลววา
สามารถแกปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธมากมายหลาย
ปญหา วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซอาจเสียเปรียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตตรงที่
ไมสามารถจัดการกับโดเมนที่มีรูปรางซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพ 
แตก็มีขอไดเปรียบที่เขาใจงาย และมีความยืดหยุนสูงซ่ึงทําใหวิธีไฟ-
ไนตดิฟเฟอเรนซมีความเหมาะสมกับการแกสมการเชิงอนุพันธไมเชิง
เสนที่ซับซอน อยางไรก็ตามทั้งสองวิธีไดรับความนิยมไมตางกันมากนัก
ในการแกปญหาไมเชิงเสนของพลศาสตรของไหลและกลศาสตรของ
แข็ง

ส่ิงหน่ึงที่วิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซเหมือนกัน
คือ ทั้งสองวิธีตองมีข้ันตอนเตรียมขอมูล (preprocessing) ซ่ึงตองมีการ
สรางเมช (mesh) หรือเครือขายของชิ้นประกอบ (element) ภายในโด
เมนกอนถึงข้ันตอนการหาผลเฉลย (solution) และข้ันตอนการประมวล
ขอมูล (post-processing) ตามลําดับ เมชของโดเมนที่มีรูปทรงงาย ๆ
เชน วงกลม ส่ีเหลี่ยม ลูกบาศก สามารถสรางไดงายดวยโปรแกรม
คอมพิวเตอรส้ัน ๆ แตปญหาโดยทั่วไปมีโดเมนที่ซับซอน การสรางเมช
สําหรับวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซอาจตองอาศัยพิกัดแนบกับขอบเขต 
(boundary-fitted oordinates) ในขณะที่เมชสําหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อาจเปนเมชที่ไมเปนระเบียบ (unstructured mesh) ซ่ึงนับเปนขอได
เปรียบของวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ทําใหวิธีน้ีมีความยืดหยุนสูงในการแก



ปญหาที่มีโดเมนซับซอน อยางไรก็ตามทั้งเทคนิคการสรางพิกัดแนบกับ
ขอบเขต และเทคนิคการสรางเมชที่เปนระเบียบตางก็ไมงายในการทํา
ความเขาใจและนําไปใชงาน  ข้ันตอนเตรียมขอมูลจึงเปนข้ันตอนที่ใช
เวลานานและทําใหเกิดขอจํากัดในการเพิ่มประสิทธิภาพของวิธีทั้งสอง
ในการแกปญหาที่มีโดเมนซับซอน

ในความพยายามพัฒนาวิธีเชิงตัวเลขที่มีประสิทธิภาพสูง นอกจาก
จะมีการศึกษาและวิจัยการทําใหข้ันตอนการเตรียมขอมูลของวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซงายข้ึนแลว ยังไดมีการศึกษา
และวิจัยเพื่อหาวิธีเชิงตัวเลขใหม ๆ ที่ทํางานไดโดยไมตองมีการสราง
เมชในข้ันตอนการเตรียมขอมูล วิธีเหลานี้เรียกรวม ๆ กันวาวิธีเมชเลส
(meshless methods)  บทความจะสํารวจและสรุปวิธีเมชเลสที่สําคัญที่
ไดมีการนําเสนอและทดสอบ นอกจากนี้ Differential Quadrature
Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลสวิธีหน่ึงจะถูกเปรียบเทียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
เพื่อวิเคราะหขอไดเปรียบและเสียเปรียบ ซ่ึงผลการเปรียบเทียบจะ
แสดงใหเห็นวามีแนวโนมที่วิธีเมชเลสจะไดรับความนิยมและมีความ
สําคัญมากขึ้นในอนาคต

2. หลักการพื้นฐานของวิธีเชิงตัวเลข
การหาผลเฉลี่ยโดยประมาณของสมการเชิงอนุพันธดวยวิธีเชิงตัว

เลขมีหลักการทํางานคลายกันคือ สมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบ-
เขตจะถูกแปลงเปนระบบสมการพีชคณิตที่มีผลเฉลยเปนคาของตัวแปร
ที่บัพ (node) ตาง ๆ ภายในโดเมนและบนขอบเขต ซ่ึงตําแหนงของบัพ
จะถูกกําหนดในขั้นตอนการเตรียมขอมูล ส่ิงที่ทําใหวิธีเชิงตัวเลขตาง
กันคือ ข้ันตอนการสรางระบบสมการพีชคณิตซ่ึงประกอบดวย (1) การ
กําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน (functional relationship) ระหวางตัว
แปรที่ตําแหนงใด ๆ ภายในโดเมนหรือบนขอบเขตกับตัวแปรที่บัพจํา-
นวนหน่ึงซ่ึงอยูใกลตําแหนงน้ัน ๆ และ (2) การสรางระบบสมการพีช-
คณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขต

รูปที่ 1 เมชที่ไมเปนระเบียบในวิธีไฟไนตเอลิเมนต

ในกรณีของกริดไมเปนระเบียบในรูปที่ 1 ฟงกชันความสัมพันธ
ระหวางตัวแปรภายในชิ้นประกอบสามเหลี่ยม abf และตัวแปรที่ตํา-
แหนง a, b และ f เปนฟงกชันพหุนามสองตัวแปรอันดับหน่ึง (first-
order two-variable polynomial function) ซ่ึงความสัมพันธน้ีทําให
อนุพันธของตัวแปรที่ตําแหนง f ข้ึนกับตัวแปรที่ตําแหนง a, b, c, d, e

และ f ในทํานองเดียวกันตัวแปรที่ตําแหนง a ของกริดเปนระเบียบใน
รูปที่ 2 ข้ึนกับตัวแปรที่ตําแหนง b, c, d และ e

รูปที่ 2 เมชที่เปนระเบียบในวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ

สมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตที่ใชสรางระบบสมการ
พีชคณิตอาจอยูในรูปเขม (strong form) หรือรูปออน (weak form) ก็ได
วิธีสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไข
ขอบเขตในรูปเขมเปนที่รูจักในชื่อ วิธีกําหนดตําแหนงจุด (point collo-
cation method) สวนวิธีสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุ-
พันธและเงื่อนไขขอบเขตในรูปออนมีหลายวิธี แตวิธีที่ไดรับความนิยม
มากที่สุดคือ วิธีกาเลอรกิน (Galerkin method) ซ่ึงวิธีน้ีนิยมใชในวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนต เปนที่นาสังเกตวา วิธีกาเลอรกินดังกลาวอาจเรียกใหระบุ
ใหเจาะจงวาเปน วิธีกาเลอรกินครอบคลุม (global Galerkin method)
เน่ืองจากปริพันธที่ไดจากวิธีน้ีเปนปริพันธที่ครอบคลุมโดเมนทั้งหมด 
การหาคาปริพันธตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหไดมาซึ่งระบบสมการ
พีชคณิตตองอาศัยการแบงปริพันธน้ีเปนปริพันธยอยหลายปริพันธโดย
แตละปริพันธเปนปริพันธสําหรับแตละชิ้นประกอบ ดังน้ันชิ้นประกอบ
จึงตองไมทับซอนกัน

3. วิธีเมชเลส
เมชคือเครือขายของชิ้นประกอบที่ไมทับซอนกันและตอกันเปนโด-

เมน การสรางเมชเปนกระบวนการที่ใชเวลานานในข้ันตอนเตรียมขอมูล
โดยเฉพาะอยางยิ่งในปญหาสามมิติ นอกจากนี้ถาเมชมีการเปลี่ยนรูป
ดังเชนในปญหาไมอยูตัวที่โดเมนเปลี่ยนรูปรางตามเวลา การสรางเมชก็
ยิ่งจะทําใหประสิทธิภาพในการแกปญหาลดลงไปอีก ดังน้ันวิธีเชิงตัว
เลขที่สามารถทํางานโดยไมอาศัยเมชดังเชน วิธีเมชเลชจึงนาจะทํางาน
อยางมีประสิทธิภาพในปญหาที่สรางความยุงยากใหแกวิธีที่ตองอาศัย
เมช

ในชวงสิบกวาปที่ผานมาไดมีผูเสนอวิธีเมชเลสเอาไวหลายวิธี แต
ละวิธีแตกตางกันในข้ันตอนการกําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน 
ระหวางตัวแปร และการสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุ-
พันธและเงื่อนไขขอบเขต  ตอไปน้ีเปนรายละเอียดของข้ันตอนทั้งสอง

3.1 ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปร
ส่ิงหน่ึงที่ทําใหวิธีเมชเลสไมตองการชิ้นประกอบคือ ความสัมพันธ

เชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่ตําแหนงใด ๆ กับตัวแปรอื่น ๆ สามารถ

e d

cb

a

d

f

ba

ce



สรางข้ึนมาไดโดยไมตองสรางชิ้นประกอบข้ึนมากอนเฉกเชนวิธีไฟไนต
เอลิ-เมนต ตัวแปรที่มีความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางกันมักถูก
กําหนดใหเปนกลุมตัวแปรที่อยูใกลกัน ซ่ึงจะทําใหเมทริกซสัมประสิทธิ์
ของระบบสมการพีชคณิตที่ไดเปนเมทริกซมากเลขศูนย (sparse
matrix) ที่มีลักษณะเปนเมทริกซแถบ (band matrix)

กําหนดใหโดเมนที่ตองการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัว
แปรมี n บัพโดยแตละบัพอยูที่พิกัด (xi, yi) (i = 1, 2, …, n) สําหรับ
ปญหาสองมิติ หรือพิกัด (xi, yi, zi) (i = 1, 2, …, n) สําหรับปญหา
สามมิติ คาตัวแปร uh ที่ตําแหนง rr  ภายในโดเมนอาจประมาณไดดังน้ี

uh = ( )∑
=

m

i
ii arp

1

r           (1)

โดยที่ p1, p2, …, pm เปนฟงกชันฐาน (basis function) ที่เปนอิสระตอ
กัน และ ai เปนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน ฟงกชันฐานอาจเปนฟงกชัน
พหุนาม (polynomial function) ในกรณีของปญหาสองมิติ m อาจเทา
กับ 3 และ (p1, p2, p3) = (1, x, y) ในกรณีของปญหาสามมิติ m อาจ
เทากับ 4 และ (p1, p2, p3, p4) = (1, x, y, z) จํานวนฟงกชันฐานอาจ
มากข้ึนเพื่อเพ่ิมความแมนยําของการประมาณคา uh สัมประสิทธิ์ ai

หาไดโดยกําหนดให uh เทากับคาตัวแปร ui ที่ทุก ๆ บัพ ผลที่ตามมา
คือสมการเมทริกซ

ur  = arP                 (2)

ar  = ur-1P                 (3)

แทนคาสัมประสิทธิ์ ai กลับลงในสมการ (1)
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เปนที่นาสังเกตวา n = m เน่ืองจาก P ตองเปนเมทริกซจัตุรัสจึงจะหา
เมทริกซผกผัน P-1 ได ตวอยางของวิธีเมชเลสที่ใชความสัมพันธเชิง
ฟงกชันระหวางตัวแปรลักษณะนี้ไดแก Generalized Finite Difference
Method [1] and Point Interpolation Method [2]

ถาจํานวนบัพ n มากกวาจํานวนฟงกชันฐาน m การหาคาสัม-
ประสิทธิ์ ai ในสมการ (1) สามารถกระทําไดโดยหาคาต่ําสุดของ
ฟงกชัน J ตอไปน้ี
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โดย w เปนฟงกชันถวงนํ้าหนัก (weighting function) วิธีสรางความ
สัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรวิธีน้ีเรียกวา วิธี Moving Least
Square เปนที่นาสังเกตวา ai ไมใชคาคงที่ แตจะเปลี่ยนคาไปตามพิกัด
ของ rr  วิธีเมชเลสที่ใชความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรลักษณะ
น้ีไดแก Element-free Galerkin Method [3], Local Meshless Petrov-
Galerkin Method [4]

นอกจากฟงกชันพหุนามแลว ฟงกชันฐานอาจเปนฟงกชันฐานเชิง
รัศมี (radial basis function) คาประมาณของตัวแปร uh ที่ตําแหนง rr

ภายในโดเมนอาจเขียนใหมเปน

uh = ( )∑
=

−
m

i
ii arrf

1

rr           (6)

ฟงกชันฐานเชิงรัศมีข้ึนกับระยะหางระหวาง rr  กับ ir
r  เทานั้น ขอได

เปรียบของฟงกชันฐานเชิงรัศมีเหนือฟงกชันฐานพหุนามคือ ฟงกชัน
ฐานที่เปนอิสระตอกันสามารถสรางข้ึนไดงาย และไมซับซอนข้ึนเม่ือจํา-
นวนฟงกชันฐานเพิ่มข้ึน รูปฟงกชัน f แสดงใหเห็นวาจํานวนฟงกชัน
ฐาน m จะเทากับจํานวนบัพ n เสมอ การแกสมการเชิงอนุพันธดวย
ฟงกชันฐานเชิงรัศมีอาจกระทําโดยให n เปนจํานวนบัพทั้งหมดในโด-
เมนดังเชนใน Kansa’s Method [5] และ Method of Fundamental
Solutions [6] หรืออาจแบงโดเมนใหญเปนโดเมนยอยที่อาจทับซอนกัน
ไดและให n เปนจํานวนบัพในโดเมนยอยดังเชนใน Differential Quad-
rature Method [7]

อีกแนวทางหนึ่งในการสรางความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัว
แปรคือ ประมาณคา uh ในโดเมนยอย Ω ในรูปปริพันธ

( )ru h r  = ( ) ( ) rdrurrw i
rrrr

∫Ω −               (7)

ซ่ึงสามารถแปลงเปนความสัมพันธเชิงพีชคณิตโดยอินทิเกรตเชิงตัวเลข 
(numerical integration)

uh = ( )∑
=
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j
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rr           (8)

โดยที่ ∆V เปนพื้นที่หรือปริมาตรของโดเมนยอย Ω การประมาณคา
ลักษณะนี้ถูกใชใน Smooth Particle Hydrodynamics Method [8] และ
Reproducing Kernel Particle Methods [9]

3.2 การสรางระบบสมการพีชคณิต
การสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไข

ขอบเขตในรูปดั้งเดิมหรือรูปเขม เปนวิธีที่ใชในวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ
และวิธีเมชเลสหลายวิธีเชน Generalized Finite Difference Method
[1], Kansa’s Method [5], Method of Fundamental Solutions [6] และ
Differential Quadrature Method [7] ส่ิงหน่ึงที่วิธีเมชเลสเหลานี้เหมือน
กันคือ อนุพันธยอย (partial derivative) ในอันดับที่สูงที่สุดที่ปรากฏใน
สมการเชิงอนุพันธของฟงกชันฐานอยางนอยหน่ึงฟงกชันจะตองมีคาไม
เปนศูนย ตัวอยางเชนในการแกสมการเชิงอนุพันธพาราโบลิกสองมิติซ่ึง
มีอนุพันธยอยอันดับสองดวย Differential Quadrature Method ฟงก-
ชันฐานพหุนาม 1, x และ y ไมเพียงพอเพราะอนุพันธยอยอันดับสอง
ของฟงกชันฐานทั้งหมดมีคาเปนศูนย ฟงกชันฐานที่ควรเพิ่มเขาไปคือ
x2, xy และ y2

การสรางระบบสมการพีชคณิตอีกรูปแบบไดจากการแปลงสมการ
เชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตเปนสมการเชิงปริพันธหรือรูปออน 



กอนใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลขสรางระบบสมการพีชคณิต โดเมนของ
ปริพันธอาจเปนโดเมนของปญหาดังเชนในวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงวิธีน้ี
แบงโดเมนเปนชิ้นประกอบเล็ก ๆ ที่ไมทับซอนกันและใชความสัมพันธ
เชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่ข้ึนกับชิ้นประกอบในการสรางระบบสมการ
พีชคณิต อีกวิธีที่หาผลเฉลยของสมการเชิงปริพันธที่มีโดเมนเปนโดเมน
ของปญหาไดแก Element-free Galerkin Method [3] วิธีน้ีตองแบงโด
เมนเปนชิ้นประกอบเล็ก ๆ ที่ไมทับซอนกันเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอ-ลิ
เมนต แตการที่ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรใน Element-
free Galerkin Method ไมข้ึนกับชิ้นประกอบ ทําใหข้ันตอนการสรางชิ้น
ประกอบไมซับซอน และ Element-free Galerkin Method เขาขายวิธี
เมชเลส

การแปลงสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตเปนสมการเชิง
ปริพันธอาจกระทําในโดเมนยอย ซ่ึงทําใหไดจํานวนสมการเชิงปริพันธ
ที่มีโดเมนยอยเทากับจํานวนโดเมนยอย และสมการเหลานี้ใชสรางระ-
บบสมการพีชคณิตได โดเมนยอยตางจากชิ้นประกอบตรงที่มันอาจทับ
ซอนกันไดคลายกับที่แสดงในรูปที่ 3 เม่ือใชการสรางระบบสมการพีช-
คณิตในลักษณะนี้ควบคูกับความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่
ไมอาศัยชิ้นประกอบจะทําใหไดวิธีเมชเลสดังเชน Point Interpolation
Method [2,10] และ Local Meshless Petrov-Galerkin Method [4]

รูปที่ 3 สมการเชิงปริพันธอาจมีโดเมนเปนโดเมนยอยซ่ึงทับซอนกันได

4. Differential Quadrature Method
วิธีเมชเลสที่มีประสิทธิภาพและงายตอการใชวิธีหน่ึงคือ Differen-

tial Quadrature Method กําหนดใหโดเมนของปญหาคือ Ω และ
ขอบเขตคือ Γ สมการเชิงอนุพันธที่ตองการแกคือ
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∂
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∂  = g(x,y)          (9)

โดยมีเงื่อนขอบเขต

u(x,y) = h(x,y)    ((x,y) อยูบน Γ)      (10)

ภายในโดเมนมีบัพจํานวน N บัพ พิจารณาบัพ i ซ่ึงไมไดอยูบน Γ
กําหนดโดเมนยอย Ωi ซ่ึงประกอบดวย n บัพรวมทั้งบัพ i บัพจํานวน
n-1 บัพที่ลอมรอบบัพ i อาจเลือกจากบัพที่อยูใกลบัพ i ที่สุด ซ่ึง
โปรแกรมคอมพิวเตอรงาย ๆ สามารถหาบัพเหลานี้ได

ในการแกสมการ (9) และ (10) ดวย Differential Quadrature
Method ฟงกชัน u จะประมาณดวยผลรวมเชิงเสน (linear combina-
tion) ของฟงกชันที่เปนอิสระตอกัน n ฟงกชัน
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k
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      (11)

pk เปนฟงกชันฐานที่เปนอิสระตอกัน ตัวอยางของ pk คือพหุนามสอง
ตัวแปร โดย n = 6

p1(x, y) = 1      (12)
 p2(x, y) = x      (13)

p3(x, y) = y      (14)
p4(x, y) = x2      (15)
p5(x, y) = xy      (16)
p6(x, y) = y2      (17)

pk อาจรวมถึงฟงกชันพหุนามอันดับสูงซ่ึงจะชวยใหผลเฉลยที่คํานวณ
ไดมีความแมนยํามากขึ้น คาประมาณของอนุพันธยอยในสมการ (9) ที่
บัพ i สามารถหาไดโดยใชสมการ (11)
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นอกจากนี้คาอนุพันธยอยทั้งสองอาจประมาณดวยคาของตัวแปรที่บัพ
ตาง ๆ ใน Ω คลายกับการประมาณคาปริพันธดวยคาของตัวแปรที่บัพ
ตาง ๆ ในโดเมนของปริพันธ ซ่ึงเปนที่มาของช่ือวิธีน้ี
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แทนคาอนุพันธยอยของ u จากสมการ (18) และ (19) ลงในดานซาย
ของสมการ (20) และ (21) ตามลําดับ และแทนคา u จากสมการ (11)
ลงในดานขวาของสมการ (20) และ (21)
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สมการ (22) และ (23) สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเมทริกซที่มี
bj และ cj เปนตัวแปรที่ไมทราบคา
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ดังน้ันสัมประสิทธิ์ bj และ cj ในสมการ (20) และ (21) ไดจากการแกสม
การ (24) สมการเชิงอนุพันธ (9) และเงื่อนไขขอบเขต (10) จึงสามารถ
แปลงเปนระบบสมการพีชคณิตที่ใชหาผลเฉลย ui ที่บัพ i เทากับ 1 ถึง
n ได

5. ตัวอยางการคํานวณ
เพื่อทดสอบการทํางานของ Differential Quadrature Method วิธี

น้ีจะใชเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการหาผลเฉลยของสมการ
เชิงอนุพันธ (9) และเงื่อนไขขอบเขต (10) โดยที่โดเมนของปญหาเปนส่ี
เหลี่ยมจัตุรัสดังแสดงในรูปที่ 4

รูปที่ 4 ปญหาตัวอยาง

ผลเฉลยแมนตรงของปญหาน้ีคือ h(x,y) ถาใช Differential Quadra-
ture Method และวิธีไฟไนตเอลิเมนต หาผลเฉลยโดยประมาณ ui ที่
บัพ i ภายใน Ω คาคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนสามารถคํานวณไดจาก
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ในข้ันตอนการเตรียมขอมูลกอนการใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต เมชไม
เปนระเบียบซ่ึงประกอบดวยชิ้นประกอบสี่เหลี่ยม 4 บัพ (4-node quad-
rilateral element) จํานวน 100 ชิ้นประกอบจะถูกสรางข้ึน ทําใหมี
จํานวนบัพภายในโดเมน 81 บัพ สําหรับข้ันตอนการเตรียมขอมูลกอน
ใช Differential Quadrature Method ก็คลายกันและใชบัพจํานวนเทา
กันที่อยูตําแหนงเดียวกัน เพียงแตวาไมมีการสรางชิ้นประกอบหรือเมช
ฟงกชันฐานของ Differential Quadrature Method เปนฟงกชันพหุนาม
จํานวน 6 ฟงกชันตามสมการ (12)-(17)

ผลเฉลยจาก Differential Quadrature Method และวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตเปรียบเทียบกันใน 4 กรณี โดยแตละกรณีมีฟงกชัน g(x,y) และ
h(x,y) ตางกันดังน้ี

(1) g(x,y) = 4 ; h(x,y) = (x + y)2

(2) g(x,y) = 24(x + y)2 ; h(x,y) = (x + y)4

(3) g(x,y) = 2e(x+y) ; h(x,y) = e(x+y)

(4) g(x,y) = 2/(x + y + 2.5)3 ; h(x,y) = 1/(x + y + 2.5)

ตารางที่ 1 เปรียบเทียบคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยของ Differential
Quadrature Method (DQM) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (FEM)

กรณี DQM FEM
1 8.41091 x 10-16 3.41293 x 10-4

2 1.87105 x 10-2 1.98914 x 10-2

3 7.87303 x 10-5 8.27916 x 10-5

4 5.07985 x 10-5 6.55038 x 10-5

ตารางที่ 1 เปรียบเทียบคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจากวิธีทั้งสอง
ใน 4 กรณีดังกลาว เปนที่นาสังเกตวาในกรณีที่ 1 คาคลาดเคลื่อนของ
Differential Quadrature Method มีคานอยมากเนื่องจากการที่ฟงกชัน
ฐานของ Differential Quadrature Method ทั้ง 6 ฟงกชันรวมกันเปน
ฐานที่สมบูรณของปริภูมิฟงกชันพหุนามสองตัวแปรอันดับสองทําให 
Differential Quadrature Method สามารถใหผลเฉลยที่เปนฟงกชันพหุ
นามสองตัวแปรอันดับสองใด ๆ ไดอยางแมนยํา อยางไรก็ตามในกรณีที่
2 ถึง 4 ผลเฉลย Differential Quadrature Method และวิธีไฟไนตเอลิ-
เมนตมีคาคลาดเคลื่อนใกลเคียงกัน ผลการเปรียบเทียบน้ีแสดงใหเห็น
วา Differential Quadrature Method มีสมรรถนะไมดอยไปกวาวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนต แตใชงานไดงายกวาเนื่องจากทํางานโดยไมอาศัยชิ้น
ประกอบ

6. สรุป
วิธีเมชเลสไดเปรียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมอยางแพร

หลายเชนวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตเอลิเมนตตรงที่ข้ันตอนการ
เตรียมขอมูลของวิธีเมชเลสงายกวา ในบทความนี้แสดงใหเห็นหลักการ
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ทํางานของ Differential Quadrature Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลสที่เขาใจ
งายวิธีหน่ึงและมีสมรรถนะไมดอยไปกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับวิธี
เมชเลสอื่น ๆ ที่ถึงแมจะมีข้ันตอนการกําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน
ระหวางตัวแปรและขั้นตอนการสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการ
เชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตตางจาก Differential Quadrature
Method แตก็นาจะมีประสิทธิภาพในการแกสมการเชิงอนุพันธใกลเคียง
กัน ในปจจุบันวิธีเมชเลสนอกจากจะไดรับการพัฒนาใหใชงานงายโดย
ไมอาศัยชิ้นประกอบในการทํางานแลว ยังไดรับการพัฒนาใหหาผล
เฉลยที่แมนยําข้ึนในการแกปญหาหลายรูปแบบอีกดวย จึงมีความเปน
ไปไดสูงที่วิธีเมชเลสจะเปนทางเลือกใหมของการคํานวณเชิงวิศวกรรม
ศาสตรในอนาคต

เอกสารอางอิง
[1] T. Liszka and J. Orkisz, “The Finite Difference Method at
Arbitrary Irregular Grids and Its Application in Applied
Mechanics”, Computers and Structures, 1980, Vol. 11, pp. 83-95.
[2] G. R. Liu and Y. T. Gu, “A Matrix Triangulation Algorithm for
Polynomial Point Interpolation Method”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 2003, Vol. 192, pp. 2269-
2295.
[3] T. Belytschko, Y. Y. Lu, and L. Gu, “Element-free Galerkin
Methods”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, 1994, Vol. 37, pp. 229-256.
[4] S. N. Atluri and T. Zhu, “A New Meshless Local Petrov-
Galerkin (MLPG) Approach in Computational Mechanics”,
Computational Mechanics, 1998, Vol. 22, pp. 117-127.
[5] E. J. Kansa, “Multiquadrics – A Scattered Data Approximation
with Applications to Computational Fluid Dynamics – II: Solutions
to Parabolic, Hyperbolic, and Elliptic Partial Differential
Equations”, Computers and Mathematics with Applications, 1990,
Vol. 19, pp. 147-161.
[6] M. A. Golberg, “The Method of Fundamental Solutions for
Poisson’s Equation”, Engineering Analysis with Boundary
Elements, 1995, Vol. 16, pp. 205-213.
[7] C. Shu, H. Ding, and K. S. Yeo, “Local Radial Basis Function-
based Differential Quadrature Method and Its Application to Solve
Two-dimensional Incompressible Navier-Stokes Equations”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2003,
Vol. 192, pp. 941-954.
[8] J. J. Monaghan, “Smooth Particle Hydrodynamics”, Annual
Review of Astronomy and Astrophysics, 1992, Vol. 30, pp. 543-
574.
[9] W. K. Liu, S. Jun, and T. Belytschko, “Reproducing Kernel
Particle Methods”, International Journal of Numerical Methods in
Fluids, 1995, Vol. 20, pp. 1081-1106.

[10] J. G. Wang and G. R. Liu, “On the Optimal Shape
Parameters of Radial Basis Functions Used for 2-D Meshless
Methods”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 2002, Vol. 191, pp. 2611-2630.


