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บทคัดยอ
ในชวงสามทศวรรษที่ผานมา วิธีไฟไนตเอลิเมนตไดรับความนิยม

อยางแพรหลาย แตวิธีไฟไนตเอลิเมนตไมไดมีความสมบูรณในทุกดาน
ขอเสียเปรียบที่สําคัญของวิธีน้ีคือ การที่วิธีน้ีทํางานโดยอาศัยเมชหรือ
เครือขายของชิ้นประกอบจํานวนมากภายในโดเมนของปญหา ซ่ึงข้ัน
ตอนการสรางเมชมักใชเวลานาน โดยเฉพาะอยางยิ่งในกรณีของปญหา
สามมิติ ในชวง 10 ปที่ผานมาจึงไดมีความพยายามที่จะคิดคนวิธีเชิงตัว
เลขที่สามารถทํางานไดโดยไมตองอาศัยเมช วิธีที่ทํางานตามลักษณะนี้
มีหลายวิธีและเรียกรวมกันวาวิธีเมชเลส บทความนี้จะเปนการสรุปหลัก
การทํางานของวิธีเมชเลสหลายวิธี และนําเสนอ Differential Quadra-
ture Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลชที่มีประสิทธิภาพและใชงานงาย จาก
การเปรียบเทียบการทํางานของวิธีน้ีกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต พบวา Dif-
ferential Quadrature Method มีศักยภาพพอที่จะเปนทางเลือกใหม
ของการคํานวณเชิงวิศวกรรมศาสตรในอนาคต และศักยภาพนี้นาจะมี
อยูในวิธีเมชเลสอีกหลายวิธี

Abstract
During the past three decades, finite element method has

gained widespread acceptance. But this method is not without
flaws. Its main disadvantage is its dependence on mesh or a
network of elements within the problem domain. Mesh generation
is usually time-consuming, especially for three-dimensional
problems. During the past 10 years, there have been attempts to
devise new numerical methods that can work without mesh.
These methods are collectively called meshless methods. This
article reviews briefly the principles of several meshless methods,
and presents Differential Quadrature Method, which is efficient

and easy to use. Comparison of this method with finite element
method reveals that this method has the potential to be an
alternative for future engineering computations. This potential is
probably possessed by several other meshless methods.

1. บทนํา
วิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับการยอมรับมากที่สุดในปจจุบันคือ วิธีไฟไนต-

เอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ ทั้งสองวิธีไดรับการพิสูจนแลววา
สามารถแกปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธมากมายหลาย
ปญหา วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซอาจเสียเปรียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตตรงที่
ไมสามารถจัดการกับโดเมนที่มีรูปรางซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพ 
แตก็มีขอไดเปรียบที่เขาใจงาย และมีความยืดหยุนสูงซ่ึงทําใหวิธีไฟ-
ไนตดิฟเฟอเรนซมีความเหมาะสมกับการแกสมการเชิงอนุพันธไมเชิง
เสนที่ซับซอน อยางไรก็ตามทั้งสองวิธีไดรับความนิยมไมตางกันมากนัก
ในการแกปญหาไมเชิงเสนของพลศาสตรของไหลและกลศาสตรของ
แข็ง

ส่ิงหน่ึงที่วิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซเหมือนกัน
คือ ทั้งสองวิธีตองมีข้ันตอนเตรียมขอมูล (preprocessing) ซ่ึงตองมีการ
สรางเมช (mesh) หรือเครือขายของชิ้นประกอบ (element) ภายในโด
เมนกอนถึงข้ันตอนการหาผลเฉลย (solution) และข้ันตอนการประมวล
ขอมูล (post-processing) ตามลําดับ เมชของโดเมนที่มีรูปทรงงาย ๆ
เชน วงกลม ส่ีเหลี่ยม ลูกบาศก สามารถสรางไดงายดวยโปรแกรม
คอมพิวเตอรส้ัน ๆ แตปญหาโดยทั่วไปมีโดเมนที่ซับซอน การสรางเมช
สําหรับวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซอาจตองอาศัยพิกัดแนบกับขอบเขต 
(boundary-fitted oordinates) ในขณะที่เมชสําหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนต
อาจเปนเมชที่ไมเปนระเบียบ (unstructured mesh) ซ่ึงนับเปนขอได
เปรียบของวิธีไฟไนตเอลิเมนตที่ทําใหวิธีน้ีมีความยืดหยุนสูงในการแก



ปญหาที่มีโดเมนซับซอน อยางไรก็ตามทั้งเทคนิคการสรางพิกัดแนบกับ
ขอบเขต และเทคนิคการสรางเมชที่เปนระเบียบตางก็ไมงายในการทํา
ความเขาใจและนําไปใชงาน  ข้ันตอนเตรียมขอมูลจึงเปนข้ันตอนที่ใช
เวลานานและทําใหเกิดขอจํากัดในการเพิ่มประสิทธิภาพของวิธีทั้งสอง
ในการแกปญหาที่มีโดเมนซับซอน

ในความพยายามพัฒนาวิธีเชิงตัวเลขที่มีประสิทธิภาพสูง นอกจาก
จะมีการศึกษาและวิจัยการทําใหข้ันตอนการเตรียมขอมูลของวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซงายข้ึนแลว ยังไดมีการศึกษา
และวิจัยเพื่อหาวิธีเชิงตัวเลขใหม ๆ ที่ทํางานไดโดยไมตองมีการสราง
เมชในข้ันตอนการเตรียมขอมูล วิธีเหลานี้เรียกรวม ๆ กันวาวิธีเมชเลส
(meshless methods)  บทความจะสํารวจและสรุปวิธีเมชเลสที่สําคัญที่
ไดมีการนําเสนอและทดสอบ นอกจากนี้ Differential Quadrature
Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลสวิธีหน่ึงจะถูกเปรียบเทียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
เพื่อวิเคราะหขอไดเปรียบและเสียเปรียบ ซ่ึงผลการเปรียบเทียบจะ
แสดงใหเห็นวามีแนวโนมที่วิธีเมชเลสจะไดรับความนิยมและมีความ
สําคัญมากขึ้นในอนาคต

2. หลักการพื้นฐานของวิธีเชิงตัวเลข
การหาผลเฉลี่ยโดยประมาณของสมการเชิงอนุพันธดวยวิธีเชิงตัว

เลขมีหลักการทํางานคลายกันคือ สมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบ-
เขตจะถูกแปลงเปนระบบสมการพีชคณิตที่มีผลเฉลยเปนคาของตัวแปร
ที่บัพ (node) ตาง ๆ ภายในโดเมนและบนขอบเขต ซ่ึงตําแหนงของบัพ
จะถูกกําหนดในขั้นตอนการเตรียมขอมูล ส่ิงที่ทําใหวิธีเชิงตัวเลขตาง
กันคือ ข้ันตอนการสรางระบบสมการพีชคณิตซ่ึงประกอบดวย (1) การ
กําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน (functional relationship) ระหวางตัว
แปรที่ตําแหนงใด ๆ ภายในโดเมนหรือบนขอบเขตกับตัวแปรที่บัพจํา-
นวนหน่ึงซ่ึงอยูใกลตําแหนงน้ัน ๆ และ (2) การสรางระบบสมการพีช-
คณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขต

รูปที่ 1 เมชที่ไมเปนระเบียบในวิธีไฟไนตเอลิเมนต

ในกรณีของกริดไมเปนระเบียบในรูปที่ 1 ฟงกชันความสัมพันธ
ระหวางตัวแปรภายในชิ้นประกอบสามเหลี่ยม abf และตัวแปรที่ตํา-
แหนง a, b และ f เปนฟงกชันพหุนามสองตัวแปรอันดับหน่ึง (first-
order two-variable polynomial function) ซ่ึงความสัมพันธน้ีทําให
อนุพันธของตัวแปรที่ตําแหนง f ข้ึนกับตัวแปรที่ตําแหนง a, b, c, d, e

และ f ในทํานองเดียวกันตัวแปรที่ตําแหนง a ของกริดเปนระเบียบใน
รูปที่ 2 ข้ึนกับตัวแปรที่ตําแหนง b, c, d และ e

รูปที่ 2 เมชที่เปนระเบียบในวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ

สมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตที่ใชสรางระบบสมการ
พีชคณิตอาจอยูในรูปเขม (strong form) หรือรูปออน (weak form) ก็ได
วิธีสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไข
ขอบเขตในรูปเขมเปนที่รูจักในชื่อ วิธีกําหนดตําแหนงจุด (point collo-
cation method) สวนวิธีสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุ-
พันธและเงื่อนไขขอบเขตในรูปออนมีหลายวิธี แตวิธีที่ไดรับความนิยม
มากที่สุดคือ วิธีกาเลอรกิน (Galerkin method) ซ่ึงวิธีน้ีนิยมใชในวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนต เปนที่นาสังเกตวา วิธีกาเลอรกินดังกลาวอาจเรียกใหระบุ
ใหเจาะจงวาเปน วิธีกาเลอรกินครอบคลุม (global Galerkin method)
เน่ืองจากปริพันธที่ไดจากวิธีน้ีเปนปริพันธที่ครอบคลุมโดเมนทั้งหมด 
การหาคาปริพันธตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตเพื่อใหไดมาซึ่งระบบสมการ
พีชคณิตตองอาศัยการแบงปริพันธน้ีเปนปริพันธยอยหลายปริพันธโดย
แตละปริพันธเปนปริพันธสําหรับแตละชิ้นประกอบ ดังน้ันชิ้นประกอบ
จึงตองไมทับซอนกัน

3. วิธีเมชเลส
เมชคือเครือขายของชิ้นประกอบที่ไมทับซอนกันและตอกันเปนโด-

เมน การสรางเมชเปนกระบวนการที่ใชเวลานานในข้ันตอนเตรียมขอมูล
โดยเฉพาะอยางยิ่งในปญหาสามมิติ นอกจากนี้ถาเมชมีการเปลี่ยนรูป
ดังเชนในปญหาไมอยูตัวที่โดเมนเปลี่ยนรูปรางตามเวลา การสรางเมชก็
ยิ่งจะทําใหประสิทธิภาพในการแกปญหาลดลงไปอีก ดังน้ันวิธีเชิงตัว
เลขที่สามารถทํางานโดยไมอาศัยเมชดังเชน วิธีเมชเลชจึงนาจะทํางาน
อยางมีประสิทธิภาพในปญหาที่สรางความยุงยากใหแกวิธีที่ตองอาศัย
เมช

ในชวงสิบกวาปที่ผานมาไดมีผูเสนอวิธีเมชเลสเอาไวหลายวิธี แต
ละวิธีแตกตางกันในข้ันตอนการกําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน 
ระหวางตัวแปร และการสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุ-
พันธและเงื่อนไขขอบเขต  ตอไปน้ีเปนรายละเอียดของข้ันตอนทั้งสอง

3.1 ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปร
ส่ิงหน่ึงที่ทําใหวิธีเมชเลสไมตองการชิ้นประกอบคือ ความสัมพันธ

เชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่ตําแหนงใด ๆ กับตัวแปรอื่น ๆ สามารถ
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สรางข้ึนมาไดโดยไมตองสรางชิ้นประกอบข้ึนมากอนเฉกเชนวิธีไฟไนต
เอลิ-เมนต ตัวแปรที่มีความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางกันมักถูก
กําหนดใหเปนกลุมตัวแปรที่อยูใกลกัน ซ่ึงจะทําใหเมทริกซสัมประสิทธิ์
ของระบบสมการพีชคณิตที่ไดเปนเมทริกซมากเลขศูนย (sparse
matrix) ที่มีลักษณะเปนเมทริกซแถบ (band matrix)

กําหนดใหโดเมนที่ตองการหาความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัว
แปรมี n บัพโดยแตละบัพอยูที่พิกัด (xi, yi) (i = 1, 2, …, n) สําหรับ
ปญหาสองมิติ หรือพิกัด (xi, yi, zi) (i = 1, 2, …, n) สําหรับปญหา
สามมิติ คาตัวแปร uh ที่ตําแหนง rr  ภายในโดเมนอาจประมาณไดดังน้ี

uh = ( )∑
=

m

i
ii arp

1

r           (1)

โดยที่ p1, p2, …, pm เปนฟงกชันฐาน (basis function) ที่เปนอิสระตอ
กัน และ ai เปนสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน ฟงกชันฐานอาจเปนฟงกชัน
พหุนาม (polynomial function) ในกรณีของปญหาสองมิติ m อาจเทา
กับ 3 และ (p1, p2, p3) = (1, x, y) ในกรณีของปญหาสามมิติ m อาจ
เทากับ 4 และ (p1, p2, p3, p4) = (1, x, y, z) จํานวนฟงกชันฐานอาจ
มากข้ึนเพื่อเพ่ิมความแมนยําของการประมาณคา uh สัมประสิทธิ์ ai

หาไดโดยกําหนดให uh เทากับคาตัวแปร ui ที่ทุก ๆ บัพ ผลที่ตามมา
คือสมการเมทริกซ

ur  = arP                 (2)

ar  = ur-1P                 (3)

แทนคาสัมประสิทธิ์ ai กลับลงในสมการ (1)
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เปนที่นาสังเกตวา n = m เน่ืองจาก P ตองเปนเมทริกซจัตุรัสจึงจะหา
เมทริกซผกผัน P-1 ได ตวอยางของวิธีเมชเลสที่ใชความสัมพันธเชิง
ฟงกชันระหวางตัวแปรลักษณะนี้ไดแก Generalized Finite Difference
Method [1] and Point Interpolation Method [2]

ถาจํานวนบัพ n มากกวาจํานวนฟงกชันฐาน m การหาคาสัม-
ประสิทธิ์ ai ในสมการ (1) สามารถกระทําไดโดยหาคาต่ําสุดของ
ฟงกชัน J ตอไปน้ี
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โดย w เปนฟงกชันถวงนํ้าหนัก (weighting function) วิธีสรางความ
สัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรวิธีน้ีเรียกวา วิธี Moving Least
Square เปนที่นาสังเกตวา ai ไมใชคาคงที่ แตจะเปลี่ยนคาไปตามพิกัด
ของ rr  วิธีเมชเลสที่ใชความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรลักษณะ
น้ีไดแก Element-free Galerkin Method [3], Local Meshless Petrov-
Galerkin Method [4]

นอกจากฟงกชันพหุนามแลว ฟงกชันฐานอาจเปนฟงกชันฐานเชิง
รัศมี (radial basis function) คาประมาณของตัวแปร uh ที่ตําแหนง rr

ภายในโดเมนอาจเขียนใหมเปน

uh = ( )∑
=
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rr           (6)

ฟงกชันฐานเชิงรัศมีข้ึนกับระยะหางระหวาง rr  กับ ir
r  เทานั้น ขอได

เปรียบของฟงกชันฐานเชิงรัศมีเหนือฟงกชันฐานพหุนามคือ ฟงกชัน
ฐานที่เปนอิสระตอกันสามารถสรางข้ึนไดงาย และไมซับซอนข้ึนเม่ือจํา-
นวนฟงกชันฐานเพิ่มข้ึน รูปฟงกชัน f แสดงใหเห็นวาจํานวนฟงกชัน
ฐาน m จะเทากับจํานวนบัพ n เสมอ การแกสมการเชิงอนุพันธดวย
ฟงกชันฐานเชิงรัศมีอาจกระทําโดยให n เปนจํานวนบัพทั้งหมดในโด-
เมนดังเชนใน Kansa’s Method [5] และ Method of Fundamental
Solutions [6] หรืออาจแบงโดเมนใหญเปนโดเมนยอยที่อาจทับซอนกัน
ไดและให n เปนจํานวนบัพในโดเมนยอยดังเชนใน Differential Quad-
rature Method [7]

อีกแนวทางหนึ่งในการสรางความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัว
แปรคือ ประมาณคา uh ในโดเมนยอย Ω ในรูปปริพันธ

( )ru h r  = ( ) ( ) rdrurrw i
rrrr

∫Ω −               (7)

ซ่ึงสามารถแปลงเปนความสัมพันธเชิงพีชคณิตโดยอินทิเกรตเชิงตัวเลข 
(numerical integration)

uh = ( )∑
=
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rr           (8)

โดยที่ ∆V เปนพื้นที่หรือปริมาตรของโดเมนยอย Ω การประมาณคา
ลักษณะนี้ถูกใชใน Smooth Particle Hydrodynamics Method [8] และ
Reproducing Kernel Particle Methods [9]

3.2 การสรางระบบสมการพีชคณิต
การสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไข

ขอบเขตในรูปดั้งเดิมหรือรูปเขม เปนวิธีที่ใชในวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ
และวิธีเมชเลสหลายวิธีเชน Generalized Finite Difference Method
[1], Kansa’s Method [5], Method of Fundamental Solutions [6] และ
Differential Quadrature Method [7] ส่ิงหน่ึงที่วิธีเมชเลสเหลานี้เหมือน
กันคือ อนุพันธยอย (partial derivative) ในอันดับที่สูงที่สุดที่ปรากฏใน
สมการเชิงอนุพันธของฟงกชันฐานอยางนอยหน่ึงฟงกชันจะตองมีคาไม
เปนศูนย ตัวอยางเชนในการแกสมการเชิงอนุพันธพาราโบลิกสองมิติซ่ึง
มีอนุพันธยอยอันดับสองดวย Differential Quadrature Method ฟงก-
ชันฐานพหุนาม 1, x และ y ไมเพียงพอเพราะอนุพันธยอยอันดับสอง
ของฟงกชันฐานทั้งหมดมีคาเปนศูนย ฟงกชันฐานที่ควรเพิ่มเขาไปคือ
x2, xy และ y2

การสรางระบบสมการพีชคณิตอีกรูปแบบไดจากการแปลงสมการ
เชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตเปนสมการเชิงปริพันธหรือรูปออน 



กอนใชการอินทิเกรตเชิงตัวเลขสรางระบบสมการพีชคณิต โดเมนของ
ปริพันธอาจเปนโดเมนของปญหาดังเชนในวิธีไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงวิธีน้ี
แบงโดเมนเปนชิ้นประกอบเล็ก ๆ ที่ไมทับซอนกันและใชความสัมพันธ
เชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่ข้ึนกับชิ้นประกอบในการสรางระบบสมการ
พีชคณิต อีกวิธีที่หาผลเฉลยของสมการเชิงปริพันธที่มีโดเมนเปนโดเมน
ของปญหาไดแก Element-free Galerkin Method [3] วิธีน้ีตองแบงโด
เมนเปนชิ้นประกอบเล็ก ๆ ที่ไมทับซอนกันเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอ-ลิ
เมนต แตการที่ความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรใน Element-
free Galerkin Method ไมข้ึนกับชิ้นประกอบ ทําใหข้ันตอนการสรางชิ้น
ประกอบไมซับซอน และ Element-free Galerkin Method เขาขายวิธี
เมชเลส

การแปลงสมการเชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตเปนสมการเชิง
ปริพันธอาจกระทําในโดเมนยอย ซ่ึงทําใหไดจํานวนสมการเชิงปริพันธ
ที่มีโดเมนยอยเทากับจํานวนโดเมนยอย และสมการเหลานี้ใชสรางระ-
บบสมการพีชคณิตได โดเมนยอยตางจากชิ้นประกอบตรงที่มันอาจทับ
ซอนกันไดคลายกับที่แสดงในรูปที่ 3 เม่ือใชการสรางระบบสมการพีช-
คณิตในลักษณะนี้ควบคูกับความสัมพันธเชิงฟงกชันระหวางตัวแปรที่
ไมอาศัยชิ้นประกอบจะทําใหไดวิธีเมชเลสดังเชน Point Interpolation
Method [2,10] และ Local Meshless Petrov-Galerkin Method [4]

รูปที่ 3 สมการเชิงปริพันธอาจมีโดเมนเปนโดเมนยอยซ่ึงทับซอนกันได

4. Differential Quadrature Method
วิธีเมชเลสที่มีประสิทธิภาพและงายตอการใชวิธีหน่ึงคือ Differen-

tial Quadrature Method กําหนดใหโดเมนของปญหาคือ Ω และ
ขอบเขตคือ Γ สมการเชิงอนุพันธที่ตองการแกคือ

2

2

2

2
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∂
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∂  = g(x,y)          (9)

โดยมีเงื่อนขอบเขต

u(x,y) = h(x,y)    ((x,y) อยูบน Γ)      (10)

ภายในโดเมนมีบัพจํานวน N บัพ พิจารณาบัพ i ซ่ึงไมไดอยูบน Γ
กําหนดโดเมนยอย Ωi ซ่ึงประกอบดวย n บัพรวมทั้งบัพ i บัพจํานวน
n-1 บัพที่ลอมรอบบัพ i อาจเลือกจากบัพที่อยูใกลบัพ i ที่สุด ซ่ึง
โปรแกรมคอมพิวเตอรงาย ๆ สามารถหาบัพเหลานี้ได

ในการแกสมการ (9) และ (10) ดวย Differential Quadrature
Method ฟงกชัน u จะประมาณดวยผลรวมเชิงเสน (linear combina-
tion) ของฟงกชันที่เปนอิสระตอกัน n ฟงกชัน

( )jj y,xu = ( )∑
=

n

k
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1
      (11)

pk เปนฟงกชันฐานที่เปนอิสระตอกัน ตัวอยางของ pk คือพหุนามสอง
ตัวแปร โดย n = 6

p1(x, y) = 1      (12)
 p2(x, y) = x      (13)

p3(x, y) = y      (14)
p4(x, y) = x2      (15)
p5(x, y) = xy      (16)
p6(x, y) = y2      (17)

pk อาจรวมถึงฟงกชันพหุนามอันดับสูงซ่ึงจะชวยใหผลเฉลยที่คํานวณ
ไดมีความแมนยํามากขึ้น คาประมาณของอนุพันธยอยในสมการ (9) ที่
บัพ i สามารถหาไดโดยใชสมการ (11)
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นอกจากนี้คาอนุพันธยอยทั้งสองอาจประมาณดวยคาของตัวแปรที่บัพ
ตาง ๆ ใน Ω คลายกับการประมาณคาปริพันธดวยคาของตัวแปรที่บัพ
ตาง ๆ ในโดเมนของปริพันธ ซ่ึงเปนที่มาของช่ือวิธีน้ี
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แทนคาอนุพันธยอยของ u จากสมการ (18) และ (19) ลงในดานซาย
ของสมการ (20) และ (21) ตามลําดับ และแทนคา u จากสมการ (11)
ลงในดานขวาของสมการ (20) และ (21)
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สมการ (22) และ (23) สามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเมทริกซที่มี
bj และ cj เปนตัวแปรที่ไมทราบคา
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ดังน้ันสัมประสิทธิ์ bj และ cj ในสมการ (20) และ (21) ไดจากการแกสม
การ (24) สมการเชิงอนุพันธ (9) และเงื่อนไขขอบเขต (10) จึงสามารถ
แปลงเปนระบบสมการพีชคณิตที่ใชหาผลเฉลย ui ที่บัพ i เทากับ 1 ถึง
n ได

5. ตัวอยางการคํานวณ
เพื่อทดสอบการทํางานของ Differential Quadrature Method วิธี

น้ีจะใชเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการหาผลเฉลยของสมการ
เชิงอนุพันธ (9) และเงื่อนไขขอบเขต (10) โดยที่โดเมนของปญหาเปนส่ี
เหลี่ยมจัตุรัสดังแสดงในรูปที่ 4

รูปที่ 4 ปญหาตัวอยาง

ผลเฉลยแมนตรงของปญหาน้ีคือ h(x,y) ถาใช Differential Quadra-
ture Method และวิธีไฟไนตเอลิเมนต หาผลเฉลยโดยประมาณ ui ที่
บัพ i ภายใน Ω คาคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนสามารถคํานวณไดจาก
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ในข้ันตอนการเตรียมขอมูลกอนการใชวิธีไฟไนตเอลิเมนต เมชไม
เปนระเบียบซ่ึงประกอบดวยชิ้นประกอบสี่เหลี่ยม 4 บัพ (4-node quad-
rilateral element) จํานวน 100 ชิ้นประกอบจะถูกสรางข้ึน ทําใหมี
จํานวนบัพภายในโดเมน 81 บัพ สําหรับข้ันตอนการเตรียมขอมูลกอน
ใช Differential Quadrature Method ก็คลายกันและใชบัพจํานวนเทา
กันที่อยูตําแหนงเดียวกัน เพียงแตวาไมมีการสรางชิ้นประกอบหรือเมช
ฟงกชันฐานของ Differential Quadrature Method เปนฟงกชันพหุนาม
จํานวน 6 ฟงกชันตามสมการ (12)-(17)

ผลเฉลยจาก Differential Quadrature Method และวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตเปรียบเทียบกันใน 4 กรณี โดยแตละกรณีมีฟงกชัน g(x,y) และ
h(x,y) ตางกันดังน้ี

(1) g(x,y) = 4 ; h(x,y) = (x + y)2

(2) g(x,y) = 24(x + y)2 ; h(x,y) = (x + y)4

(3) g(x,y) = 2e(x+y) ; h(x,y) = e(x+y)

(4) g(x,y) = 2/(x + y + 2.5)3 ; h(x,y) = 1/(x + y + 2.5)

ตารางที่ 1 เปรียบเทียบคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยของ Differential
Quadrature Method (DQM) และวิธีไฟไนตเอลิเมนต (FEM)

กรณี DQM FEM
1 8.41091 x 10-16 3.41293 x 10-4

2 1.87105 x 10-2 1.98914 x 10-2

3 7.87303 x 10-5 8.27916 x 10-5

4 5.07985 x 10-5 6.55038 x 10-5

ตารางที่ 1 เปรียบเทียบคาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยจากวิธีทั้งสอง
ใน 4 กรณีดังกลาว เปนที่นาสังเกตวาในกรณีที่ 1 คาคลาดเคลื่อนของ
Differential Quadrature Method มีคานอยมากเนื่องจากการที่ฟงกชัน
ฐานของ Differential Quadrature Method ทั้ง 6 ฟงกชันรวมกันเปน
ฐานที่สมบูรณของปริภูมิฟงกชันพหุนามสองตัวแปรอันดับสองทําให 
Differential Quadrature Method สามารถใหผลเฉลยที่เปนฟงกชันพหุ
นามสองตัวแปรอันดับสองใด ๆ ไดอยางแมนยํา อยางไรก็ตามในกรณีที่
2 ถึง 4 ผลเฉลย Differential Quadrature Method และวิธีไฟไนตเอลิ-
เมนตมีคาคลาดเคลื่อนใกลเคียงกัน ผลการเปรียบเทียบน้ีแสดงใหเห็น
วา Differential Quadrature Method มีสมรรถนะไมดอยไปกวาวิธีไฟ-
ไนตเอลิเมนต แตใชงานไดงายกวาเนื่องจากทํางานโดยไมอาศัยชิ้น
ประกอบ

6. สรุป
วิธีเมชเลสไดเปรียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมอยางแพร

หลายเชนวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีไฟไนตเอลิเมนตตรงที่ข้ันตอนการ
เตรียมขอมูลของวิธีเมชเลสงายกวา ในบทความนี้แสดงใหเห็นหลักการ

( ) ( )y,xhy,xu =

( )y,xg
y

u
x

u
=

∂

∂
+

∂

∂
2

2

2

2

1

1

-1

-1



ทํางานของ Differential Quadrature Method ซ่ึงเปนวิธีเมชเลสที่เขาใจ
งายวิธีหน่ึงและมีสมรรถนะไมดอยไปกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต สําหรับวิธี
เมชเลสอื่น ๆ ที่ถึงแมจะมีข้ันตอนการกําหนดความสัมพันธเชิงฟงกชัน
ระหวางตัวแปรและขั้นตอนการสรางระบบสมการพีชคณิตจากสมการ
เชิงอนุพันธและเงื่อนไขขอบเขตตางจาก Differential Quadrature
Method แตก็นาจะมีประสิทธิภาพในการแกสมการเชิงอนุพันธใกลเคียง
กัน ในปจจุบันวิธีเมชเลสนอกจากจะไดรับการพัฒนาใหใชงานงายโดย
ไมอาศัยชิ้นประกอบในการทํางานแลว ยังไดรับการพัฒนาใหหาผล
เฉลยที่แมนยําข้ึนในการแกปญหาหลายรูปแบบอีกดวย จึงมีความเปน
ไปไดสูงที่วิธีเมชเลสจะเปนทางเลือกใหมของการคํานวณเชิงวิศวกรรม
ศาสตรในอนาคต
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