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บทคดัย่อ  

งานวจิยันี้กล่าวถงึการหาแบบจ าลองทางพลศาสตร์ของแขนกลที่มี 2 กา้นต่อโยงแบบยดืหยุ่น โดย
แบบจ าลองที่หาได้ใช้เป็นแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรบัการออกแบบระบบควบคุมที่เวลาจริง แขนกลที่
ออกแบบส าหรบังานทีต่อ้งการระยะเอือ้มไกล ซึง่ไมส่ามารถหลกีเลีย่งความหยุน่ตวัของแขนกล โดยกา้นต่อโยงของ
แขนกลมโีครงสรา้งแบบ five-bar linkage มตีวัขบัเป็นมอเตอรก์ระแสตรงอยูท่ีฐ่านเพือ่ไมใ่หโ้หลดของมอเตอรส์ง่ผล
ต่อการขบัเคลือ่นกา้นต่อโยง หลกัการหาแบบจ าลองพลศาสตรจ์ะใชห้ลกัความจรงิทีว่า่อุปกรณ์ตวัวดัความเร่งตดิอยู่
ที่ปลายของก้านต่อโยงที่มคีวามหยุ่นตวั และใช้วิธีการการหาสมการลากรานจ์ จากสมมติฐานของงานวิจยันี้
สามารถลดรูปแบบจ าลองทางพลศาสตร์ที่มคีวามซบัซ้อนให้เป็นแบบจ าลองของก้านต่อโยงที่ยดึตดิกบัมวลใน
ลกัษณะของสปรงิได ้และสามารถน าไปเขยีนสมการพลศาสตร์ในรูปแบบสมการปรภิูมสิเตต และจากการทดลอง
ตรวจสอบแบบจ าลองทางคณิตศาสตรท์ีห่าไดน้ี้โดยรปูแบบของโครงสรา้ง five-bar linkage ทีพ่ฒันาขึน้ จะเหน็วา่
กา้นต่อโยงที ่1 ทีย่ดึตดิกบัมอเตอรจ์ะเป็นลกัษณะเกรง็เมือ่เทยีบกบักา้นต่อโยงที ่4 ทีม่คีวามยาวมากกวา่ และจาก
ผลของการ simulation แบบจ าลองลดรูปที่หาได ้แสดงใหเ้หน็ว่าแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ดงักล่าวสามารถ
น าไปใชส้ าหรบัการออกแบบระบบควบคุมแบบเวลาจรงิได ้
ค ำหลกั: แขนกลแบบยดืหยุน่, แบบจ าลองทางคณติศาสตร ์
 
Abstract 

This research work is to find the dynamic model of a manipulator arm with two flexible links. The 
derived model is intent to use as a mathematical model of real-time controllers design. The manipulator is 
designed so that it is suitable for long reaching tasks. The links are formed using a five-bar linkage. The 
actuators, direct-drive DC motors, are located at the base of the manipulator so that the loads, due to the 
weight of the motors, do not affect the driving torque of the motors. The dynamic model is derived base 
on the fact that the accelerometers are attached to the tips of the elastic link, link 4. The dynamic model 
is derived using Lagrange equation method. With assumptions purposed in this work, the very 
complication dynamic model is reduced to a mass-spring linked model. The reduced dynamic model can 
be described in state space equation. And for our configuration, using five-bar linkage, it is shown from 
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experimentation that one of the flexible links, link 1 attached to a motor, is rigid compare to the long 
reach linkage, link 4 in our configuration. From the results of simulation based on the derived dynamic 
model, it is shown that the derived model is accurate enough for using as the mathematical model for 
designing of real-time controllers. 
Keywords:  Flexible manipulator arm, Five-bar linkage, mathematical model 
 

1. บทน า 
เนื่องจากแขนกลที่มกีารใชอ้ยู่ในอุตสาหกรรมส่วน

ใหญ่เป็นแบบแขนเกรง็ ซึ่งรูปแบบของการเคลื่อนที่จะ
ท าใหร้ะบบการตรวจวดัและการควบคุมสามารถท าได้
งา่ย แต่ในทางกลบักนัในลกัษณะของโครงสรา้งแบบนี้ก็
จะท าใหหุ้น่ยนตม์นี ้าหนกัทีม่ากและมตีวัขบัทีข่นาดใหญ่ 
รวมไปถึงไม่สามารถหลกีเลี่ยงการสัน่สะเทอืนทางกล
เนื่องจากการเคลื่อนที่ได้ ในปจัจุบนัจงึได้มกีารพฒันา
แขนกลทีใ่ชง้านในอุตสาหกรรม ซึง่ท าจากวสัดุทีม่คีวาม
อ่อนตวัและยดืหยุ่นมาใชแ้ทนแขนกลทีท่ าจากวสัดุแขง็
เกรง็มากขึน้ ซึ่งมขีอ้ดคีอืพลงังานทีใ่ชใ้นการขบัเคลื่อน
ลดลงมาก เนื่องจากแขนกลยดืหยุ่นจะมนี ้าหนักที่เบา
กว่าแขนเกร็ง รวมไปถึงสามารถแก้ปญัหาจากการ
สัน่สะเทอืนได้ แต่อย่างไรก็ตาม การควบคุมต าแหน่ง
ปลายของแขนกลแบบยดืหยุ่นท าไดย้ากกว่าเนื่องจาก
จะเกดิการแกว่งตวัที่ต าแหน่งปลายแขน และ รูปแบบ
ของสมการการเคลื่อนที่ค่อนขา้งที่จะซบัซ้อน โดยจะมี
บางเทอมที่มีรูปแบบไม่เป็นเชิงเส้น รวมถึงสมการมี
อนัดบัที่สูง ดงันัน้การน าแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
เข้ามาพิจารณาจึงมีความส าคัญอย่างยิ่ง  ซึ่งในทาง
ปฏบิตักิารหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตรจ์ากหุ่นยนตท์ี่
มคีวามยดืหยุน่คอ่นขา้งทีจ่ะมคีวามซบัซอ้นเนื่องมาจาก
จะต้องค านึงถึงทฤษฎีเกี่ ยวกับความยืดหยุ่นด้วย  
ฉะนัน้การออกแบบโครงสรา้งของตวัหุน่ยนตเ์องกม็สีว่น
ชว่ยใหค้วามซบัซอ้นของสมการลดลงไดด้ว้ย  

จากปญัหาข้างต้น ท าให้ผู้วิจยัเชื่อว่าสมการทาง
คณติศาสตรข์องหุน่ยนตแ์บบยดืหยุน่มคีวามส าคญั และ
เป็นตวัแปรน าไปสู่ความถูกตอ้งในการควบคุมหุ่นยนต ์
รวมถงึ สามารถลดปญัหาความซบัซอ้นของการควบคุม
เบื้องต้นได้ โดยในงานวจิยันี้จะท าการหาสมการทาง
คณิตศาสตร์ของหุ่นยนต์ แบบยดืหยุ่นทีใ่ชใ้นงานระยะ
เอือ้มไกล โดยใชส้มการพลงังานในการหา แต่จะท าการ

ลดตวัแปรบางตวัออกเพือ่ใหไ้ดส้มการทีถู่กตอ้งและงา่ย
ต่อการน าไปใชใ้นการควบคุมต่อไป 
2. ความรู้เบือ้งต้นของแขนหุ่นยนตแ์บบยืดหยุ่น 
การพฒันาหุน่ยนตแ์บบยดืหยุน่ในงานอุตสาหกรรม

มจีุดประสงค์เพื่อต้องการการลดขนาดของลงิค์ที่ใช้ใน
การขับเคลื่อน รวมถึงการสัน่ที่เกิดขึ้นขณะระบบ
ควบคุมแบบปิดท างานที่ความถี่สูงๆ ขอ้มูลเหล่านี้เป็น
เหตุผลหลกัท าใหเ้กดิการพฒันางานวจิยัในด้านนี้มาก
ขึน้ โดยทีก่ารออกแบบแขนหุ่นยนต์ในลกัษณะนี้ ขึน้อยู่
กบัลกัษณะทีใ่ชง้านเป็นส าคญั ดงันัน้ในงานวจิยัทีผ่่าน
มาสามารถสรุปลกัษณะที่จ าเป็นส าหรบัหุ่นยนต์แบบ
ยดืหยุน่ในงานอุตสาหกรรมไดด้งันี้ 

1) ปรมิาตรหรอืบรเิวณการท างาน (workspace) 
บรเิวณการท างานควรมคีวามเหมาะสมกบัลกัษณะการ
ท างานเนื่องจากการทีต่อ้งการลดขนาดของลงิคท์ีใ่ชใ้น
การเคลื่อนที ่ดงันัน้มอเตอรท์ีใ่ชใ้นการขบัเคลื่อนจ าเป็น
ที่ต้องอยู่ที่ฐานของหุ่นยนต์ รูปแบบของหุ่นยนต์ที่
ออกแบบจงึจ าเป็นทีจ่ะตอ้งเป็นโครงสรา้งแบบขนานท า
ให้ปริมาตรของการท างานจะน้ อยเมื่อ เทียบกับ
โครงสร้างแบบอนุกรม ด้วยข้อจ ากัดดังกล่าว ถ้า
ต้องการให้มบีรเิวณพื้นที่ที่ใช้ท างานที่มากจ าเป็นต้อง
ออกแบบใหโ้ครงสรา้งแบบขนานมขีนาดทีใ่หญ่ขึน้ดว้ย 

2) ความหลวมของชุดเฟืองทด  (Backlash) คือ
ความหลวมของชุดเฟืองทดที่มักจะเกิดขึ้นในระบบ
ส่งผ่านก าลงัหรอืชุดเฟืองทดที่ต่อระหว่างแกนมอเตอร์
กบักา้นต่อโยงของแขนกล ความหลวมของชุดเฟืองทด
มผีลต่อความผดิพลาดทีอ่าจจะเกดิขึน้กบัอุปกรณ์วดัมุม
ของมอเตอร์ ซึ่งจะก่อใหเ้กดิความไม่เป็นเชงิเสน้ในชุด
ควบคุม และยงัมผีลต่อความผดิพลาดทีเ่กดิขึน้จากการ
วดัค่าของโหมดเชฟ รวมถงึระยะการโคง้งอของแขนกล 
มมุทีเ่ปลีย่นแปลงจากการสัน่สะเทอืน 
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3) ในการควบคุมแขนทีม่คีวามยดืหยุ่นตวั จะตอ้ง
พยายามท าให้มวลของก้านต่อโยงมีผลต่อแรงหรือ
โมเมนต์ทีใ่ชใ้นการควบคุมการเคลื่อนทีก่า้นต่อโยงใหม้ี
ค่าน้อยที่สุด หรอืท าใหค้่าความเฉื่อยนี้ใหม้คี่าน้อยเมื่อ
กา้นต่อโยงถูกขบั ในขณะเดยีวกนักย็งัตอ้งการคงความ
แขง็แรงไวใ้นระดบัหนึ่ง จงึเลอืกกา้นต่อโยงทีม่หีน้าตดั
กลวงเป็นรปูวงกลม (tubular cross section)  

4) แรงเสยีดทาน (Friction) แรงเสยีดทานทีข่อ้ต่อ
ต่างๆของแขนกลควรออกแบบใหม้คี่าน้อย เนื่องจากค่า
ความเสยีดทานที่เกิดขึ้นจะมีผลต่อความถูกต้องของ
สมการการเคลื่อนที ่และยงัสง่ผลต่อไปยงัความซบัซอ้น
ทีจ่ะเกดิขึน้กบัระบบควบคุมของแขนกลแบบยดืหยุน่อกี
ดว้ย 

3. งานวิจยัของแขนกลแบบยืดหยุ่นท่ีผา่นมา 
งานวิจัยของแขนกลแบบยืดหยุ่นที่ผ่ านมามี

มากมาย รวมถงึวธิกีารหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตรก์็
มีความหลากหลาย ในที่นี้ จะกล่าวเฉพางานวิจัยที่
น่าสนใจซึง่มดีงัต่อไปนี้ 

1) แขนกลแบบยดืหยุน่ทีม่ ี3 องศาอสิระแบบใหม่ 
โดย J.A. Somolinos, V. Feliu, L. Sanchez [6] เป็น
โครงสร้างแบบอนุกรมที่ม ี3 องศาอิสระคอืมกีาร
เคลือ่นทีใ่นแนวแกน X-Y-Z โดยมกีารน าโครงสรา้งแบบ 
Five-Bar Linkage มาใชใ้นการขบัเคลื่อนแขนกล โดยมี
มอเตอรแ์กนที ่1 และ 2 อยูท่ีฐ่าน สว่นมอเตอรท์ี ่3 จะ
อยูท่ีแ่กนของมอเตอรต์วัที ่2 ดงัแสดงในรปูที ่1 แขนกล
ชนิดนี้มปีรมิาตรในการท างานเป็นทรงกลม และรปูแบบ
ของกา้นต่อโยงแต่ละกา้นจะใช้จะมหีน้าตดัเป็นแบบรูป
วงกลมกลวง แนวคดิในการสรา้งและออกแบบแขนกลนี้
เป็นการย่อขนาดแขนกลขนาดใหญ่ให้มขีนาดเล็กลง
เพื่อใหแ้ขนกลมขีนาดเลก็และมคีวามยดืหยุ่นตวัและใช้
เป็นต้นแบบของการควบคุมแขนขนาดใหญ่ได้ใน
อนาคต ขอ้ดขีองแขนกลชุดนี้คอื กา้นต่อโยงจะมขีนาด
เลก็ เนื่องจากการที่มอเตอร์อยู่ที่ฐานของแขนกล และ
จากการทีค่วามยาวของแต่ละกา้นต่อโยงไดม้าจากการ
ทดลองท าให้การเคลื่อนที่ของทัง้ 3 องศาอสิระท างาน
ไม่ขึ้นต่อกนั ขอ้เสยีของแขนกลชุดนี้คอื มปีรมิาตรใน
การท างานทีน้่อย 

 
รปูที ่1 แขนกลแบบยดืหยุน่ทีม่ ี3 องศาอสิระ [6] 
2) แขนกลขนาดใหญ่และยดืหยุ่น (RALF) โดย 

Wayne Book, Klaus Obergfell [4] เป็นการผสม
ระหว่างโครงสรา้งแบบขนานทีม่ ี2 องศาอสิระคอืมกีาร
เคลื่อนทีใ่นแนวระนาบ X-Y โดยใชก้ระบอกสบูแบบไฮ
ดรอลิกขบัในแนวเส้นตรง มีกระบอกสูบตัวใหญ่อยู่ที่
ฐานส าหรบัขบัเคลือ่นทัง้โครงสรา้ง และมกีระบอกสบูตวั
ที่ 2 ที่มขีนาดเลก็ขบัเคลื่อนปลายแขน (End-Effector) 
โดยการน าโครงสรา้งแบบ Five-Bar Linkage มา
ประยกุตใ์ชซ้ึง่ตัง้อยูบ่นแกนของกระบอกสบูตวัที ่1 ขอ้ดี
ของแขนกลชุดนี้คือ โครงสร้างของแขนกลมีความ
แข็งแรงมากเนื่ องมาจากการที่ ใช้กลไก  Five-Bar 
Linkage ในการขับปลายแขนกลและมีปริมาตรการ
ท างานที่มาก ข้อเสียของแขนกลชุดนี้ คือ มีขนาด
โครงสรา้งทีใ่หญ่มาก โดยถ้าจะใชม้อเตอรเ์ป็นตวัขบัจะ
มขีนาดคอ่นขา้งใหญ่ 

 
รปูที ่2 แขนกลขนาดใหญ่และยดืหยุน่ (RALF) [4] 
3) แขนกลแบบหยุน่ตวั 2 กา้นต่อโยงทีม่ ี3 องศา

อสิระโดย Tsuneo Yoshikawa, Hiroki Murakami, Koh 
Hosoda [5] เป็นโครงสรา้งแบบอนุกรมทีม่ ี3 องศา
อิสระคือมกีารเคลื่อนที่ในแนวแกน X-Y-Z ในลกัษณะ
ของแขนกลแบบเกรง็ทัว่ไปเพยีงแต่ลดขนาดของก้าน
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ต่อโยง และเพิม่มวลหนึ่งก้อนเพื่อเป็นตวัรกัษาสมดุล
ของระบบ ขอ้ดขีองแขนกลชุดนี้คอื กลไกมคีวามไม่
ซับซ้อนท าให้สามารถหา forward kinematics ได้ง่าย 
ขอ้เสยีของแขนกลชุดนี้คอื มอเตอรไ์มไ่ดอ้ยูท่ีฐ่านท าให้
ตอ้งใส่มวลเพื่อถ่วงน ้าหนักของแขนกลและถ้าตอ้งการ
เพิม่ปรมิาตรการท างานจ าเป็นที่จะต้องเพิม่ขนาดของ
แขนกลใหใ้หญ่ขึน้ตาม 

จากข้อดีและข้อเสียของงานวิจัยที่ผ่านมาได้ข้อ
สรุปว่าต าแหน่งการติดตัง้อุปกรณ์ขบัของแขนกลส่วน
ใหญ่จะพยายามให้อยู่ที่ฐานให้มากที่สุดเพื่อลดขนาด
ของกา้นต่อโยง และโครงสรา้งของแขนกล โดยจะมกีาร
น า โครงสร้างแบบ Five-Bar Linkage มาช่วยในการ
ขบัเคลื่อนปลายแขน (End-Effector) โดยท าหน้าที่ใน
การส่งผ่านแรงจากอุปกรณ์ขบัเคลื่อนทีฐ่านไปยงัปลาย
แขน ฉะนัน้แขนกลทีจ่ะท าการออกแบบจะถูกออกแบบ
ให้ตัวขบัอยู่ที่ฐานโดยจะลดขนาดของก้านต่อโยงได ้
และจะท าการลดโมเมนต์ความเฉื่อยโดยการใชก้้านต่อ
โยงที่มหีน้าตดักลวงเป็นรูปวงกลม รวมถงึลดปญัหาที่
เกิดจากความหลวมของชุดเฟืองทด (Backlash) โดย
เลอืกใชต้วัขบัชนิดที่ไม่มชีุดเฟืองทด และมอีุปกรณ์ตวั
วัดมุมภายในตัว ดังนั ้นโครงสร้างที่ออกมาจะเป็น
โครงสรา้งแบบขนานจงึมปีรมิาตรในการท างานน้อยจงึ
ตอ้งมกีารเพิม่ความยาวทีก่า้นต่อโยงของแขนกล 

 
รปูที ่3 แขนกลแบบหยุน่ตวั 2 กา้นต่อโยงทีม่ ี3 องศา

อสิระ [5] 
4. การออกแบบแขนกลแบบยืดหยุ่น 

จากลกัษณะเฉพาะของแขนกลแบบยืดหยุ่นที่ได้
ศกึษามาในหวัขอ้ 3 เราสามารถน ามาออกแบบ 

โครงสร้างของแขนกลแบบยืดหยุ่นที่ใช้ในระยะ
เอื้อมไกลโดยมีโครงสร้างแบบขนานได้ดังรูปที่ 4 
อุปกรณ์ขบัและ อุปกรณ์วดัมุมจะถูกตดิตัง้ไวท้ีฐ่านของ
แขนกลเพือ่ลดขนาด และน ้าหนักของกา้นต่อโยงทีใ่ชใ้น
การขบัปลายแขนกล โดยสามารถลดความหลวมของชุด
เฟืองจากการเลอืกใชม้อเตอรแ์บบขบัตรง (Direct Drive 
Motor) แทนมอเตอร์ชนิดใชเ้ฟืองทดเป็นตวัขบัแบบ
ทัว่ๆไป การเลอืกใช้มอเตอร์แบบขบัตรงนี้แทนที่จะใช้
มอเตอร์แบบมชีุดเฟืองทด ชุดเฟืองทดที่ใช้ในแขนกล
ทัว่ไปส่วนใหญ่จะเป็นชุดเฟืองทดที่อัตราการทด
ความเรว็ค่อนขา้งสูง ค่าอตัราทดความเร็วที่สูงนี้จะดูด
ซับแรงที่เกิดจากการสัน่เทือนของแขนกลในขณะ
เคลือ่นที ่ท าใหก้ารรบัรูแ้รงในสว่นนี้จงึมน้ีอย ดงันัน้การ
ควบคุมจงึตอ้งขึน้อยู่กบัชุดอุปกรณ์วดัต าแหน่งทีป่ลาย
แขนเป็นหลกั การใชม้อเตอร์แบบขบัตรงนี้เนื่องจากไม่
มชีุดเฟืองทด ดงันัน้แรงที่เกดิจากการสัน่สะเทอืนของ
แขนยดืหยุ่นจะส่งผลกระทบโดยตรงที่มอเตอร์ ท าให้
สามารถใชข้อ้มลูนี้ช่วยในการออกแบบระบบควบคุมทีม่ ี
ความหลากหลายมากขึน้ แต่การออกแบบขอ้ต่อส าหรบั
ตดิตัง้ชุดมอเตอร์แบบขบัตรงก็จะมคีวามสลบัซบัซ้อน
มากขึน้ตามไปดว้ย ในงานวจิยันี้จะไมค่รอบคลุมถงึการ
ออกแบบข้อต่อที่มีประสิทธิภาพส าหรับใช้กับการ
ขบัเคลือ่นดว้ยมอเตอรแ์บบขบัตรง 

รูปที ่4 และรูปที ่5 แสดงโครงสรา้งของแขนกล
แบบยดืหยุ่นทีพ่ฒันาขึน้  ฐานของแขนกลชุดนี้แสดง
ต าแหน่งของก้านต่อโยงที่ 0 มอเตอร์แบบขบัตรงจะ
ตัง้อยู่ที่ทัง้ 2 ฝ ัง่ของฐาน มอเตอร์ตวัที่ 1 ท าหน้าที่ขบั
ก้านต่อโยงที่ 1 ส่วนมอเตอร์ตวัที่ 2 ท าหน้าที่ขบัก้าน
ต่อโยงที ่2 โดยผา่นกลไกแบบ Five-bar linkage เพื่อ
สง่แรงผา่นกา้นต่อโยงที ่3 ซึง่กา้นต่อโยงที ่2 และ 4 จะ
เคลื่อนที่ขนานกนั ในท านองเดียวกนัก้านต่อโยงที่ 1 
และ 3 จะเคลื่อนที่ขนานกนัดว้ย โดยที่ก้านต่อโยงที่ 1 
และกา้นต่อโยงที ่3 ยาว 62 เซนตเิมตร กา้นต่อโยงที ่2 
ยาว 32 เซนตเิมตร และก้านต่อโยงที่ 4 ยาว 132 
เซนตเิมตร จากโครงสรา้งแบบขนานท าใหส้ามารถหา
ช่วงของมุมการเคลื่อนที่ของมอเตอร์ รูปที่ 4 แสดง
โครงสรา้งของกลไกแบบ Five-bar linkage ทีใ่ชใ้นแขน
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รปูที ่4 โครงสรา้งของแขนกลแบบยดืหยุน่ทีอ่อกแบบไว ้
 

กลแบบยดืหยุน่ทีพ่ฒันาขึน้ โดยก าหนดให ้ 3q  คอืมุมที่
วดัระหว่างก้านต่อโยงที่ 1 กบั 2 หรอืมุมที่วดัระหว่าง
ก้านต่อโยงที่ 3 กับ  4 โดยที่ความสัมพันธ์ของมุม
ส าหรบักรณี 3 90q  คือ 3 1 2 35q q q= - =  เป็น
ค่ามุมน้อยทีสุ่ดทีจ่ะป้องกนัไม่ใหเ้กดิการชนกนัระหว่าง
ก้านต่อโยงที่ 3 และ 4 และจะเห็นพบว่ามุมที่ข้อต่อที่
หนึ่งจะมคีา่ 10 90q   ในท านองเดยีวกนัจากรปูที ่4 
สามารถหาค่ามุมมากที่สุดของ 3q  ส าหรับกรณี 

3 90q   จะได้ 3 1 2180 145q q q= - - =  คือค่า
มุมมากทีสุ่ดทีก่า้นต่อโยงจะไม่เกดิการชนกนั โดยทีมุ่ม
การเคลื่อนที่ของมอเตอร์ตัวที่ 2 จะมีช่วงของการ
เคลื่อนที่คอื 235 55q-    นอกจากนัน้ที่ปลายแขน
กล (End-Effector) แสดงดงัรูปที่ 5 จะมกีารตดิตัง้
อุปกรณ์วดัความเร่ง 2 ตวั โดยตวัที ่1 วดัความเร่งใน
แนวแกนก้านต่อโยงที่ 4 (แกนX) ส่วนอกีตวัวดั
ความเร่งในแนวตัง้ฉากกบักา้นต่อโยงที ่4 (แกนY) และ
ทศิทางทีพุ่่งออกจากอุปกรณ์วดัความเร่งเป็นบวก หรอื
ตามแนวหวัลูกศรทีแ่สดงในรูปที ่5 ขณะทีด่า้นขา้งของ
ปลายแขนออกแบบไวส้ าหรบัใส่มวลเพื่อถ่วงน ้าหนักที่
ปลายแขนเพื่อใหน้ ้าหนักทัง้หมดของแต่ละก้านต่อโยง
รวมกนัเป็นกอ้น (lumped mass)  

 

 
รปูที ่5 แขนกลแบบยดืหยุน่ทีพ่ฒันาขึน้ 

สมมติฐานของแขนกลแบบยืดหยุ่น 
พจิารณาแขนกลแบบยดืหยุ่นตามรูปที่ 6 โดย

สมมตใิหก้า้นต่อโยงที ่1 และ 4 เป็นกา้นต่อโยงทีม่ี
ความยดืหยุน่แต่ละกา้นมคีวามยาวเท่ากบั 62 cm และ
132 cm ตามล าดบั มมีวล M1 และ มวล M2 เป็นมวล
แบบกอ้นรวม (Lumped mass) ทีแ่ต่ละปลายของกา้น
ต่อโยงที่ 1 และก้านต่อโยงที ่4 ตามล าดบั โดยที่
มอเตอรท์ีใ่ชใ้นการขบัเป็นแบบขบัตรง (Direct Drive 
Motor)  
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รูปท่ี 6 ภาพประกอบสมมตฐิานของแขนกลแบบหยุน่ตวั 

 
รปูที ่7 การตัง้เฟรมและแสดงคา่พารามเิตอรต์่าง ๆ 

ของแขนกล 
การหาสมการของแขนกลที่ได้ออกแบบและสร้าง

ขึน้ตามสมมตฐิานดงันี้ 
1. พจิารณา มวล M1 และ มวล M2 เป็นแบบ point 

mass 
2. ไมพ่จิารณาน ้าหนกัของกา้นต่อโยงที ่1 และ 4 

เมือ่เทยีบกบัน ้าหนกัของมวล M1 และ มวล M2 
3. ไมพ่จิารณาความเสยีดทานของมอเตอร ์ และขอ้

ต่อของกา้นต่อโยง 
5. ความสมัพนัธร์ะหว่างแรงกบัการเปล่ียนรปู 

(Deformation) 
การหาสมการพลศาสตร์ของแขนกลแบบหยุ่นตวันี้ 

ได้มีการศึกษากันมาอย่างกว้างขวาง ส่วนใหญ่จะใช้
วธิกีารสมมตโิหมดของการสัน่หรอื assumed mode 
เพื่อช่วยในการก าหนดต าแหน่งหรอืก าหนดพกิดัของ
แขนกล แต่ในงานวิจัยนี้ จะใช้การก าหนดพิกัดต่าง
ออกไป จากทีก่ าหนดแลว้ว่าจะวดัการยดืหยุ่นของแขน
กลโดยใช้อุปกรณ์ตวัรู้ที่ติดตัง้อยู่ที่ปลายแขนของก้าน
ต่อโยงที ่4 ดงันัน้ระบบพกิดักจ็ะแตกต่างกนักบัวธิกีาร
ของ assumed mode ก าหนดใหเ้วกเตอร์ iD  และ

เวกเตอร ์ i  แสดงค่า displacement deformation และ 
angular deformation ตามล าดบั ขณะที ่ Ei แทนเฟรม
ของแขนกลที่ไม่เกดิการเปลี่ยนรูป และ Eei แทนเฟรม
ของแขนกลทีเ่กดิการเปลีย่นรปู โดยจะไดค้่าการเปลีย่น
รูปของเฟรม Eei  เทียบกับเฟรม Ei ดงัรูปที่ 7 เรา
สามารถเขยีนเวคเตอรท์ีก่ าหนดต าแหน่งปลายแขนของ
แขนหุ่นยนต์แบบยดืหยุ่นตัวของแต่ละก้านต่อโยงได้
ดงันี้  

( 1,2)i i ix iyD l i   =                (1) 

        ( 1,2)i ix iy i    =               (2) 
โดยท่ี il  แทนความยาวของก้านต่อโยงตามแนวแกน
ของเฟรมที ่i, i  แทนการเปลีย่นรปูของความยาว และ 

i  แทนการเปลีย่นรปูของมุมโดยใชส้มการของสปรงิจะ
ไดค้วามสมัพนัธร์ะหวา่งแรง กบัการเปลีย่นรปู ดงันี้ 

1 3

3 2

i i i i

T

i i i i

f K K

n K K





     
=     

     
              (3) 

โดย if  แทนแรง และ in  แทนโมเมนต์ของกา้นต่อโยง
ที ่i เทยีบกบัเฟรม Ei และ ijK  คอื ค่า stiffness ของ
กา้นต่อโยง ซึง่สามารถเขยีนไดด้งันี้ 

 

3 3

1 / 12 / 12 /i i i i i i i i i i

ia ib ib

K diag AE l E I l E I l

diag K K K

 =    

 

2
ˆ / 4 / 4 /i i i i i i i i i i

ic id id

K diag G I l E I l E I l

diag K K K

 =    

2

3

2

0 0 0 0 0 0

0 0 6 / 0 0

0 6 / 0 0 0

i i i i ie

i i i ie

K E I l K

E I l K

   
   = -
   

-      

iE  คอื Young’s modulus ของกา้นต่อโยงที ่i (N/m2) 

iG  คือ modulus of transverse of elasticity ของกา้น
ต่อโยงที ่i (N/m2) 

iA  คอื พืน้ทีห่น้าตดัของกา้นต่อโยงที ่i (m2) 

il  คอื ความยาวของกา้นต่อโยงที ่i (m) 

iI  คอื area moment of inertia ของกา้นต่อโยงที ่i 
(m4) 
ˆ
iI  คอื polar moment of inertia of area ของกา้นต่อ

โยงที ่i (m4) 
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จากสมมติฐานข้างต้นน าไปสู่การพิจาณาการตัง้
เฟรมของแขนกลโดยจะพจิารณาเฟรมทีม่คีวามยดืหยุน่
เพิม่ดว้ย รูปที่ 7 ใหจุ้ด O เป็นจุดศูนยก์ลางของเฟรมที่
ฐานเพื่อที่จะอธิบายความยดืหยุ่นของการต่อโยงที่ 1 
และ 2 จะท าการเพิม่เฟรมของความยดืหยุน่ Eei โดยที่
เฟรมนี้จะอยู่กบัก้านต่อโยงที่ i และมทีศิเดยีวกบั
เฟรมEi เมือ่ไมม่รีะยะโก่งตวัของกา้นต่อโยงเกดิขึน้โดย
จะได ้Rotation Matrix ดงันี้  

1 1

0

1 1 1

cos sin 0

sin cos 0 ,

0 0 1

R

q q

q q

- 
 =
 
  

2 2

1

2 2 2

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

e R

q q

q q

- 
 =
 
  

               (4) 
จากการไมพ่จิารณาเทอมดกีร ี2 จะได ้rotation matrix 
ของ 1

1eR  คอื 

1

1

1 1

1 1

1 0

0 1

1

y

e x

y x

R





 

 
 

= - 
 - 

              (5) 

ดงันัน้สมการ rotation matrix จาก เฟรม 0 ถงึ เฟรม 2 
คอื 
0 0

1 1T R=                  (6) 
0 0 1 1

2 1 1 2

e

eT R R R=                 (7) 
 

สมการการเคล่ือนท่ีของ Tip Lumped Masses 
จากรปูที ่7 จะไดส้มการเวกเตอรแ์สดงต าแหน่ง

ของมวลทีป่ลายแขนกลเทยีบกบัเฟรม 0E คอื 

( 1,2)ir i = , 0

1

i

i j j

j

r T D
=

=                (8) 

จากสมการนี้ ท าการหาอนุพนัธเ์ทยีบกบัเวลาจะได้
สมการความเรว็ และความเรง่ดงันี้ 

2
* 0

1 1

( )
i

i jk k j j j j

j k

r U U D T Dq
= =

 
=   

 
               (9) 

2 2
* **

1 1

[ ( 2 )
i

i jkl k l jk k jk k j j

j k l j

r U U U U Dq q q q
= = =

 
=    

 
    

     
2

* 02( ) ]jk k j j j j

k j

U U D T Dq
=

                     (10) 

โดยที ่ 0 ,jk j

k

U T
q


=


 

       ,jkl jk

l

U U
q


=


 

       * * 0 1 1

1 2 1 1 20, ( ) ,e

e

d
U U R R R

dt
= =               (11) 

      
2

** ** 0 1 1

1 2 1 1 20, ( ) ,e

e

d
U U R R R

dt
= =  

      * * *

1 2 20, ,k k

k

U U U
q


= =


 

ซึง่ตวั subscript ตวัแรก j ของ U แสดงวา่ jU  เป็น
อนุพนัธข์องเมตรกิซ์ 0

jT , subscript ตวัที ่2 และ 3 (k 
และ l) แทนอนุพนัธ์เมื่อเทียบกับ kq  และ lq  
ตามล าดับ และ superscript แทนอนุพันธ์ของ 1

1eR

เทยีบกบัเวลา  
6. สมการพลศาสตรข์องแขนกลแบบยืดหยุ่น 

(Dynamics model of flexible manipulator arm) 
6.1 พลงังานจลน์ (Kinetic Energy) 

จากสมมติฐานหวัข้อ 4 เราสามารถเขยีนสมการ
พลงังานจลน์ทัง้หมด (total kinetic energy) ของแขน
ก ล ป ร ะ ก อ บ ไ ป ด้ ว ย  พ ลั ง ง า น จ ล น์
จ า ก  lumped mass แ ล ะ พ ลั ง ง า น จ า ก ก า ร ห มุ น 
(rotational energy) ของมอเตอร์ โดยให้ Eki แทน
พลงังานจลน์ของกา้นต่อโยงที ่i 

2

1 1 1 1 m1 1

1 1
I ,

2 2

T

kE m r r q=                  (12) 

2

2 2 2 2 m2 2

1 1
I ,

2 2

T

kE m r r q=                      (13) 

ซึง่ mI i แทน rotational inertia ของมอเตอรท์ี ่i  

จะไดพ้ลงังานจลน์ทัง้หมดคอื 
2

1

k ki

i

E E
=

=             (14) 

6.2 พลงังานศกัย ์(Potential Energy) 
จากสมการที ่(3) พลงังานศกัย์ของการยดืหยุ่น 

(potential of elasticity) ของกา้นต่อโยงที ่i, piE (i = 
1,2) คือ   

1 3

3 2

1

2

i i iT T

pi i i T

i i i

K K
E

K K


 



   
 =     

   
           (15) 

และพลังงานศักย์เนื่ องจากแรงโน้มถ่วงของโลก 
(potential energy from gravity) , pgE , คือ 

1 1 2 2,T T

pgE m g r m g r=                                     (16) 

ซึง่   00 0
T

g g= , 0g  คอืความเร่งเนื่องจากแรง
โน้มถ่วงของโลก ดงันัน้ พลงังานศกัยร์วมคอื 
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2

1

pi pg

i

V E E
=

=                                       (17) 

6.3 สมการการเคล่ือนท่ีของแขนกล (Equation of 
motion of the robot) 

โดยนิยามของสมการของลากรองจ์ (Lagrange 
Equations) เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ที่ใช้อธิบายการ
เคลื่อนทีข่องระบบทางกล การอธบิายการเคลื่อนที่โดย
ใช้วธิีนี้จะอธิบายในรูปของพลงังานจลน์และพลงังาน
ศกัย ์ ดงันัน้ในการหาแบบจ าลองทางคณิตศาสตรโ์ดย
วิธีการของลากรองจ์นี้ จะต้องหาพลังงานจลน์และ
พลงังานศกัยข์องระบบทางกลนี้ก่อน และจะสามารถหา  
Lagrangian จากสมการ     KL E V= -            (18) 
และเมื่อไดพ้ลงังานทัง้สองแลว้กจ็ะสามารถค านวณหา
พลศาสตร์ของระบบทางกลนี้ได้จากสมการของลาก
รองจค์อื 

     ( 1,2)i

ii

d L L
i

dt


qq

  
- = = 

 
                  (19) 

โดยให ้joint displacements iq ( 1,2)i =  เป็น 
generalized coordinate และ i  คอืทอรก์ของมอเตอร์
ทีส่่งผ่าน joint จากสมการที ่(9) ถงึ (18) แทนค่าใน
สมการที ่(19) จะไดส้มการ 

2

m

1 1

{ ( ) ( )} I
j

T

i j j ki k i i

j k

m r g U D q
= =

=            (20) 

สมการของลากรองจ ์(Lagrange Equations) โดยให ้
displacement deformation i ( 1,2)i =  และangular 
deformation i ( 1,2)i =  คอื generalized coordinate
จะไดค้วามสมัพนัธด์งันี้ 

0,
ii

d L L

dt 

  
- = 

 
                                         (21) 

0,
ii

d L L

dt 

  
- = 

 
                                      (22) 

ในท านองเดยีวกบัการได้มาของสมการที่ (20) จะ
ได ้สมการการเคลือ่นทีใ่นรปูของคา่ deformation ดงันี้ 

0 0

1 1 2 1 1 1 11 1 13 1( ) ( ) 0,T Tm T r g m T r g K K      =

                                                    (23) 
0

2 2 2 21 2 23 2( ) 0,Tm T r g K K    =            (24) 

2 2 2 13 1 12 1( ) 0,T Tm V r g K K    =            (25) 

23 2 22 2 0,TK K  =               (26) 

โดย  *

2 2 2

1

( )
T

V U D



=


                                      (27) 

จากสมมตฐิานของหวัขอ้ 4 ที่พจิารณามวล M1 
และ มวล M2 เป็นแบบ point mass จะท าใหส้ามารถหา
คา่ i  ในรปูฟงักช์นัของ iq  และ i  จากสมการที ่(20) 
และ (23) ถงึ (27) ไดด้งันี้ จากสมการที ่(27), 

1

2 22 23 2

TK K -= -  มหีน่วยเป็น radian            (28) 
จากสมการที ่(23) ถงึ (27) จะไดค้า่ 1  คอื 

1 0 1 1

1 12 2 2 21 23 22 23 2 12 13 1( )T T TK V T K K K K K K  - - -= - -

 มหีน่วยเป็น radian                            (29) 
โดยการน าสมการที่ (28) และ (29) หาอนุพันธ์

เทยีบกบัเวลาจะไดพ้ารามเิตอร์ 
i ,

i น าไปแทนใน
สมการที ่(20), (23) และ (24) ดงันัน้จะไดส้มการการ
เคลื่อนที ่(Equation of Motion) ทีไ่มข่ึน้กบัพารามเิตอร์ 
  ซึ่งเป็นรูปแบบของสมการการเคลื่อนที่ที่แสดง
ลักษณะของแขนกลแบบยืดหยุ่นในงานวิจัยนี้ และ
สามารถจะน าไปใชต้่อในการควบคุมค่าพารามเิตอร ์ i  
ใหป้ลายแขนกลมกีารสัน่เกดิขึ้นน้อยที่สุด การแทนค่า
ดงักล่าว สมการจะค่อนขา้งยาวมากและมคีวามซบัซอ้น
พอสมควร ฉะนัน้ในการจดัรูปของสมการนี้ในรูปของ 
state equation เพื่อใชส้ าหรบัออกแบบระบบควบคุม
ปลายแขนกลจะท า ได้ย าก  ดังนั ้นจึงต้อ งมีการ
ตัง้สมมตฐิานเพิม่เตมิเพื่อตดับางสว่นของสมการทีจ่ะไม่
พจิารณาออกไป และการลดทอนสมการจากสมมตฐิาน
สามารถท าไดจ้ากการลดทอนสมการที่ (9) และสมการ
ที ่(10) เพือ่งา่ยต่อการน าไปใชค้วบคุมต่อไป  

7. สมการปริภมิูสเตต (State-space equation) 
จากหวัข้อที่แล้ว จะเห็นว่าสมการพลศาสตร์ของ

แขนหุ่นยนต์แบบยืดหยุ่นนี้ มีความสลับซับซ้อน
ค่อนขา้งมาก และไม่เหมาะส าหรบัใช้ในการออกแบบ
ระบบควบคุม  เพื่ อท า ให้สมการทางพลศาสตร ์
(Dynamic equation) มคีวามซบัซอ้นน้อยลงงา่ยต่อการ
หาสมการปรภิูมสิเตต (state space equation) และ
เหมาะสมส าหรบัใชใ้นการออกแบบระบบควบคุม ผูว้จิยั
ไดท้ าการเพิม่สมมตฐิานดงันี้ 
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1.สมการที่ได้มวีตัถุประสงค์ที่จะต้องการควบคุม
การสัน่บรเิวณจุดปลายทีต่อ้งการเท่านัน้ ดงันัน้จงึสมมติ
ว่าไม่พิจารณาเทอมของค่าเวกเตอร์ความเร่งที่เกิด
จาก Coriolis และ Centripetal force 

2. ก าหนดใหก้า้นต่อโยงไมเ่กดิการเปลีย่นรูปตาม
แนวแกนของกา้นต่อโยง ( 0x = )  

3. ถ้าระหว่างการเคลื่อนที ่ระยะการเคลื่อนทีเ่กดิ
จากการสัน่มคี่าน้อย ดงันัน้จงึไม่พจิารณาเทอมของค่า 
  และ  ยกเว้นถ้าเป็นเทอมที่เกิดจากสมการของ
สปรงิ 
จากสมมติฐานจะได้สามารถลดทอนสมการความเร่ง 
(10) ไดด้งันี้ 

0

1 11 1 1 1 1r U D Tq =                (30) 
0

2 11 1 21 2 1 22 2 2 2 2 2 2( )r U D U D U D V Tq q  =     

                                 (31) 
โดยที ่      

   1 1 2 20 0 , 0 0 ,
T T

D l D l= =  
0 0 1 0

2 1 2 2 2, i

i

T R R U T
q


= =


 

1 2 1 2 ,
T

y y q q   =         1 2 ,
T

u  =  
แทนค่าสมการที ่(30) และสมการที ่(31) ในสมการที ่
(20), (23) และ (24) ดงันัน้จะไดส้มการการเคลื่อนทีท่ีม่ ี
ความซบัซอ้นน้อยลงคอื 
        ,vM F G D u   =                         (32) 
โดย        

2 2 2

1 1 2 1 2 2 2 1 2

2

2 2 2 1 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2 2 2 2

2 2 1 2 2 2

( ) ( cos )

( cos )

( cos ) cos

( cos )

s c m

m

m l m L L I m l l l

m l l l m l I
M

m l m l l m l

m l l m l

q

q

q q

q

    


 =
  



 

        
2 2 2 2 2 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 1

1 2 2 2 1 0

2 2 2 1

{cos ( cos )}

(cos )

cos

(cos )

v

v

v

v

m l m l m l K l l

m l l K

m m m l K

m l K

q q

q

q

q

  - 

-

 

-

 

 

                            

2

2 2 1 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2

( cos )(1 )

(1 )
,

cos (1 )

(1 )

v

v

v

v

m l l K l

m l K l

m K l

m K l

q

q

 


 



 

 

2 2

1 1 2
1 2 2

1 1 2

2

2
2

2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 ( ) ,

0 0 0

e e e
b b

d d d

e
b

d

K K K
K K lF

K K K

K
K

K

 
 
 
 

- -=  
 
 

- 
 

 

1 0

0 1
,

0 0

0 0

D

 
 
 =
 
 
 

 

1 1 2

2 2 1 2

0

1 2 1

2 1 2

cos

cos( )
,

( )cos

cos( )

m l

m l
G g

m m

m

q

q q

q

q q

 
 
 =

 
 

 

 

และ 1 1 2 1 2cos cos( ),cL l lq q q=    

       1 1 2 1 2sin sin( ),sL l lq q q=    

      1
1 2

1

cos ,e
h

d

K
K

K
q=  

     
2 2 2

2 2 2
2 2

2 1 1

sin cos
( )( ),e

h b

d c d

K
K K

K K K

q q
= -   

    1
1

1

,e
v

d

K
K

K
=      

2

2
2 2 1

2

( ) /e
v b d

d

K
K K K

K
= -  

จากสมการที่ (32) ท าการแปลงเป็นสมการปรภิูมิ
สเตต (state space equation) โดยก าหนดค่าตัวแปร
ปรภิูม ิ(state variables) ใหมด่งันี้ 

1 2 1 2 1 2 1 2

T

y y y yx q q   q q   =       

 1 2 ,
T

u  =  
สมการปรภิูมสิเตต (state-space equation) สามารถ
เขยีนไดด้งันี้  

4

1 1 1

0 0 0

0

E
x x u

M F M D M G- - -

     
=       - -     

  

                (33) 

iE  แทน unit matrix i i   
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พจิารณาคา่ชดเชยแรงโน้มถ่วงในสมการที ่(33) จะได้
อนิพตุคา่ใหมค่อื 

         1 1 2 2

0

2 2 1 2

cos

cos( )

cm l m L
u u g

m l

q

q q

 
 =   

 
           (34) 

พจิารณาเทอมที ่3 และ 4 ของ G สามารถตัง้คา่อา้งองิ
หรอืคา่ทีต่อ้งการ (desired values) ของ 

1y  และ 2 y  คือ 1yd  และ 2 yd  ใหม้คีา่ 
deformation ในแนวแกนของแขนทีต่อ้งการเมือ่แขนมี
การยดืหรอืหดได ้ดงันี้ 

2 3

2 1 2 1 2 0 1 2 1 1 0
1

1 1 1 1

cos( ) ( )cos

2 3
yd

m l l g m m l g

E I E I

q q q


 
= - -

                (35) 
3

2 1 2 2 0
2

2 2

cos( )

3
yd

m l g

E I

q q



= -             (36) 

8. การทดสอบแขนกลแบบยืดหยุ่น 
ในหวัขอ้ที ่7 เราไดต้ัง้สมมตฐิานขึน้มาเพือ่ตอ้งการ

ลดรปูของสมการพลศาสตรข์องแขนกลใหส้ามารถเขยีน
อยูใ่นรปูของปรภิูมสิเตต แบบจ าลองดงักล่าวนี้มกีารลด
เทอมบางเทอมที่มผีลกระทบกบัการเคลื่อนที่น้อยเช่น 
เทอม Coriolis และ Centripetal เนื่องจากทัง้สองเทอม
นี้จะขึ้นอยู่กบัความเร็วของการเคลื่อนที่ค่อนข้างมาก 
แต่ในการควบคุมแขนกลยืดหยุ่นนั ้นโดยปกติการ
เคลื่อนที่จะไม่เรว็มาก ซึ่งการควบคุมของแขนหุ่นยนต์
อุ ตสาหกรรมก็มีก ารสมมติแบบนี้ เ ช่ น เดียวกัน 
นอกจากนัน้ เทอมทีม่ตีวัแปรของการสัน่เช่น y  และ 

y  เนื่องจากขนาดจะมคี่าน้อยเมื่อเทยีบกบัเทอมอื่น 
ดงันัน้เทอมที่มตีวัแปรดงักล่าวจงึมคี่าน้อยตามไปดว้ย
โดยเฉพาะเทอมทีม่ตีวัแปรดงักล่าวคณูกนั แต่ในกรณีที่
ตัวแปรดังกล่าวมีเทอมของค่า  stiffness ของแขน
ปรากฏอยู่ด้วยนัน้ จะยงัคงไว้ เนื่องจากค่า stiffness 
ของแขนหรือก้านต่อโยงนัน้จะมีค่าค่อนข้างสูงจึงไม่
สามารถละทิ้ง ได้ ซึ่งสมการพลศาสตร์ที่ได้นั ้นจะ
สามารถน าไปใชใ้นการออกแบบระบบควบคุมไดส้ะดวก
และง่ายขึน้ ในหวัขอ้นี้เราจงึจ าเป็นตอ้งท าการทดสอบ
เพื่อใหเ้กดิความมัน่ใจว่าแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่
เขียนอยู่ในรูปของปริภูมิสเตตนั ้น  มีความถูกต้อง

แม่นย าในระดบัหนึ่งและเหมาะสมส าหรบัน าไปใช้ใน
การออกแบบระบบควบคุมขัน้สงูต่อไปได ้

การทดสอบจะม ี2 ส่วนดว้ยกนั คอื การทดสอบ
ควบคุมต าแหน่งของการเคลื่อนที ่และการหาค่าความถี่
ธรรมชาตขิองแขนกลจากการทดลอง  
8.1 การทดสอบควบคมุต าแหน่งของการเคล่ือนท่ี 

การทดสอบการเคลื่อนที่ของมอเตอร์ในงานวจิยันี้
เพื่อต้องการดูว่าผลกระทบของการสัน่สะเทอืนที่ส่งผล
กบัแขนกลขณะทีม่กีารเคลือ่นทีจ่ะมลีกัษณะเป็นอยา่งไร
ตามเงือ่นไขของสมมตฐิานทีก่ลา่วมาแลว้ ในการทดลอง
แรกนี้ จะศกึษาว่าผลของการสัน่หรอืการไหวของก้าน
ต่อโยงจะมีผลมากน้อยแค่ไหน โดยที่การเคลื่อนที่ที่
ปลายแขนกลจะท าใหม้กีารสัน่ของก้านต่อโยง แรงสัน่
ของก้านต่อโยงนี้ จะมีผลต่อความแม่นย าของการ
ควบคุมการเคลื่อนทีข่องขอ้ต่อโดยใชต้วัควบคุมแบบพี
ดีเฉพาะที่ข้อต่อ โดยเฉพาะเมื่อมอเตอร์ที่ใช้เ ป็น
มอเตอร์แบบขับตรง ผลกระทบนี้จะเห็นชัดขึ้น ถ้า
ผลกระทบนี้มีค่าไม่มาก สมมติฐานที่เราตัง้ขึ้นก็จะมี
ความเป็นจริงมากขึ้นด้วย ดังนัน้ในการทดลองการ
ควบคุมต าแหน่งโดยใช้การควบคุมแบบ PD-control 
เพื่อคุมต าแหน่งการหมุนของมอเตอร์ โดยแบ่งการ
ควบคุมออกเป็น 4 สว่นดงัแสดงในตารางที ่1 
ตารางท่ี 1 การควบคมุต าแหน่งการเคลื่อนท่ีของมอเตอร์ 
การทดลอง มอเตอร ์1 

(องศา) 
มอเตอร ์2 
(องศา) 

ความเรว็ 
(rpm) 

น ้าหนกั 
(kg) 

1.1 30 0 (1,0) 0.5 
1.2 0 30 (0,1) 0.5 
1.3 0 50 (0,1) 0.5 
1.4 50 50 (1,1) 0.5 
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รปูที ่8 มอเตอรต์วัที ่1 เคลือ่นที ่30 องศา 
การทดลองที ่1.1 เลอืกค่าเกน Kp = 100 และ 

Kd = 3000 โดยสัง่ใหม้อเตอร ์1 เคลื่อนที ่30 องศาและ
ล็อคมอเตอร์ตัวที่ 2 ให้หยุดนิ่ง เคลื่อนที่ในเวลา 10 
วนิาท ีผลทีไ่ดแ้สดงไวใ้นรูปที ่8 ผลการทดสอบพบว่า 
การควบคุมแบบ PD-control ขบัมอเตอร์แบบขบัตรง 
จะเห็นว่าสามารถควบคุมต าแหน่งมุมหมุนของแกน
มอเตอร์ได ้ดงัแสดงในรูปที่ 8 ซึ่งเป็นการเปรยีบเทยีบ
ระหว่างสญัญาณค าสัง่ และสญัญาณที่วดัได้จากการ
ควบคุม โดยเป็นการทดลองที ่1.1 ตามตารางที่ 1 จาก
รปูที ่8 จะเหน็ว่าสญัญาณต าแหน่งทีว่ดัไดน้ัน้มลีกัษณะ
ที่เกดิจากผลกระทบการของการสัน่ของก้านต่อโยงให้
เหน็ แต่ไมม่ากนกั แต่จะลดลงเมือ่หยดุการเคลือ่นทีข่อง
ขอ้ต่อของมอเตอร์ตวัที่ 1 และจะลดลงจนเป็นศูนย์ ซึ่ง
ท าใหเ้หน็ว่าผลกระทบของการสัน่ของกา้นต่อโยงนี้อยู่
ในวสิยัที่สามารถควบคุมได้ด้วยตวัควบคุมที่สมบูรณ์
มากยิง่ขึน้ ซึ่งอาจจะใชต้วัควบคุมแบบ State variable 
feedback แบบ Optimal regulator ได ้ในงานวจิยันี้
ไมไ่ดค้รอบคลุมการออกแบบตวัควบคุมขัน้สงูนี้ 
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รปูที ่9 มอเตอรต์วัที ่2 เคลือ่นที ่30 องศา 

การทดลองที ่1.2 ตามตารางที ่1 เป็นการควบคุม
มอเตอร์ตวัที่ 2 ซึ่งมวีธิกีารทดลองเช่นเดยีวกนักบั
มอเตอรต์วัที ่1 เลอืกค่าเกน Kp = 100 และ Kd = 5000 
และป้อนสญัญาณอา้งองิของมอเตอรต์วัที ่2 ใหเ้คลื่อนที่
เป็นมุม 30 องศา และป้อนสญัญาณลอ็คการเคลื่อนที่
ของมอเตอร์ตัวที่ 1 ให้หยุดนิ่งกับที่ ท าการทดลอง
ดงักล่าว 10 วนิาท ีไดผ้ลการทดลองดงัรูปที ่9 ผลการ
ทดสอบพบวา่ มลีกัษณะคลา้ยกบัการทดลองที ่1.1 โดย
จะเหน็ว่าสญัญาณต าแหน่งที่วดัได้นัน้มลีกัษณะที่เกิด

จากผลกระทบการของการสัน่ของกา้นต่อโยงใหเ้หน็ แต่
ไม่มากนัก แต่มากกว่าการทดลองของมอเตอร์ตัว
ที ่1 ทัง้นี้เนื่องจากมอเตอรต์วัที ่2 นี้ขบักา้นต่อโยงทีต่่อ
เขา้กบัตรงกบักา้นต่อโยงที ่4 ซึ่งมคีวามยาวมากทีสุ่ด
และมคีวามไหวมากทีสุ่ดเช่นกนั ความไหวนัน้จะสง่ผา่น
จุดหมนุทีต่่อระหวา่งกา้นต่อโยงที ่3 และกา้นต่อโยงที ่4 
จะไดผ้ลของการไหวของกา้นต่อโยงที ่4 ทีไ่ปปรากฏที่
มอเตอร์ตวัที่ 2 เมื่อมอเตอร์ตวัที่ 2 นี้หยุดหมุน 
ผลกระทบอนัเนื่องมาจากการสัน่ของกา้นต่อโยงที ่4 นี้
จะลดลงเรื่อยจนหยุดสัน่ ถึงแมว้่าผลการสัน่สะเทอืนนี้
จะมคี่ามากกว่าในกรณีของมอเตอร์ตวัที่ 1 แต่กเ็ชื่อว่า
ผลกระทบของการสัน่ของก้านต่อโยงนี้อยู่ในวิสัยที่
สามารถควบคุมไดด้ว้ยตวัควบคุมทีส่มบรูณ์มากยิง่ขึน้  

การทดลองที ่1.3 ตามตารางที ่1  เลอืกค่าเกน Kp 

= 100 และ Kd = 5000 และป้อนสญัญาณอา้งองิของ
มอเตอรท์ี ่2 ใหเ้คลื่อนทีเ่ป็นมุมมากขึน้เพื่อดูผลกระทบ
ของการสัน่ของกา้นต่อโยงที ่4 โดยสัง่ใหม้อเตอรต์วัที ่2 
เคลื่อนที่เป็นมุม 50 องศา และป้อนสญัญาณล็อคการ
เคลือ่นทีข่องมอเตอรท์ี ่1 ใหห้ยดุนิ่งกบัที ่ท าการทดลอง
ดงักลา่ว 10 วนิาท ีไดผ้ลการทดลองในลกัษณะเดยีวกนั
กบัการทดลองที ่1.2  
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รปูที ่10 มอเตอรต์วัที ่1และ 2 เคลือ่นที ่50 องศา 
การทดลองที่ 1.4 ตามตารางที่ 1 โดยควบคุม

มอเตอรท์ัง้ 2 ตวัใหเ้คลื่อนทีพ่รอ้มกนัเพื่อดผูลกระทบ
อันเนื่องมาจากการสัน่ของก้านโยงของแขนหุ่นยนต์
แบบยดืหยุน่ทีพ่ฒันาขึน้นี้ โดยมอเตอรท์ัง้ 2 ตวันี้จะถูก
ควบคุมให้เคลื่อนที่เป็นมุม 50 องศาเท่ากัน เลือกค่า
เกน Kp = 100 และ Kd = 4000 ส าหรบัมอเตอรต์วัที ่2 
และ Kp = 100 และ Kd = 5000 ส าหรบัมอเตอรต์วัที ่1 
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ท าการทดลองดงักล่าวเป็นเวลา 10 วนิาท ีโดยทีก่ารสัง่
ป้อนสญัญาณของมอเตอร์ที ่1 จะล่าชา้กว่าการป้อน
สญัญาณของมอเตอรท์ี ่2 อยูป่ระมาณ 2 วนิาท ีไดผ้ล
การทดลองดงัแสดงในรูปที่ 10 ผลการทดสอบพบว่า 
ผลกระทบอนัเนื่องมาจากการสัน่ของก้านต่อโยงของ
แขนกลจะลดลง เ รื่ อยจนหยุดสัน่  ซึ่ ง มีลักษณะ
เช่นเดียวกันกับการทดลองก่อนหน้านี้  จากผลการ
ทดลองดงักล่าวนี้จงึเชื่อว่า ผลกระทบของการสัน่ของ
ก้านต่อโยงนี้อยู่ในวิสัยที่สามารถควบคุมได้ด้วยตัว
ควบคุมทีส่มบรูณ์มากยิง่ขึน้ 
8.2 การทดลองเพ่ือหาค่าความถ่ีธรรมชาติของแขน
กล 

จากการทดลองส่วนที่ 1 จะพบว่าเมื่อสญัญาณ
มอเตอร์เริ่มเข้าสู่สถานะอยู่ตัวจะพบว่ามีการสัน่ของ
สญัญาณมุมของมอเตอรเ์กดิขึน้เป็นผลเนื่องมาจากการ
สัน่ของกา้นต่อโยงที ่1 และกา้นต่อโยงที ่4 ดงันัน้การ
สัน่ของปลายแขนกลขณะทีม่อเตอรเ์ริม่หยุดนิ่งสามารถ
น ามาศกึษาหาค่าความถี่ธรรมชาตขิองแขนกลจากการ
ทดลอง การควบคุมแขนกลทีม่คีวามหยุ่นตวันัน้ ส่วน
ใหญ่จะใชก้ารจ าลองการเคลื่อนทีโ่ดยวธิกีาร assumed 
mode ดว้ยวธิกีารดงักล่าว จ าเป็นจะตอ้งหาค่า natural 
frequency เพื่อมาใชใ้นการหาค่า mode shape ของ
การไหวของก้านต่อโยงที่ mode ที่ก าลงัสนใจจาก 
mode shape นี้สามารถน าใชร้่วมกบัสญัญาณทีว่ดัจาก 
stain gauge ทีต่ดิตัง้อยูท่ีก่า้นต่อโยงเพือ่ประเมนิหาค่า
ต าแหน่งของการเปลี่ยนรูปไปจาก rigid mode ได้ แต่
ในงานวจิยันี้ไม่ไดใ้ชว้ธิกีาร assumed mode ในการหา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ความถี่จงึไม่จ าเป็นในการ
หาแบบจ าลองทางคณติศาสตร ์แต่การหาค่าความถีก่จ็ะ
มปีระโยชน์ทางอ้อมเช่น ในการออกแบบควบคุมแถบ
กวา้งความถี่ (Bandwidth) มคีวามส าคญัเช่นกนัในการ
ก าหนดความเร็วของระบบตวัควบคุมที่ต้องเร็วพอใน
การควบคุมการสัน่ของก้านต่อโยงได้ และนอกจากนี้ 
ส าหรับงานวิจัยนี้ย ังช่วยให้ดูความคงเส้นคงวาของ
ระบบ sensor และตวัควบคุมขัน้ตน้ดว้ย การทดลองหา
ความถีธ่รรมชาตนิี้ท าได ้โดยการสัง่ใหม้อเตอรเ์คลื่อนที่
ตามการทดลองที ่1 ของตารางที ่1 และน าค่าสญัญาณ
ความเร่งทีว่ดัไดจ้ากอุปกรณ์วดัความเร่งทีต่ดิไวท้ีป่ลาย

แขนหุ่นยนต์ในช่วงที่มอเตอร์เริม่เขา้สู่สถานะอยู่ตวัมา
ท าการหา FFT (Fast Fourier Transform) เพือ่หา
ค่าความถี่ธรรมชาตขิองแขนหุ่นยนต์ดงักล่าว การ
ทดลองหาความถีธ่รรมชาตนิี้แบ่งเป็นการทดลองยอ่ย 4 
การทดลองซึ่งแสดงรายละเอยีดในการทดลองในตาราง
ที ่2 

การทดลองที ่2.1 เลอืกค่าเกน Kp = 100 และ Kd 
= 4000 ส าหรบัการป้อนสญัญาณอา้งองิของมอเตอรท์ี ่
1 ให้เคลื่อนที่เป็นมุม 30 องศา น าค่าของสัญญาณ
ความเร่งทีว่ดัไดจ้าก accelerometer ทีต่ัง้อยู่ทีป่ลาย
ของกา้นต่อโยงที ่4 มาท าการหา FFT (Fast Fourier 
Transform) และพจิารณาในรูปแบบของ frequency 
response ผลการทดลองเป็นไปตามรปูที ่11.(1) และ 
11.(2) ดงันี้ ตารางที ่2 การทดลองที ่2 เพือ่หาความถื่
ธรรมชาต ิ

การ
ทดลอง 

มอเตอร ์1 
(องศา) 

มอเตอร ์2 
(องศา) 

ความเรว็ 
(rpm) 

น ้าหนกั 
(kg) 

2.1 30 0 (2,0) 1.0 
2.2 0 30 (0,2) 1.0 
2.3 0 50 (0,2) 1.0 
2.4 50 50 (1,1) 0.5 
รปูที ่11.(1) แสดงคา่ความถีธ่รรมชาตขิองแนวแกน 

X ของโหมดเชฟที ่1 อยูท่ีป่ระมาณ 14 Hz และโหมด
เชฟที ่2 อยู่ทีป่ระมาณ 28 Hz รูปที ่11.(2) แสดง
ค่าความถีธ่รรมชาตขิองแนวแกน Y ของโหมดเชฟที ่1 
อยูท่ีป่ระมาณ 14 Hz และโหมดเชฟที ่2 อยูท่ีป่ระมาณ 
28 Hz  แขนหุ่นยนตแ์บบยดืหยุน่ทีพ่ฒันาขึน้นี้ มกีา้น
ต่อโยงทีม่คีวามหยุน่ตวัอยู ่2 กา้นต่อคอืกา้นต่อโยงที ่1 
และกา้นต่อโยงที ่4 และเนื่องจาก accelerometer ทีใ่ช้
วดัความเร่งนัน้ตดิตัง้อยูท่ีป่ลายแขนของกา้นต่อโยงที่ 4 
ในการทดลองที่ 2.1 เคลื่อนที่เฉพาะแกนหมุนของ
มอเตอรต์วัที ่1 สว่นมอเตอรต์วัที ่2 หยุดนิ่ง ดงันัน้กา้น
ต่อโยงที ่4 จะเป็นตวัเคลื่อนที ่ค่าความถีธ่รรมชาตทิีห่า
ได้นัน้จึงเป็นค่าความถี่ธรรมชาติของก้านต่อโยงที่ 4 
การทดลองอื่นกม็ผีลเชน่เดยีวกนัดงัแสดงในรปูที ่11  
ดงันัน้จากรปูที ่11 เราสามารถสรุปไดว้า่ในการเคลื่อนที่
มอเตอรใ์นหลายๆการเคลื่อนทีเ่พือ่ตรวจสอบดคู่าความ
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(1) (2) (3) 

   
(4) (5) (6) 

 
 

(1) Mode shape ตามแนวแกน x การทดลอง 2.1 
(2) Mode shape ตามแนวแกน y การทดลอง 2.1 
(3) Mode shape ตามแนวแกน x การทดลอง 2.2 
(4) Mode shape ตามแนวแกน y การทดลอง 2.2 
(5) Mode shape ตามแนวแกน x การทดลอง 2.3 
(6) Mode shape ตามแนวแกน y การทดลอง 2.3 
(7) Mode shape ตามแนวแกน x การทดลอง 2.4 
(8) Mode shape ตามแนวแกน y การทดลอง 2.4 
 

(7) (8) 

รปูที ่11 ตารางภาพของผลการหาความถีธ่รรมชาตขิองการทดลองที ่2 
 

สม ่าเสมอของความถีธ่รรมชาตขิองแขนกลแบบยดืหยุ่น
ว่ามคี่าใกลเ้คยีงกนัอย่างไร โดยสรุปไดว้่าแขนกลแบบ
ยืดหยุ่นชุดนี้ สามารถหาค่าความถี่ธรรมชาติได้ 2 
ความถีอ่ยูท่ีป่ระมาณ 14 Hz และ 28 Hz และจากผล
ของการทดลอง ท าให้มัน่ใจว่าค่าความถี่ธรรมชาติ 2 
mode แรกของกา้นต่อโยงที ่4 นัน้มคี่าเท่ากบั 14 Hz 
และ 28 Hz ส่วนของกา้นต่อโยงที ่1 นัน้จะสงูกว่า
คา่ความถีท่ีห่าไดด้งักลา่วนี้ 

9. บทสรปุ 
ในงานวจิยันี้ได้ท าการออกแบบและสร้างแขนกล

แบบยดืหยุ่นที่มกีารเคลื่อนที่ใน 2 ทศิทาง ในระบบ
แนวตัง้ เพื่อให้สามารถใช้งานระยะเอื้อมไกล แขนกล
ดงักล่าวจะมคีวามยดืหยุน่ 2 กา้นต่อโยงคอืกา้นต่อโยง
ที ่1 และกา้นต่อโยงที ่4 โดยทีก่า้นต่อโยงที ่ 4 จะเป็น

กา้นต่อโยงทีย่าวทีสุ่ด แขนกลทีส่รา้งขึน้มโีครงสรา้งใน
การขบัเคลื่อนเป็นกลไกลแบบ five bar-linkage และมี
มอเตอรแ์บบขบัตรง 2 ตวัจะตดิตัง้อยูท่ีฐ่านของแขนกล 
มอเตอร์ขบัตรงตวัที ่1 จะขบักา้นต่อโยงที ่4 โดยขบั
ผา่นกา้นต่อโยงที ่3 และมอเตอรข์บัตรงตวัที ่2 จะขบั
กา้นต่อโยงที ่4 โดยขบัผ่านกา้นต่อโยงที่ 1 ในงานวจิยั
นี้จะหาสมการทางพลศาสตร์ของการเคลื่อนทีข่องแขน
กลแบบยดืหยุ่นนี้เพื่อส าหรบัใช้ในการออกแบบระบบ
ควบคุมขัน้สูงต่อไป โดยแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์นี้
จะใช้ระบบแกนพิกัดที่เหมาะสมส าหรับการติดตัง้
อุปกรณ์ตรวจรูค้วามเร่ง (accelerometer) ทีป่ลายแขน
ของก้านต่อโยงที่ 4 สมการพลศาสตร์ที่ได้นัน้สามารถ
เ ขี ย น อ ยู่ ใ น รู ป ข อ ง ส ม ก า ร ป ริ ภู มิ
สเตต (State variable description) มีการทดลองเพื่อ
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ตรวจสอบความถูกตอ้งหรอืความเหมาะสมของสมการ
พลศาสตร์ทีห่ามาได ้เพื่อใชส้ าหรบัการออกแบบระบบ
ควบคุมขัน้สูงแบบอื่นต่อไป จากผลของการทดลอง
สามารถสรุปผลได ้ดงันี้   

1) การทดลองควบคุมต าแหน่งการเคลื่อนทีข่อง
มอเตอร ์ เป็นการทดสอบการเคลื่อนทีข่องแขนหุ่นยนต์
แบบยดืหยุ่นที่ขบัเคลื่อนด้วยมอเตอร์ขบัตรง ส าหรบั
งานวจิยันี้การทดลองดงักล่าวกเ็พือ่ตอ้งการดผูลกระทบ
ของการสัน่สะเทือนที่ส่งผลกับแขนกลขณะที่มีการ
เคลื่อนทีจ่ะมลีกัษณะเป็นไปตามเงื่อนไขของสมมตฐิาน
หรอืไม่ เนื่องจากในการควบคุมต าแหน่งของการหมุน
มอเตอร์ของแขนกลแบบยืดหยุ่นโดยใช้ตัวควบคุม
เฉพาะที่แกนหมุนของมอเตอร์แบบขับตรง โดยตัว
ควบคุ มดังกล่ าวไม่ ได้ค รอบคลุ มผลกระทบอัน
เนื่องมาจากการสัน่ของกา้นต่อโยง ท าใหต้ าแหน่งของ
ขอ้ต่อทีค่วบคุมอยูน่ัน้มคีวามแมน่ย าน้อยลง โดยเฉพาะ
เมือ่มอเตอรท์ีใ่ชเ้ป็นมอเตอรแ์บบขบัตรง ผลกระทบนี้จะ
เหน็ชดัขึน้ ในการทดลองเลอืกการควบคุมต าแหน่งโดย
ใช้การควบคุมแบบ PD-control เพื่อคุมต าแหน่งการ
หมุนเบื้องต้น  ผลการทดสอบพบว่าการควบคุม
แบบ PD-control โดยใชโ้ปรแกรมส าเรจ็รูปสามารถใช้
ในการควบคุมมอเตอร์ทัง้ 2 ตวัได ้โดยผลกระทบอนั
เนื่องมาจากการสัน่ของกา้นต่อโยงของแขนกลจะลดลง
เรื่อยๆจนหยุดสัน่ ดงันัน้ผลกระทบของการสัน่ของกา้น
ต่อโยงนี้อยูใ่นวสิยัทีส่ามารถควบคุมไดด้ว้ยตวัควบคุมที่
สมบรูณ์มากยิง่ขึน้ 

2) การทดลองหาค่าความถี่ธรรมชาต ิจากการ
ทดลองในข้อแรกจะพบการสัน่ของสัญญาณมุมของ
มอเตอรท์ีเ่กดิขึน้เป็นผลเนื่องมาจากการสัน่ของกา้นต่อ
โยงที ่1 และกา้นต่อโยงที ่4 ดงันัน้การสัน่ของปลาย
แขนกลขณะที่มอเตอร์เริม่หยุดนิ่งสามารถน ามาศกึษา
หาค่าความถีธ่รรมชาตขิองแขนกลจากการทดลอง โดย
ใหม้อเตอรท์ัง้ 2 เคลื่อนทีไ่ปตามต าแหน่งต่างๆ น าค่า
สญัญาณที่ไดจ้ากอุปกรณ์ตรวจรูค้วามเร่งที่ปลายแขน
ขณะที่มอเตอร์เริ่มหยุดนิ่ งมาท าการพิจารณาหา
ค่าความถีธ่รรมชาตขิองกา้นต่อโยงที่ 1 และกา้นต่อโยง
ที่ 4 ในรูปแบบของ frequency response ทัง้ใน
แนวแกน X และ Y โดยจากผลของการทดลองพบวา่ใน

การเคลื่อนที่ไปตามต าแหน่งต่างๆสรุปได้ว่าแขนกล
แบบยดืหยุ่นชุดนี้สามารถหาค่าความถี่ธรรมชาตไิด้ 2 
ความถี่อยู่ทีป่ระมาณ 14 Hz และ 28 Hz และเป็น
ค่าความถี่ธรรมชาต ิ2 mode แรกของกา้นต่อโยงที ่4 
ส่วนของก้านต่อโยงที่ 1 จะสูงกว่าค่าความถี่ที่หาได้
ดังกล่าวนี้  ดังนั ้นอาจจะสรุปได้ว่าในช่วงความถี่ที่
ครอบคลุมกา้นต่อโยงของแขนหุ่นยนตแ์บบยดืหยุน่นี้จะ
มเีฉพาะกา้นต่อโยที ่4 เทา่นัน้ทีม่กีารสัน่ 
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