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บทคดัย่อ 

บทความน้ีน าเสนอการออกแบบตวัควบคุมเสถยีรภาพของระบบลกูตุม้ผกผนั ซึง่ระบบลกูตุม้ผกผนัเป็น
ระบบไมเ่ป็นเชงิเสน้และไมเ่สถยีรภาพ โดยระบบทีใ่ชใ้นการทดลองจะประกอบไปดว้ยลกูตุม้ผกผนัยดึตดิกบัราง
เลือ่น ตวัรางเลือ่นใชเ้ซอรโ์วมอเตอรใ์นการขบัเคลือ่นและใชเ้อน็โค๊ดเดอรว์ดัต าแหน่งการเคลือ่นที ่ นอกจากนี้ยงัใช้
กลอ้งความเรว็สงูในการตรวจจบัต าแหน่งปลายของลกูตุม้เพือ่วดัมุมเอยีง สว่นตวัควบคุมการรกัษาเสถยีรภาพของ
ระบบจะถูกออกแบบดว้ยหลกัการควบคุมแบบปรบัตวัไดช้นิดโมเดลอา้งองิ (Model Reference Adaptive Control)  
การใชต้วัควบคุมแบบปรบัตวัได ้ จะท าใหค้า่อตัราขยายทีไ่ดจ้ากระบบแบบป้อนกลบัมกีารปรบัคา่ตวัเองตามสภาพ
ของระบบซึง่ตา่งจากการควบคุมทีม่คีา่อตัราขยายคงที ่ ท าใหร้ะบบมคีวามยดืหยุน่มากยิง่ขึน้ โดยการทดลอง
แบง่เป็นการรกัษาเสถยีรภาพของระบบและการตดิตามต าแหน่งของรางเลือ่น โดยเปรยีบเทยีบกบัตวัควบคุม LQR 
ซึง่เป็นการควบคุมแบบมคีา่อตัราขยายคงที ่จากผลการทดลองพบวา่ตวัควบคุม LQR และ MRAC สามารถควบคุม
ใหล้กูตุม้ตัง้ตรงอยูไ่ด ้ สว่นการทดลองการตดิตามต าแหน่งตวัควบคุม MRAC สามารถควบคุมใหร้ถรางตดิตาม
ต าแหน่งไดใ้กลเ้คยีงกบัต าแหน่งอา้งองิมากกวา่ตวัควบคุม LQR แสดงใหเ้หน็วา่ตวัควบคุมทีม่คีา่อตัราขยาย
ปรบัตวัไดส้ามารถควบคุมต าแหน่งไดด้กีวา่ตวัควบคุมแบบมคีา่อตัราขยายคงที ่
ค ำหลกั: ลกูตุม้ผกผนั, ระบบไมเ่ป็นเชงิเสน้, การควบคุมแบบปรบัตวั 
 
Abstract 

This paper presents the controller design for stabilizing the inverted pendulum system which is 

non-linear and unstable system. The inverted pendulum used in the experiment was mounted on the 

linear drive transmission which was drived by servomotor and measured its position by encoder. In order 

to measure the tilt angle a high speed camera was implemented. In this paper, Model Reference Adaptive 

Control (MRAC) technique was designed for controlled the inverted pendulum system. The adaptive 

controller will adapt the gain of state feedback system which is difference from the fixed gain controller 

and makes the system more flexible. The experiments can be divided into 2 parts as stabilizing the 
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inverted pendulum and tracking the position of linear drive transmission which their results were 

compared with a fixed gain controller as LQR controller. From the experiments shown that the LQR and 

MRAC controllers can stabilize the inverted pendulum into upright the position. For the tracking position 

result, MRAC can control the position of the cart for tracking the reference position better than the LQR 

controller. It means, the adaptive gain controller is able to adjust the gain for controller the position better 

than the fixed gain controller. 

Keywords: Inverted pendulum, Non-linear system, Adaptive control 
 

1. บทน า 
ระบบลกูตุม้ผกผนั เป็นเครือ่งมอืทีไ่ดร้บัความ

นิยมในการน ามาศกึษาระบบควบคุม ในงานทางดา้น
วศิวกรรม เนื่องจากระบบลกูตุม้ผกผนัเป็นระบบทีม่ขีอ้
ศกึษาอยูห่ลายประการ เชน่ เป็นระบบทีไ่มเ่ป็นเชงิ
เสน้ เป็นระบบทีไ่มม่เีสถยีรภาพ เป็นตน้ จงึเหมาะแก่
การน ามาศกึษาเพือ่ออกแบบตวัควบคุม ซึง่รปูแบบ
ของลกูตุม้ผกผนัทีน่ ามาศกึษานัน้ มอียูห่ลายรปูแบบ 
เชน่ ระบบลกูตุม้ผกผนัแบบรถราง ซึง่ประกอบดว้ยตวั
ควบคุมพดี ี ใชส้ าหรบัควบคุมต าแหน่งรถรางในการ
เหวีย่งขึน้ของลกูตุม้ จากสมดุลลา่งขึน้ไปยงัจุดสมดุล
บนและตวัควบคุมแบบสไลดด์งิโหมด ใชส้ าหรบัรกัษา
เสถยีรภาพของลกูตุม้ [1] ระบบลกูตุม้ผกผนัแบบฐาน
หมนุ ลกูตุม้จะถูกเหวีย่งขึน้โดยการหมนุของฐาน ซึง่
ปลายดา้นหนึ่งต่อกบักา้นของลกูตุม้ ซึง่ตวัควบคุมการ
เหวีย่งขึน้จะถกูออกแบบดว้ยหลกัการควบคุมพลงังาน 
สว่นตวัควบคุมการรกัษาเสถยีรภาพของลกูตุม้ จะใช้
ตวัควบคุมเซอรโ์วป้อนกลบัสถานะ รว่มกบัออบเซอร์
เวอรแ์บบอนัดบัต ่าสดุ ทีถู่กออกแบบดว้ยวธิกีาร
ก าหนดอตัราสว่นคุณลกัษณะ [2] 

หวัขอ้หลกัในงานวจิยัระบบลกูตุม้ผกผนั จะมี
อยูส่องหวัขอ้หลกัคอื การรกัษาสมดุลใหล้กูตุม้ตัง้ตรง
อยูไ่ด ้และการตดิตามต าแหน่งขณะรกัษาสมดุล ซึง่ใน
งานวจิยันี้ ผูท้ าการวจิยัใชร้ะบบลกูตุม้ผกผนัแบบ
รถรางเป็นแบบจ าลองในการวจิยั ซึง่เป็นการศกึษา
ระบบทีไ่มซ่บัซอ้นมากนกั  เพือ่ใหเ้ขา้ใจต่อระบบการ
ท างานของระบบทีไ่มม่เีสถยีรภาพไดโ้ดยงา่ย โดยใน
การวจิยันี้ใชก้ารควบคุมแบบปรบัตวัไดช้นิด Model 

Reference Adaptive Control (MRAC) ซึง่เป็นการ
ควบคุมแบบแปรผนัตามสภาพการณ์ของระบบ จงึมี
ความยดืหยุน่ และมคีวามเหมาะสมต่อระบบทีไ่มเ่ป็น
เชงิเสน้ 

 

 
รปูที ่1 ระบบลกูตุม้ผกผนั 

 
2. ระบบลกูตุ้มผกผนัท่ีใช้ในการทดลอง 

ในระบบลกูตุม้ผกผนั ทีใ่ชใ้นการทดลองจะ
ประกอบไปดว้ยสว่นประกอบส าคญัคอื 1.ลกูตุม้ 2.ราง
เลือ่นและรถราง 3.ไดรแ์ละมอเตอร ์ 4.กลอ้งความเรว็
สงู 5.คอมพวิเตอร ์โดยมรีะบบดงันี้ 
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รปูที ่2 ระบบลกูตุม้ผกผนัทีใ่ชใ้นการทดลอง 

ในการทดลองจะใชร้างเลือ่นแบบเชงิเสน้ (Linear 
drive transmission) โดยมมีอเตอรเ์ป็นตวัขบัเคลือ่น 
รถรางซึง่ต่อกบักา้นลกูตุม้ ทีป่ลายลกูตุม้ตดิหลอดไฟ
กลมขนาด 30mm. เป็นตวัอา้งองิในการวดัมุมเอยีง
ของลกูตุม้โดยใชก้ลอ้งความเรว็สงูซึง่ตดิตัง้อยูด่า้นบน
วดัต าแหน่งรถรางโดยใชเ้อน็โค๊ดเดอร ์โดยมโีครงสรา้ง
การท างานดงันี้ 
 

 
รปูที ่3 โครงสรา้งของระบบลกูตุม้ผกผนัในการทดลอง 

 
3.ทฤษฎีท่ีเก่ียวข้อง 

3.1 สมการลากรองจ ์(Lagrange’s Equation) 
 สมการลากรองจ ์ เป็นสมการกลศาสตรด์ัง่เดมิ
แบบหนึ่ง ซึง่เสนอโดย โจเซฟ หลุยส ์ ลากรองจ ์
(Joseph Louis Lagrange) มรีปูแบบของสมการคอื 

i

d L L
Qi

dt q qi

 
 

 

 
  
 

   (1) 

เมือ่  L  คอื Lagrangian function   
 iq  คอื Generalized coordinates 

Qi  คอื Generalized forces 

โดยที ่ Lagrangian function คอืผลต่างระหวา่ง
พลงังานจลน์และพลงังานศกัยภ์ายในระบบ    ซึง่มรีปู- 
แบบดงันี้ 

     , , ,L q q T q q V q q   (2) 
เมือ่  T  คอื พลงังานจลน์ของระบบทัง้หมด 
       V  คอื พลงังานศกัยข์องระบบทัง้หมด 
Qi สามารถเขยีนสมการไดด้งันี้ 

1

rN j
Q Fi j

j qi


 

 
   (3) 

เมือ่  N  คอื จ านวนอนุภาคหรอืวตัถุในระบบ 
       F  คอื เวกเตอรข์องแรงทีก่ระท าต่ออนุภาคหรอื 
       วตัถุในระบบ 
       r  คอื เวกเตอรต์ าแหน่งของอนุภาคหรอืวตัถุใน 
       ระบบ 
3.2 Model Reference Adaptive Control (MRAC) 
 การควบคุมแบบ Model Reference 
Adaptive Control (MRAC) มโีครงสรา้งดงันี้ 
 

 
รปูที ่4 โครงสรา้ง MRAC 

จากรปูที ่ 4 ก าหนดให ้ r เป็นอนิพทุอา้งองิ
ของระบบ โดยโมเดลอา้งองิ (Reference model) มี
สญัญาณเอาทพ์ทุเป็น mx  และสญัญาณเอาทพ์ทุจาก
ระบบ (Process) เป็นสญัญาณ px  สว่นกฎการ
ปรบัตวั (Adaptive laws) จะรบัคา่จากสญัญาณ mx  
และ px  เพือ่เปรยีบเทยีบผลตอบสนองจากสญัญาณ
ทัง้สอง ซึง่ผลต่างของสญัญาณทัง้สอง คอืคา่ความ
ผดิพลาด (Parameter error) โดยน าค่าความผดิพลาด
นี้ไปใชใ้นกระบวนการปรบัตวั คา่พารามเิตอรท์ีไ่ดจ้าก
กฎการปรบัตวัจะเขา้สูส่ว่นควบคุมปฐมภมู ิ (Primary 
controller) โดยก าหนดใหเ้ป็นสว่นของกฎการควบคุม 
(Control laws) ใชก้ารควบคุมแบบป้อนกลบั คา่
อตัราขยายทีไ่ดจ้ะน าไปใชเ้พือ่ควบคุมระบบ ในส่วน
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การออกแบบกฎการปรบั ตวัผูว้จิยัเลอืกใชท้ฤษฎี
เสถยีรภาพของเลยีปนูอฟ (Lyapunov’s method) 
3.3 การปรบัตวัของระบบ MRAC 

ก าหนดใหก้ระบวนการเป็นระบบต่อเน่ืองเชงิ-
เสน้และสามารถควบคุมได ้(Controllable) ซึง่มสีมการ 
ดงันี้   

         ( ) ( ) ( )p p p px t A x t B u t     
( ) ( )p p py t C x t    (4) 

เมือ่ ( )px t  คอื เวกเตอรส์ถานะของระบบ 
      ( )py t  คอื เวกเตอรเ์อาทพ์ทุของระบบ 
      ( )u t    คอื เวกเตอรค์วบคุมของระบบ 
      pA     คอื เมทรกิซส์ถานะของระบบ 
      pB     คอื เมทรกิซอ์นิพทุของระบบ  
      pC     คอื เมทรกิซเ์อาทพ์ทุของระบบ 
โมเดลอา้งองิ (Reference model) จะก าหนดใหม้ี
รปูแบบเดยีวกบักระบวนการ คอื 

         ( ) ( ) ( )m m m mx t A x t B r t     
( ) ( )m m my t C x t    (5) 

เมือ่ ( )mx t  คอื เวกเตอรส์ถานะของโมเดลอา้งองิ 
      ( )my t  คอื เวกเตอรเ์อาทพ์ทุของโมเดลอา้งองิ 
      ( )r t   คอื เวกเตอรอ์นิพทุอา้งองิ 
      mA     คอื เวกเตอรข์องโมเดลอา้งองิ 
      mB     คอื เมทรกิซอ์นิพทุของโมเดลอา้งองิ 
      mC     คอื เมทรกิซเ์อาทพ์ทุของโมเดลอา้งองิ  
มตีวัควบคุมแบบสถานะป้อนกลบัเป็น 

( ) ( ) ( ) ( )r x pu K t r t K t x t    (6) 
เมือ่ ( )rK t และ ( )xK t คอื คา่อตัราขยายเมทรกิซ ์
จากสมการ (6) สามารถเขยีนในรปู 

Tu                       (7) 
เมือ่   T

r xK K   และ  
T

pr x      
เมือ่น าสมการ (6) แทนใน (4) ท าใหไ้ดร้ะบบควบคุม
ใหมเ่ป็น 

         ( ) ( ) ( )p c p cx t A x t B r t   
( ) ( )p p py t C x t    (8) 

เมือ่ ( )c p p xA A B K t   และ ( )c p rB B K t   

สามารถเขยีนสมการคา่ความผดิพลาด ระหวา่งระบบ
และโมเดลอา้งองิไดด้งันี้ 

          ( ) ( ) ( )p me t x t x t    
    ( ) ( ) ( )m pA e t Ax t Br t         (9) 

เมือ่ c mA A A   และ c mB B B   
น าสมการ (7) แทนใน (9) จะไดร้ะบบของคา่ความ
ผดิพลาดคอื 

( ) ( ) T

m Ie t A e t B      (10) 
เมือ่  0 0 ... 1

T

IB  และ   T B A   

การเลอืกเลยีปนูอฟฟงักช์นั (Lyapunov function) มี
รปูแบบเป็นฟงักช์นัก าลงัสอง (Quadratic function) 
ของผลต่างของสญัญาณ Signal error vector ( e ) 
และ Parameter error vector ( ) โดยทัว่ไปจะเลอืก 
เลยีปนูอฟฟงักช์นัใหอ้ยูใ่นรปูแบบดงันี้ 

1( ) ( )T TV e t Pe t       (11) 
เมือ่   คอื Adaptive gain matrix  
เมือ่ตอ้งการใหร้ะบบเป็น Asymptotically stable 
adaptive system V  ตอ้งเป็น Negative definite 
สามารถหา V  ไดด้งันี้ 

  1( ) ( ) 2 ( ) 2T T T T T

m m IV e t A P PA e t e t PB          
     (12) 

เมือ่ P  และ Q  ตอ้งเป็น Positive definite ซึง่
สามารถหาค่าไดโ้ดยใชส้มการเลยีปนูอฟ (Lyapunov 
equation) คอื 

T

m mA P PA Q      (13) 
ซึง่จะไดจ้ากเทอมแรกทางขวาของสมการ (12) คอื 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T T

m me t A P PA e t e t Qe t    (14) 
เพือ่ใหร้ะบบมคีวามเสถยีร ก าหนดใหเ้ทอมทีม่ ี   
ทางขวาของสมการ (12) มคีา่เป็นศนูย ์ 

12 ( ) 2 0T T T

Ie t PB        (15) 
ซึง่จะไดก้ฎการปรบัตวัคอื 

( )T

Ie t PB     (16) 
 

4.แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตรข์องระบบ 
4.1 แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตรข์องลกูตุ้ม
ผกผนัและรถราง 
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 ในการสรา้งแบบจ าลองทางคณติศาสตร ์ ของ
ลกูตุม้และรถรางจะน าทฤษฏลีากรองจม์าใช ้ โดยมี
ขัน้ตอนดงันี้ 

 
รปูที ่5 แบบจ าลองระบบลกูตุม้ผกผนัและรถราง 

พจิารณาทีม่วล (m) 
เวกเตอรต์ าแหน่ง m คอื 

   sin cosmr x L i L j     (17) 
เวกเตอรค์วามเรว็ m คอื 

2 2 2 2 2 cosmr x L L x     (18) 
พจิารณาทีม่วล (M) 
เวกเตอรต์ าแหน่ง M คอื 

Mr xi     (19) 
เวกเตอรค์วามเรว็ M คอื 

2 2

Mr x    (20) 
พจิารณาพลงังานทีก่ระท าต่อระบบ    
พลงังานจลน์ของระบบหาไดจ้าก 

2 21 1

2 2
M mT Mr mr    (21) 

พลงังานศกัยข์องระบบหาไดจ้าก 
cosV mgL     (22) 

จะไดพ้ลงังานทีก่ระท าต่อระบบตามสมการ (2) คอื 

  2 2 21 1
cos cos

2 2
L M m x mL mL x mgL      

 (23) 
เนื่องจากพจิารณาพกิดัเชงิมมุ   จะไมม่แีรงกระท า
ใดๆ ดงันัน้สมการลากรองจค์อื 

0
d L L

dt 

  
  
 

  (24) 

แทนคา่สมการ (23) ใน (24) จะไดส้มการการเคลือ่นที่
ของลกูตุม้ผกผนัคอื 

2 cos sin 0mL mL x mgL       (25) 

จากนัน้หาสมการเชงิเสน้ของระบบ จากสมการ (25) 
โดยการ Linearization ซึง่มตีวัแปรของสมการคอื 
  x =  0 0  จะไดส้มการเชงิเสน้ของสมการการ
เคลือ่นทีข่องลกูตุม้ผกผนัคอื 

1g
x

L L
      (26) 

4.2 แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตรข์องมอ- 
เตอรแ์ละรถราง 
 การหาแบบจ าลอง สมการทางคณิตศาสตร์
ของมอเตอรแ์ละรถราง ผูท้ าวจิยัไดใ้ชชุ้ดการทดลองที่
ประกอบไปดว้ยชุดมอเตอร ์รถรางและรางเลือ่น ดงัรปู
ที ่ 1 โดยท าการทดลองและเกบ็ขอ้มลูจากการทดลอง
ไปหาเอกลกัษณ์ของระบบ (System identification) 
โดยใชซ้อฟแวรค์อมพวิเตอรโ์ดยมขีัน้ตอนดงันี้ 

 
รปูที ่6 แผนภาพการท างานของมอเตอรแ์ละซอฟแวร ์

เพือ่หาแบบจ าลองทางคณติศาสตร ์
ในการหาแบบจ าลองทางคณติศาสตรข์องมอเตอร ์ เรา
ท าการจา่ยแรงดนัไฟฟ้าใหก้บัมอเตอรต์ัง้แต ่ -10V ถงึ 
+10V จากนัน้เกบ็ขอ้มลูสญัญาณเอาทพ์ทุซึง่จะไดเ้ป็น
คา่ความเรว็ของการเคลือ่นที ่ ( )Vel s  และน าสญัญาณ
ทีไ่ดเ้ขา้สูก่ารหาเอกลกัษณ์ของระบบ โดยใชโ้ปรแกรม 
MATLAB ชว่ยในการหาคา่โดยม ี Transfer function 
ของระบบคอื 

 
 

  1

Vel s K
G s

V s s
 


  (27) 

เมือ่ ( )Vel s  คอื ความเรว็ในการเคลือ่นทีข่องรถราง 
      ( )V s    คอื อนิพทุแรงดนัไฟฟ้าทีจ่า่ยใหก้บั 
      มอเตอร ์
      K        คอื คา่อตัราขยาย DC ของระบบ  
              คอื เวลาคงทีข่องระบบ  
น าสมการ (27) มาอนิทเิกรตไดส้ญัญาณเอาทพ์ทุเป็น
ต าแหน่ง  X s จะได ้Transfer function ของระบบคอื 

( ) 18.10

( ) ( 80.52)

X s

V s s s



  (28) 
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เมือ่ ( )X s  คอื ต าแหน่งของรถราง จากสมการ (28) 
สามารถหาแบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตรข์องมอ- 
เตอรแ์ละรถราง คอื 

18.10 80.52x V x    (29) 
เปรยีบเทยีบสญัญาณจากแบบจ าลอง กบัระบบจรงิ 
โดยใสส่ญัญาณแบบ Step เพือ่ดผูลตอบสนอง 

 
รปูที ่7 ผลตอบสนองสญัญาณเอาทพ์ทุจากการทดลอง

จรงิและแบบจ าลอง 
4.3 แบบจ าลองสมการทางคณิตศาสตรร์วมของ
ระบบ 

สามารถหาสมการรวมของระบบ จากการน า
แบบจ าลองสมการการเคลือ่นที ่ (26) ของลกูตุม้ผกผนั
และแบบจ าลองสมการมอเตอรแ์ละรถราง (29) จะได ้

80.52 18.10g
x V

L L L
     (30) 

สามารถเขยีนสมการรวมของระบบใหอ้ยูใ่นรปูสมการ 
State space ไดจ้าก 

        ( ) ( )x Ax t Bu t     
 ( ) ( )y Cx t Du t    (31) 

โดยมตีวัแปรสถานะ คอื    x x  
  และอนิพทุ คอื  V  

สามารถเขยีนสมการ State space ของระบบรวมได ้

 
1 2

1 2

0 1 0 0 0

0 0

0 0 0 1 0

0 0 0

g K K
d

VL L L
dt x x

x x
K K

 

 

   
      
             
      
                  

 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0
y

x

x





 
 

            
 
  

        (32) 

เมือ่ 1K  = 80.52 และ 2K  = 18.10  
เขยีนในรปู Transfer function ได ้

3

2 2

4 3 2

1 1

( )

( )

g
K s K s

X s L
g gV s

s K s s K s
L L

 



  

  (33) 

 
5. การออกแบบตวัควบคมุ 

5.1 การออกแบบตวัควบคมุ MRAC 
 การออกแบบตวัควบคุมของระบบ ก าหนดตวั
แปรอนิพทุของระบบ r เทา่กบัศนูย ์ และมตีวัแปร
สถานะออกจากระบบเป็น [    ]Tx x   ซึง่ในการ
ควบคุม MRAC จะใชโ้มเดลแบบ Controllable 
canonical form จงึมกีารเปลีย่นใหเ้ป็นตวัแปรสถานะ
ในโมเดลแบบ Controllable canonical form โดยใช ้
Transformation matrix ซึง่จะไดต้วัแปรสถานะใหม่
เป็น pz  โดยโครงสรา้งของระบบมดีงันี้ 
 

 
รปูที ่8 โครงสรา้ง MRAC สถานะป้อนกลบั 

จาก รปูที ่ 8 สมัประสทิธิข์องสมการคุณลกัษณะของ
โมเดลอา้งองิถกูเลอืกมาจาก ITAE และเขยีนใหอ้ยูใ่น 
Controllable canonical form จะไดเ้มทรกิซโ์มเดล
อา้งองิ (Reference model) จากสมการ (5) ซึง่จะได้
คา่ ,  m mA B และ mC ดงันี้ 

4 3 2

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

2.7 3.4 2.1

m

n n n n

A

   

 
 
 
 
 
    

 

0

0

0

1

mB

 
 
 
 
 
 

 ,

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

mC

 
 
 
 
 
 

                  (34) 

จากสมการเลยีปนูอฟ (13) ก าหนดเมทรกิซ ์Q และ P 
คอื 
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1

2

3

4

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

q

q
Q

q

q

 
 


 
 
 

 

  (35) 

และ 
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

         

         

         

         

p p p p

p p p p
P

p p p p

p p p p

 
 
 
 
 
  

   (36) 

จากสมการ (16) จะไดก้ฎการปรบัตวัคอื 
 14 24 34 44

1

2

3

4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0
             ( )

0 0 0

0 0 0

p

K t p e t p e t p e t p e t

z t











    

 
 
 
 
 
 

(37) 

เมือ่คา่ i  เสมอืนคา่อตัราเรว็ในการปรบัตวั 
ตวัแปรสถานะ pz  หาไดจ้าก  

1    
T

pz T x x        (38) 
เมือ่ T  คอื Transformation matrix 
ก าหนดกฎการควบคุมคอื 

( ) ( ) ( )pU t K t z t     (39) 
เมือ่ K  คอื คา่อตัราขยายป้อนกลบั 
คา่อตัราขยายเริม่ตน้ ( K ) หาไดต้ามสมการของ
ระบบลกูตุม้ผกผนั (33) ซึง่อยูใ่น Controllable 
canonical form ตามสมการ (4) จะไดค้า่ ,  p pA B  และ 

pC ดงันี้ 

1 2 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0

pA

g g
K K K

L L

 
 
 

  
 
 
  

 

0

0

0

1

pB

 
 
 
 
 
 

 , 
2

2 2

0 0 0

0 0

p

K

L
C

g
K K

L

 
 

  
  
  

           (40) 

หา Transformation matrix จาก Controllable 
canonical form ได ้

2

2

2 2

2 2

0 0 0

0 0 0

( )

0 0

0 0

K

L

K

L
T x

g
K K

L

g
K K

L

 
 
 
 
 

  
  
 
 
  
 

 (41) 

สามารถหาค่า K  เพือ่ใชเ้ป็นคา่อตัราขยายเริม่ตน้
โดยใชท้ฤษฏ ีLQR จาก Controllable canonical form 
โดยก าหนดคา่ Q = diag{10000 0 1 0} และ R = 
0.0001 ซึง่จะไดค้า่อตัราขยายเริม่ตน้ ( K ) คอื 

 10000.00  7471.92  1870.26  20.59K

  (42) 

5.2 การออกแบบควบคมุสถานะป้อนกลบั 
ในการทดลองการควบคุม ระบบลกูตุม้ผกผนั 

เบือ้งตน้ไดท้ดลองใชก้ารควบคุมแบบ   Linear  quad- 
ratic regulator (LQR) ซึง่เป็นตวัควบคุมแบบมคีา่
อตัราขยายคงที ่ เพือ่เปรยีบเทยีบประสทิธภิาพ
ระหวา่งคา่การควบคุมจากตวัควบคุม LQR และ 
MRAC สามารถเขยีนสมการ State space จากสมการ 
(31) และ (33) โดยก าหนด Control law คอื 

x
u K x    (43) 

หาคา่ 
x

K  โดยก าหนดคา่ Q = diag{10000 100 5000 
0}  และ  R = 1 จะได ้

 198.86 44.69  70.71  58.10
x

K    (44) 
 

6. ผลการทดลอง 
6.1 ผลการทดลองเสถียรภาพ 

จากผลการทดลอง ความเสถยีรของระบบจรงิ
เปรยีบเทยีบระหวา่งตวัควบคุม LQR และ MRAC 
โดยควบคุมใหก้า้นลกูตุม้ตัง้ขึน้ เพือ่รกัษาสมดุลและ
ควบคุมใหร้ถรางเคลือ่นทีอ่ยูบ่รเิวณกึง่กลาง ของราง
เลือ่น จากสมการ (34) ก าหนดคา่ 10 /n rad s   
และสมการ (37) ก าหนดคา่ i = diag{1000 1000 
1000 1000} จะไดผ้ลตอบสนองดงันี้ 
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รปูที ่9 ผลตอบสนองระหวา่งต าแหน่งของรถรางกบั

เวลา 

 
รปูที ่10 ผลตอบสนองระหวา่งมมุเอยีงของลกูตุม้กบั

เวลา 
6.2 ผลการทดลองการติดตามต าแหน่ง 
 ทดสอบความสามารถของตวัควบคุม ในการ
ตดิตามต าแหน่งรถราง และการรกัษาเสถยีรภาพของ
ระบบ โดยทดลองใสอ่นิพทุใหร้ะบบในรปู Sine wave 
โดยรถรางจะมรีะยะของการเคลือ่นทีร่ะหวา่ง  0.04m 
และมคีวามถีท่ี ่2Hz จากจุดกึง่กลางของรางเลือ่น และ
ลกูตุม้ยงัคงตัง้อยูไ่ด ้ จากสมการ (34) ก าหนดคา่ 

20n   rad/s และสมการ (37) ก าหนดคา่ i  = 
diag{3000 3000 3000 3000} 
 

 
รปูที ่11 ผลตอบสนองระหวา่งต าแหน่งของรถรางกบั

เวลา 

 
รปูที ่12 ผลตอบสนองระหวา่งมมุเอยีงของลกูตุม้กบั

เวลา 
 

7. สรปุผลการทดลอง 
 จากผลการทดลองเสถยีรภาพ ดงัรปูที ่9 และ 
10 จะเหน็วา่ตวัควบคุม LQR และ MRAC มรีะยะเวลา
การเขา้สูจุ่ดสมดุลทีใ่กลเ้คยีงกนัทีป่ระมาณ 4 วนิาท ี
เมือ่พจิารณาการเคลือ่นทีข่องรถราง เพือ่เขา้สูส่มดุล 
การควบคุมทัง้สองมผีลตอบสนองทีใ่กลเ้คยีงกนั ทัง้
การเคลือ่นทีข่องรถราง และการแกวง่ของลกูตุม้ขณะ
เขา้สูส่มดุล เมือ่พจิารณาผลตอบสนองของรถราง จะ
เหน็ไดว้า่การควบคุม LQR จะเกดิ Overshoot 
มากกวา่การควบคุม MRAC เลก็น้อยก่อนเขา้สูส่มดุล 
นัน่หมายความวา่รถราง จะเคลือ่นทีอ่อกจากจดุ
ศนูยก์ลางมากกวา่ก่อนเขา้สู่สมดุล แต่ตวัควบคุมทัง้
สองยงัสามารถรกัษาสมดุลของลกูตุม้ไวไ้ด ้    สว่นผล
การทดลองการตดิตามต าแหน่ง ดงัรปูที ่ 11 และ 12 
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เมือ่พจิารณาทีผ่ลตอบสนองของรถรางกบัคา่สญัญาณ
อา้งองิ เมือ่พจิารณาตวัควบคุม LQR จาก
ผลตอบสนองต าแหน่งของรถรางในวนิาททีี ่ 4 ถงึ 10 
และ 12 ถงึ 18 จะเหน็ไดว้า่มกีารเลือ่มล ้าของสญัญาณ
ระหวา่งสญัญาณอา้งองิและสญัญาณจากระบบ สว่น
การควบคุม MRAC เมือ่เปรยีบเทยีบกบัสญัญาณ
อา้งองิแลว้ สญัญาณมกีาร Overshoot เลก็น้อย แต่
ผลตอบสนองของรถราง ยงัสามารถเคลือ่นทีต่ดิตาม
ต าแหน่งไดใ้กลเ้คยีงกบัสญัญาณอา้งองิ สว่นคา่การ
ควบคุม i  และ n  ตามสมการ (34) และ (37) 
ตามล าดบั คา่การทดลองทัง้สองไดจ้ากการทดลอง 
อยา่งไรกต็ามคา่ i  ถา้มคีา่ทีน้่อยเกนิไปจะท าให้
ระบบเขา้สูส่มดุลไดช้า้ แต่ถา้มคีา่มากเกนิไปจะท าให้
ระบบไมม่เีสถยีรภาพ และเนื่องจากในการทดลองยงัมี
ตวัรบกวนจากภายนอก เพือ่ใหร้ะบบทนต่อตวัรบกวน 
จงึควรเพิม่ตวัควบคุมโรบสั เพือ่ใหร้ะบบมคีวามคงทน
ต่อตวัรบกวนมากยิง่ขึน้ 
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