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บทคัดยอ 
 จุดมุงหมายของงานวิจับฉบับน้ีคือการศึกษาเทคนิคการแกปญหา
การถายเทความรอนที่เกี่ยวของกับแข็งตัวของสสารซึ่งปญหาดังกลาว
ถูกตั้งสมมุติฐานใหเปนปญหาในหนึ่งมิติและอยูในสภาวะไมคงที่  ระบบ
สมการกํากับซ่ึงเดิมเขียนอยูในบริเวณของแข็งและของเหลวจะถูกนํามา
รวมกันและเขียนใหมใหอยูในรูปสมการกํากับเพียงสมการเดียวโดยมี
อัตราสวนของเหลวเปนพารามิเตอรใหมที่เพิ่มเติมข้ึน  ในการคํานวณ
เชิงตัวเลขพบวามีปญหาเกิดข้ึนเน่ืองจากความไมตอเ น่ืองของ
อัตราสวนของเหลว  ดังน้ันเพื่อที่จะขจัดปญหาดังกลาว จึงไดสมมุติให
อัตราสวนของเหลวเปนฟงกชันเชิงเสนในชวงแคบๆที่อุณหภูมิใกลกับ
จุดเยือกแข็ง  สวนพารามิเตอรอื่นๆที่ปรากฏอยูในสมการกํากับและ
เงื่อนไขขอบเขตจะสามารถคํานวณไดโดยใหนํ้าเปนสสารที่เกิดการ
แข็งตัวข้ึน  ผลการคํานวณเชิงตัวเลขไดถูกนํามาเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรง  จะเห็นไดวาความแมนยําของเทคนิคที่กลาวมาจะขึ้นอยู
กับระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวนของเหลวท่ีทําการสมมุติ
ข้ึน  นอกจากนี้เทคนิคดังกลาวยังสามารถทํานายความหนาของน้ําแข็ง
ที่เกิดข้ึนเม่ือเวลาผานไปไดโดยมีความผิดพลาดต่ํากวา 3 เปอรเซ็นต 
 
Abstract 
The aim of this paper is to investigate a numerical technique to 
solve the heat transfer problem associated with phase change.  
The problem is assumed one dimensional and transient.  The 
governing equations for the solid and liquid regions are combined 
into a single equation with a liquid fraction as an additional 
parameter.  To overcome the numerical difficulty due to 
discontinuity of the liquid fraction, the artificial linear piecewise 
continuous function of the liquid fraction is introduced.  The 

parameters appearing in the governing system are calculated by 
assuming ice as a freezing material.  The comparison between 
the analytical and numerical solutions is performed.  The results 
indicate that the accuracy of the numerical scheme strongly 
depends on the range of the artificial function of the liquid 
fraction.  The error of the ice thickness, which is a function of 
time, predicted by this technique is less than 3 percent.   
 
1. บทนํา 
 การศึกษาการแข็งตัวของสสารนั้นมีประวัติเร่ิมตนจากการงานของ 
Neumann [1] ซ่ึงเปนการศึกษาการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ในหน่ึงมิติ  
ปญหาของ Neumann ดังกลาวเปนที่ทราบกันโดยทั่วไปวาจะสามารถ
หาผลเฉลยแมนตรงได  หากแตวาถาปญหาของการแข็งตัวมีความ
ซับซอนยิ่งข้ึนเชน เงื่อนไขขอบเขตเปนแบบการพาความรอน ปญหามี
มากกวาหนึ่งมิติ หรือสสารที่แข็งตัวเปนสารละลาย  ความซับซอน
ดังกลาวเปนสาเหตุใหไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดและตองนํา
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาประยุกตใชเพื่อหาคําตอบ  ดังน้ันในชวง 50 ป
ที่ผานมาจึงมีงานวิจัยจํานวนมากที่มุงเนนไปดานการพัฒนาระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขสําหรับการแข็งตัวทั้งสารบริสุทธิ์ [2] และสารละลาย [3] 
 โดยปรกติปญหาการแข็งตัวจะมีลักษณะเดนคือขอบเขตของ
ปญหามีการเคลื่อนที่เกิดข้ึน (moving boundary problem) ซ่ึงสงผลให
สมการกํากับที่ไดมีลักษณะที่เปนแบบไมเชิงเสน (nonlinear)  ลักษณะ
ของการเคลื่อนที่ของขอบเขตดังกลาวสรางความยุงยากแกระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขที่จะนํามาประยุกตใช  จากการสํารวจพบวาระเบียบวิธี
เชิงเลขที่นํามาประยุกตใชในปญหาการแข็งตัวน้ันสามารถแบงไดเปน 3 
แบบคือแบบแรกใชการแปลงทางคณิตศาสตรเพื่อใหโดเมนสําหรับการ
คํานวณเชิงตัวเลขมีขนาดคงที่ แบบท่ีสองคือทําการติดตาม (track) 
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ขอบเขตที่เคลื่อนที่โดยการเปลี่ยนขนาดของกริด จะพบวาวิธีทั้งสองจะ
ใหคําตอบที่แมนยําสําหรับปญหาในหนึ่งมิติ แตการคํานวณจะมีความ
ซับซอนมากสําหรับปญหาที่มากกวาหน่ึงมิติ สวนแบบสุดทายคือ
การใชกริดที่คงที่ (fixed grid) ซ่ึงจะไมเปลี่ยนไปตามชอบเขตที่เคลื่อนที่  
ซ่ึงวิธีดังกลาวจะเปนที่นิยมในปจจุบันเน่ืองจากมีความยืดหยุนสูง และ
สามารถนําไปประยุกตใชกับปญหามากกวาหนึ่งมิติได  ดังน้ันใน
งานวิจัยชิ้นน้ีจึงเปนการศึกษาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใชกริดคงตัว
เพื่อนํามาทํานายปญหาการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ ซ่ึงตองอาศัย
ความสัมพันธระหวางอุณหภูมิและอัตราสวนของเหลวที่ทําการประมาณ
ข้ึน  และจะสงผลให ใหคําตอบเชิงตัวเลขที่คํ านวณไดลู เขา  ซ่ึ ง
รายละเอียดของข้ันตอนดังกลาวจะกลาวถึงในสวนถัดไป 
 
2. แบบจําลองทางคณิตศาสตรและสมการกํากับ 
 สําหรับปญหาที่จะนํามาพิจารณาในงานวิจัยชิ้นน้ีน้ันจะเปนปญหา
การแข็งตัวในหน่ึงมิติและอยูในสภาวะไมคงที่ (transient) โดยที่ดาน
หน่ึงของระบบจะมีอุณหภูมิที่ที่ T∞ ในขณะที่อีกดานหน่ึงของผนังจะไม
มีความรอนสงผานเนื่องจากความสมมาตรของระบบ  การแข็งตัวจะ
เกิดข้ึนที่อุณหภูมิคงที่ซ่ึงมีคาเทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง (Tf)  นอกจากนี้
อุณหภูมิตั้งตนระบบกอนเร่ิมการแข็งตัวคือ Ti ซ่ึงมีคาสูงกวา Tf  
แผนภาพของระบบที่กําลังพิจารณาจะแสดงอยูในรูปที่ 1 
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   รูปที่ 1  แผนภาพแสดงระบบที่พิจารณา 
 

จากขอสมมุติฐานดังกลาว แบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบที่รวม
เอาของแข็งและของเหลวเขาดวยกัน จะสามารถเขียนไดเปนสมการ
เดียวคือ [4] 
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สมการดังกลาวสามารถทําการพิสูจนโดยเขียนสมการกํากับลงใน
ปริมาตรควบคุมขนาดเล็กๆ ที่เรียกวา representative elemental 
volume หรือ REV [5] สมการกํากับที่ไดจะเรียกวาสมการกํากับใน
ระดับจุลภาค (macroscopic governing equation) ของแตละเฟส  ซ่ึง
เม่ือนําสมการของทั้งเฟสของแข็งและของเหลวมารวมเขาดวยกันจะได
เปนสมการในรูปของของผสม (mixture equation)  สําหรับสมการที่ (1) 
เปนรูปแบบหน่ึงของสมการในรูปของของผสมดังที่กลาวมา โดยที่เขียน
ในรูปแบบของความรอนแฝง (latent heat source form) [4] 
 คา gs และ gl ที่ปรากฏอยูในสมการที่ (1), (3-5) คือคาอัตราสวน
ของแข็งและอัตราสวนของเหลวในเชิงปริมาตร (solid and liquid 
volume fraction) ตามลําดับ โดยที่ 
 

    1gg ls =+       (6) 
 

ในทางทฤษฎีสําหรับการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ จะพบวาในบริเวณ
ของแข็งหรือของเหลวที่ไมมีแนวโนมวาจะมีการเปลี่ยนเฟส คา gl จะมี
คาเปน 0 หรือ 1 ตามลําดับ ดังน้ันในบริเวณดังกลาวพจนสุดทาย
ทางดานขวามือของสมการที่ (1) หรือก็คือพจนของคาความรอนแฝง
ของการแข็งตัว (latent heat of fusion term) จะมีคาเปนศูนยเน่ืองจาก 

0t/gl =∂∂  และคา Cvol และ kvol จะมีคาเทากับคาความจุความรอน
และคาสภาพการนําความรอนของของแข็งหรือของเหลวอยางใดอยาง
หน่ึง  สงผลใหสมการที่ (1) สามารถลดรูปไดเปนสมการการนําความ
รอนตามปกติ  ในทางตรงกันขามหากมีการเปลี่ยนเฟสเกิดข้ึน ซ่ึงถา
เปนกรณีของการแข็งตัวคา gl จะเปลี่ยนจาก 0 ไปเปน 1 โดยฉับพลัน 
(jump condition) สงผลใหพจนที่มีคาความรอนแฝงของการแข็งตัวมีคา
ไมเทากับศูนย ซ่ึงปรากฏการณดังกลาวจะเกิดบริเวณที่เปนขอบเขต 
(interface) ระหวางของแข็งและของเหลวเทาน้ัน 
 
3. การวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร 
 สมการที่ (1-5) สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปของสมการไรมิติ ซ่ึง
สามารถทําไดโดยการนิยามตัวแปรตอไปน้ี 
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เม่ือแทนคาดังกลาวลงไปในสมการที่ (1-5) จะไดวา 
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  0=τ ;  1=θ       (9a) 
  0=ξ ;  ∞θ=θ      (9b) 

  1=ξ ;  0=
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θ∂

      (9c) 
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จะเปนไดวาพจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (1) จะถูกแยก
ออกเปนสองพจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (8) เน่ืองจากคา kvol 
ไมคงที่และข้ึนกับ gl  สวนพจนสุดทายทางดานขวามือของสมการที่ (1) 
จะเปลี่ยนรูปไปเปนพจนสุดทายทางดานขวามือของสมการที่ (8) โดย
การตั้งสมมุติฐานวาคา ssll cc ρ−ρ  ในสมการที่ (5) เปนคาคงที่ 
และคา Tref มีคาเทากับ Tf 
 นอกจากนี้ยังพบวามีพารามิเตอรไรมิติอยูทั้งหมดหาพารามิเตอรที่
ปรากฏอยูในสมการที่ (8-9) กลาวคือ 
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4. การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 
 การแกสมการที่ (8) ขางตนสามารถทําไดโดยใชวิธีผลตางสืบเน่ือง 
(finite difference)  เน่ืองจากสมการที่ (8) เปนสมการเชิงอนุพันธยอย
แบบ parabolic  เพ่ือใหเกิดเสถียรภาพในการทํางานของอัลกอริทึม  จึง
เลือกใชการประมาณโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในรูปแบบฟูลลี่อิมพลิสิท 
(fully implicit) [6]  ดังน้ันตัวแปรที่ติดอยูในรูปอนุพันธจะสามารถแทน
ไดดวยการประมาณแบบผลตางสืบเน่ืองดังตอไปน้ี 
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โดยที่ i และ n คือดัชนีของโหนดในแกน ξ และ τ ตามลําดับ เม่ือนํา
สมการที่ (11-13) ที่อยูดานบนไปแทนลงในสมการที่ (8) แลวจัดรูป
สมการใหมตามตําแหนงของโหนดที่ปรากฏอยูบนโดเมนของการ
คํานวณ (computation domain) ดังตอไปน้ี 
 

(i) โหนดที่อยูภายใน 
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(ii) โหนดที่อยูบนเสนสมมาตร: ξ = 1 
 

2n
i

2
1n

i

2
1n
1i SLL22 ξ∆+θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ∆
ξ∆

−=θ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ∆
ξ∆

+−θ ++
−  

            (15) 
 

โดยที่คาสัมประสิทธ K, L, และ S คือ 
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สําหรับการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ จะพบวาการแข็งตัวจะเกิดข้ึนที่
อุณหภูมิคงที่ ณ รอยตอระหวางของแข็งและของเหลวที่มีลักษณะที่เปน
รอยตอเรียบ (sharp interface)   ซ่ึงในทางทฤษฎีแลวคาของ gl จะมี
ความสัมพันธโดยตรงกับอุณหภูมิในลักษณะของฟงกชันไมตอเน่ือง 
(discontinuous function) กลาวคือ 
 

  
0If,1
0If,0

gl >θ
≤θ

=       (17) 
 

การนําสมการที่ 17 มาใช จะพบวาสมการดังกลาวจะกอใหเกิดการลู
ออกของคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดในลักษณะของการแกวง (oscillated 
solution) เน่ืองจากการเปลี่ยนอยางฉับพลันของคา gl [2] ดังน้ันเพื่อ
ขจัดปญหาดังกลาว จึงตองทําการปรับความสัมพันธระหวาง gl และ
อุณหภูมิเสียใหมใหเปนฟงกชันเชิงเสนที่มีลักษณะของความตอเน่ือง 
(continuous linear function) เกิดข้ึน [4] 
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ความสัมพันธระหวาง gl และอุณหภูมิกอนและหลังทําการปรับสามารถ
นํามาแสดงใหเห็นไดในรูปที่ 2  
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   รูปที่ 2  ความสัมพันธระหวาง gl และอุณหภูมิ  
   (a) กอนการปรับ     (b) หลังการปรับ 
 

คา ε เปนคาที่แสดงถึงระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวน
ของเหลวที่ทําการสมมุติข้ึน ซ่ึงจะมีผลตอการลูเขาและความแมนยํา
ของคําตอบ 
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 สมการที่ (14-15) จะกอใหเกิดระบบสมการที่ยังไมไดเปนแบบเชิง
เสนเพราะเน่ืองจากคาสัมประสิทธ K, L, และ S ยังเปนฟงกชันของ gl 
และอนุพันธของ gl ซ่ึงยังคงไมทราบคา  ดังน้ันในตอนเร่ิมตนจะตองทํา
การสมมุติคา gl จากสมการ (18) โดยใชอุณหภูมิต้ังตนกอน  จากน้ัน
สมการที่ (14-15) กลายเปนระบบสมการเชิงเสนที่อยูในรูปสามแนว
ทแยง (tridiagonal system) และสามารถหาการกระจายของอุณหภูมิที่
โหนดตางๆ ไดโดยอัลกอริทึมของโทมัส (Thomas algorithm) จากผล
ของการทดสอบโปรแกรมในเบื้องตน พบวา S หรือ source term ใน
สมการที่ (14-15) จะสงผลอยางมากตอการลูเขาของคําตอบ [4] ดังน้ัน
จึงตองมีการนําเอาคา relaxation factor มาประยุกตใช โดยที่คา 
relaxation factor ที่ใชจะอยูประมาณ 0.02 ถึง 0.1 ซ่ึงเปนคาที่คอนขาง
ตํ่า (under relaxation factor)  หลังจากที่ไดคาการกระจายของ
อุณหภูมิแลวก็นําไปแทนคาในสมการที่ (18) เพ่ืออัพเดทคาของ gl และ
นําคา gl ดังกลาวไปแทนระบบสมการเพื่อหาอุณหภูมิอีกครั้งในลักษณะ
ของการคํานวณซ้ํา (iteration) จนกวาคาความผิดพลาดของคําตอบจะ
นอยกวาคาที่กําหนดไว (tolerance)  เม่ือโปรแกรมออกจากลูปดังกลาว
ก็จะทําการบันทึกคาการกระจายของอุณหภูมิและความหนาของน้ําแข็ง
แลวเร่ิมทําการคํานวณในเวลาถัดไปจนกระทั่งส้ินสุดระยะเวลาที่กําหนด 
 สําหรับคาคุณสมบัติตาง ๆ ของนํ้าและน้ําแข็งจะอยูในตารางที่ 1  
 

ตารางที่ 1 คุณสมบัติของนํ้าและน้ําแข็ง [7] 
คุณสมบัติ คาที่ใช 
sρ   (kg/m3) 920 

sk   (W/m-K) 1.88 

sc   (J/kg-K) 2,040 

lρ   (kg/m3) 1,000 

lk   (W/m-K) 0.569 

lc   (J/kg-K) 4,217 

L  (kJ/kg) 333.7 
 
สําหรับคาของอุณหภูมิต้ังตนของนํ้า (Ti) มีคาเทากับ 30oC และ
อุณหภูมิที่เงื่อนไขขอบเขต ξ = 0 (T∞) มีคา −8oC ในขณะที่อุณหภูมิ
เยือกแข็งของนํ้า (Tf) มีคา 0oC สวนระยะ d มีคาเปน 0.125 m  ดังน้ัน
จากคาคุณสมบัติของนํ้าและน้ําแข็งรวมถึงคาที่กําหนดดังที่กลาวมา
ขางตน จะสามารถนํามาคํานวณคาของพารามิเตอรตางๆ ตามสมการที่ 
(10) ไดดังน้ี 
 

       0870.1R =ρ  ,  0672.2Rc =  ,  3027.0Rk =  ,  

 1827.0Ste=  ,  2667.0−=θ∞      (19) 
 

 คําตอบเชิงตัวเลขที่คํานวณไดจะนําไปเปรียบเทียบกับผลเฉลย
แมนตรง [1] แตเน่ืองจากผลเฉลยแมนตรงดังกลาวเปนของปญหาที่มี
โดเมนเปนระยะกึ่งอนันต (semi-infinite domain)  ดังน้ันภายใน
ชวงเวลาที่คลื่นความรอนจากเงื่อนไขขอบเขต x = 0 ยังสงผานไปไมถึง
เสนสมมาตร x = d น้ัน หมายความวาภายในชวงเวลาดังกลาวคําตอบ
เชิงตัวเลขของปญหากําลังพิจารณาอยูจะลูเขาสูผลเฉลยแมนตรงที่
กลาวมาและสามารถนํามาเปรียบเทียบกันได  หลังจากไดทดสอบ
โปรแกรมพบวาชวงเวลาที่สามารถนําสูผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบ
กับคําตอบเชิงตัวเลขคือภายในเวลา 60 นาที 

 หลังจากนั้นก็ทํ าการทดสอบความเปนอิสระตอกริด  (grid 
independency) ของคําตอบเชิงตัวเลขที่ได พบวาในเบ้ืองตนหาก
จํานวนกริดมากกวา 100 กริดจะมีคาความคลาดเคลื่อนจากการ
กระจายของอุณหภูมิตํ่ากวา 3 เปอรเซ็นต ดังน้ันจึงทําการกําหนด
จํานวนกริดในแนวแกน ξ อยูที่ 200 กริด และสําหรับในแกนเวลาก็
เลือกชวงหางของเวลา (time step หรือ ∆τ) เทากับ 0.0005 เปน
จํานวน 462 คร้ังซ่ึงจะทําใหเวลาสิ้นสุด (final time) อยูที่ 60 นาที สวน
คาของ ε ถูกตั้งไวที่ 0.03   
 
5. ผลการคํานวณและการวิเคราะห 
 ผลการคํานวณในรูปของการกระจายของอุณหภูมิจะแสดงใหเห็น
ในรูปที่ 3 โดยที่จะแสดงคาการกระจายของอุณหภูมิที่เวลา 10, 30 และ 
60 นาทีตามลําดับ  โดยที่ความคลาดเคลื่อนของการกระจายของ
อุณหภูมิของการคํานวณเชิงตัวเลขเม่ือเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจะมี
คาอยูที่ 2.9, 1.8 และ 1.4 เปอรเซ็นตตามลําดับ  เปนที่นาสังเกตวาเม่ือ
เวลาผานไปความคลาดเคลื่อนมีคาลดลง เน่ืองจากในชวงแรกของการ
แข็งตัว คาความชันของอุณหภูมิในแนวแกน ξ มีคาสูง ทําใหจํานวน
โหนดที่อยูในชวงของการแข็งตัว (−ξ ≤ θ ≤ ξ) มีจํานวนนอยซ่ึงจะ
กอใหเกิดความคลาดเคลื่อนในบริเวณดังกลาว ในทางตรงกันขามเม่ือ
เวลาผานไปคาความชันของอุณหภูมิในแนวแกน ξ มีคาลดลง ทําให
จํานวนโหนดที่อยูในชวงของการแข็งตัวมีจํานวนเพ่ิมข้ึน สงผลใหคา
ความคลาดเคลื่อนลดลง 
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 รูปที่ 3  การกระจายของอุณหภูมิที่เวลา 10, 30 และ 60 นาที 
 
 รูปที่ 4 เปนการเปรียบเทียบคาความหนาของน้ําแข็งที่เวลาตางๆ 
ซ่ึงในทางทฤษฎีแลวคาความหนาจะเพิ่มข้ึนเม่ือเวลาผานไปโดยที่คา
ความหนาจะแปรผันตรงกับรากที่สองของเวลา  จากกราฟจะเห็นไดวา
คาความหนาที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจะมีคาต่ํากวาคาความหนา
ที่ไดจากผลเฉลยแมนตรงเล็กนอย  โดยที่จะมีคาความคลาดเคลื่อน
เฉลี่ยต้ังแตเวลาตั้งตนจนถึงเวลาสิ้นสุดอยูที่ประมาณ 2.6 เปอรเซ็นต 
 

ξ 

θ 
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 รูปที่ 4  การเปลี่ยนแปลงความหนาของน้ําแข็งเม่ือเทียบกับเวลา 
 
 จากรูปที่ 5 ซ่ึงแสดงถึงผลของการเปลี่ยน ε ที่ มีตอคาความ
คลาดเคลื่อนของความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข  
จะเห็นไดวาหากทําการเพิ่มคา ε คาความคลาดเคลื่อนของความหนา
ของนํ้าแข็งก็จะเพ่ิมข้ึนเชนกัน  ทั้งน้ีจะสามารถอธิบายไดวาจากสมการ
ที่ (18) จะเห็นไดวาหากคา ε มีคาลดลงและลูเขาสูศูนย สมการที่ (18) 
จะลูเขาสูสมการที่ (17) ซ่ึงเปนความสัมพันธที่ถูกตองทางทฤษฎีสําหรับ
การแข็งตัวของสารบริสุทธิ์  ดังน้ันคาความคลาดเคลื่อนของความหนา
ของนํ้าแข็งที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจึงลดลง   
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 รูปที่ 5  ผลของการเปลี่ยน ε ที่มีตอคาความคลาดเคลือ่น 
      ของความหนาของน้ําแข็ง 
 
อยางไรก็ดีการลดคา ε ใหตํ่าลงเรื่อย ๆ จะกอใหเกิดผลเสียคือ จะทําให
โอกาสที่จะมีโหนดตกอยูในชวงของการแข็งตัว (−ξ ≤ θ ≤ ξ) มี
นอยลง สงผลใหมีโอกาสมากขึ้นที่จะเกิดการลูออกของคําตอบใน
ลักษณะของการแกวง  เพ่ือขจัดปญหาดังกลาวและใหคําตอบเกิดการลู
เขาจึงจําเปนจะตองลดคา relaxation factor ใหตํ่าลง ซ่ึงจะสงผลใหการ

ลูเขาของคําตอบเปนไปไดชาลงเชนกัน   ในทางตรงกันขามหากทําการ
เพ่ิมคา ε จะทําใหคําตอบมีความคลาดเคลื่อนสูง แตตําคอบจะลูเขาได
เร็วข้ึนเน่ืองจากสามารถที่จะเพ่ิมคา relaxation factor ใหสูงข้ึนได 
 
6. บทสรุป 
 ในงานวิจัยช้ินน้ีเปนการศึกษาเทคนิคของการใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขแบบกริดคงที่เพ่ือแกไขปญหาการแข็งตัวของสารบริสุทธในหน่ึง
มิติ ซ่ึงจะนําคําตอบเชิงตัวเลขดังกลาวไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมน
ตรง  ผลการศึกษาพบวาความคลาดเคลื่อนของคําตอบจากการคํานวณ
เชิงตัวเลขมีคาต่ํากวา 3 เปอรเซ็นต  โดยทั้งน้ีความแมนยําของคําตอบ
จะข้ึนอยูกับระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวนของเหลวที่ทํา
การสมมุติข้ึน  ถาระยะความกวางดังกลาวมีตํ่าลงคาความคลาดเคลื่อน
ก็จะมีคาลดลง แตจะทําใหคําตอบมีการลู เขาที่ชาลงเนื่องจากคา 
relaxation factor ที่ตํ่าลงเชนกัน 
 
สัญลักษณ 
(i) ตัวปรกติ 
c  =  คาความจุความรอนจําเพาะ, (J/kg-K) 
C  =  คาความจุความรอน, (J/m3-K) 
d =  ความกวางของระบบ, (m) 
D =  ความหนาของผนังทอทํานํ้าแข็ง, (m) 
g =  อัตราสวนเชิงปริมาตรของแตละเฟส 
δH =  พจนของ heat source , (J/m3) 
k =  สภาพการนําความรอน, (W/m-K) 
L =  ความรอนแฝงจําเพาะของการแข็งตัวของนํ้า, (J/kg) 
Rρ   =  อัตราสวนคาความหนาแนนของนํ้าตอนํ้าแข็ง 
Rc  =  อัตราสวนคาความจุความรอนจําเพาะของน้ําตอนํ้าแข็ง 
Rk   =  อัตราสวนคาสภาพการนําความรอนของนํ้าตอนํ้าแข็ง 
Ste  =  สเตฟานนัมเบอร 
t  =  เวลา, (s) 
T   =  อุณหภูมิ, (0C) 
Tf   =  อุณหภูมิเยือกแข็ง, (0C) 
Ti   =  อุณหภูมิต้ังตน, (0C) 
T∞   =  อุณหภูมิที่ระยะ x = 0, (0C) 
x =  ระยะในระบบพิกัดฉาก, (m)  
α   =  Thermal diffusivity, (m2/s) 
ε =  ระยะความกวางของฟงกชันของอตัราสวนของเหลว 
ρ   =  ความหนาแนน, (kg/m3) 
θ    =  อุณหภูมิในรูปไรมิติ 
θ∞  =  อุณหภูมิในรูปไรมิติที่ระยะ ξ = 0  
ξ =  ระยะ x ในในรูปไรมิติในระบบพิกัดฉาก 
τ =  เวลาในรูปไรมิติ 
(ii) ตัวหอย 
l =  เฟสของเหลว 
s =  เฟสของแข็ง 
vol =  representative elemental volume 
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