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บทคัดยอ 
 จุดมุงหมายของงานวิจับฉบับน้ีคือการศึกษาเทคนิคการแกปญหา
การถายเทความรอนที่เกี่ยวของกับแข็งตัวของสสารซึ่งปญหาดังกลาว
ถูกตั้งสมมุติฐานใหเปนปญหาในหนึ่งมิติและอยูในสภาวะไมคงที่  ระบบ
สมการกํากับซ่ึงเดิมเขียนอยูในบริเวณของแข็งและของเหลวจะถูกนํามา
รวมกันและเขียนใหมใหอยูในรูปสมการกํากับเพียงสมการเดียวโดยมี
อัตราสวนของเหลวเปนพารามิเตอรใหมที่เพิ่มเติมข้ึน  ในการคํานวณ
เชิงตัวเลขพบวามีปญหาเกิดข้ึนเน่ืองจากความไมตอเ น่ืองของ
อัตราสวนของเหลว  ดังน้ันเพื่อที่จะขจัดปญหาดังกลาว จึงไดสมมุติให
อัตราสวนของเหลวเปนฟงกชันเชิงเสนในชวงแคบๆที่อุณหภูมิใกลกับ
จุดเยือกแข็ง  สวนพารามิเตอรอื่นๆที่ปรากฏอยูในสมการกํากับและ
เงื่อนไขขอบเขตจะสามารถคํานวณไดโดยใหนํ้าเปนสสารที่เกิดการ
แข็งตัวข้ึน  ผลการคํานวณเชิงตัวเลขไดถูกนํามาเปรียบเทียบกับผล
เฉลยแมนตรง  จะเห็นไดวาความแมนยําของเทคนิคที่กลาวมาจะขึ้นอยู
กับระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวนของเหลวท่ีทําการสมมุติ
ข้ึน  นอกจากนี้เทคนิคดังกลาวยังสามารถทํานายความหนาของน้ําแข็ง
ที่เกิดข้ึนเม่ือเวลาผานไปไดโดยมีความผิดพลาดต่ํากวา 3 เปอรเซ็นต 
 
Abstract 
The aim of this paper is to investigate a numerical technique to 
solve the heat transfer problem associated with phase change.  
The problem is assumed one dimensional and transient.  The 
governing equations for the solid and liquid regions are combined 
into a single equation with a liquid fraction as an additional 
parameter.  To overcome the numerical difficulty due to 
discontinuity of the liquid fraction, the artificial linear piecewise 
continuous function of the liquid fraction is introduced.  The 

parameters appearing in the governing system are calculated by 
assuming ice as a freezing material.  The comparison between 
the analytical and numerical solutions is performed.  The results 
indicate that the accuracy of the numerical scheme strongly 
depends on the range of the artificial function of the liquid 
fraction.  The error of the ice thickness, which is a function of 
time, predicted by this technique is less than 3 percent.   
 
1. บทนํา 
 การศึกษาการแข็งตัวของสสารนั้นมีประวัติเร่ิมตนจากการงานของ 
Neumann [1] ซ่ึงเปนการศึกษาการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ในหน่ึงมิติ  
ปญหาของ Neumann ดังกลาวเปนที่ทราบกันโดยทั่วไปวาจะสามารถ
หาผลเฉลยแมนตรงได  หากแตวาถาปญหาของการแข็งตัวมีความ
ซับซอนยิ่งข้ึนเชน เงื่อนไขขอบเขตเปนแบบการพาความรอน ปญหามี
มากกวาหนึ่งมิติ หรือสสารที่แข็งตัวเปนสารละลาย  ความซับซอน
ดังกลาวเปนสาเหตุใหไมสามารถหาผลเฉลยแมนตรงไดและตองนํา
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขมาประยุกตใชเพื่อหาคําตอบ  ดังน้ันในชวง 50 ป
ที่ผานมาจึงมีงานวิจัยจํานวนมากที่มุงเนนไปดานการพัฒนาระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขสําหรับการแข็งตัวทั้งสารบริสุทธิ์ [2] และสารละลาย [3] 
 โดยปรกติปญหาการแข็งตัวจะมีลักษณะเดนคือขอบเขตของ
ปญหามีการเคลื่อนที่เกิดข้ึน (moving boundary problem) ซ่ึงสงผลให
สมการกํากับที่ไดมีลักษณะที่เปนแบบไมเชิงเสน (nonlinear)  ลักษณะ
ของการเคลื่อนที่ของขอบเขตดังกลาวสรางความยุงยากแกระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขที่จะนํามาประยุกตใช  จากการสํารวจพบวาระเบียบวิธี
เชิงเลขที่นํามาประยุกตใชในปญหาการแข็งตัวน้ันสามารถแบงไดเปน 3 
แบบคือแบบแรกใชการแปลงทางคณิตศาสตรเพื่อใหโดเมนสําหรับการ
คํานวณเชิงตัวเลขมีขนาดคงที่ แบบท่ีสองคือทําการติดตาม (track) 
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ขอบเขตที่เคลื่อนที่โดยการเปลี่ยนขนาดของกริด จะพบวาวิธีทั้งสองจะ
ใหคําตอบที่แมนยําสําหรับปญหาในหนึ่งมิติ แตการคํานวณจะมีความ
ซับซอนมากสําหรับปญหาที่มากกวาหน่ึงมิติ สวนแบบสุดทายคือ
การใชกริดที่คงที่ (fixed grid) ซ่ึงจะไมเปลี่ยนไปตามชอบเขตที่เคลื่อนที่  
ซ่ึงวิธีดังกลาวจะเปนที่นิยมในปจจุบันเน่ืองจากมีความยืดหยุนสูง และ
สามารถนําไปประยุกตใชกับปญหามากกวาหนึ่งมิติได  ดังน้ันใน
งานวิจัยชิ้นน้ีจึงเปนการศึกษาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบใชกริดคงตัว
เพื่อนํามาทํานายปญหาการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ ซ่ึงตองอาศัย
ความสัมพันธระหวางอุณหภูมิและอัตราสวนของเหลวที่ทําการประมาณ
ข้ึน  และจะสงผลให ใหคําตอบเชิงตัวเลขที่คํ านวณไดลู เขา  ซ่ึ ง
รายละเอียดของข้ันตอนดังกลาวจะกลาวถึงในสวนถัดไป 
 
2. แบบจําลองทางคณิตศาสตรและสมการกํากับ 
 สําหรับปญหาที่จะนํามาพิจารณาในงานวิจัยชิ้นน้ีน้ันจะเปนปญหา
การแข็งตัวในหน่ึงมิติและอยูในสภาวะไมคงที่ (transient) โดยที่ดาน
หน่ึงของระบบจะมีอุณหภูมิที่ที่ T∞ ในขณะที่อีกดานหน่ึงของผนังจะไม
มีความรอนสงผานเนื่องจากความสมมาตรของระบบ  การแข็งตัวจะ
เกิดข้ึนที่อุณหภูมิคงที่ซ่ึงมีคาเทากับอุณหภูมิเยือกแข็ง (Tf)  นอกจากนี้
อุณหภูมิตั้งตนระบบกอนเร่ิมการแข็งตัวคือ Ti ซ่ึงมีคาสูงกวา Tf  
แผนภาพของระบบที่กําลังพิจารณาจะแสดงอยูในรูปที่ 1 
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   รูปที่ 1  แผนภาพแสดงระบบที่พิจารณา 
 

จากขอสมมุติฐานดังกลาว แบบจําลองทางคณิตศาสตรของระบบที่รวม
เอาของแข็งและของเหลวเขาดวยกัน จะสามารถเขียนไดเปนสมการ
เดียวคือ [4] 
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สมการดังกลาวสามารถทําการพิสูจนโดยเขียนสมการกํากับลงใน
ปริมาตรควบคุมขนาดเล็กๆ ที่เรียกวา representative elemental 
volume หรือ REV [5] สมการกํากับที่ไดจะเรียกวาสมการกํากับใน
ระดับจุลภาค (macroscopic governing equation) ของแตละเฟส  ซ่ึง
เม่ือนําสมการของทั้งเฟสของแข็งและของเหลวมารวมเขาดวยกันจะได
เปนสมการในรูปของของผสม (mixture equation)  สําหรับสมการที่ (1) 
เปนรูปแบบหน่ึงของสมการในรูปของของผสมดังที่กลาวมา โดยที่เขียน
ในรูปแบบของความรอนแฝง (latent heat source form) [4] 
 คา gs และ gl ที่ปรากฏอยูในสมการที่ (1), (3-5) คือคาอัตราสวน
ของแข็งและอัตราสวนของเหลวในเชิงปริมาตร (solid and liquid 
volume fraction) ตามลําดับ โดยที่ 
 

    1gg ls =+       (6) 
 

ในทางทฤษฎีสําหรับการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ จะพบวาในบริเวณ
ของแข็งหรือของเหลวที่ไมมีแนวโนมวาจะมีการเปลี่ยนเฟส คา gl จะมี
คาเปน 0 หรือ 1 ตามลําดับ ดังน้ันในบริเวณดังกลาวพจนสุดทาย
ทางดานขวามือของสมการที่ (1) หรือก็คือพจนของคาความรอนแฝง
ของการแข็งตัว (latent heat of fusion term) จะมีคาเปนศูนยเน่ืองจาก 

0t/gl =∂∂  และคา Cvol และ kvol จะมีคาเทากับคาความจุความรอน
และคาสภาพการนําความรอนของของแข็งหรือของเหลวอยางใดอยาง
หน่ึง  สงผลใหสมการที่ (1) สามารถลดรูปไดเปนสมการการนําความ
รอนตามปกติ  ในทางตรงกันขามหากมีการเปลี่ยนเฟสเกิดข้ึน ซ่ึงถา
เปนกรณีของการแข็งตัวคา gl จะเปลี่ยนจาก 0 ไปเปน 1 โดยฉับพลัน 
(jump condition) สงผลใหพจนที่มีคาความรอนแฝงของการแข็งตัวมีคา
ไมเทากับศูนย ซ่ึงปรากฏการณดังกลาวจะเกิดบริเวณที่เปนขอบเขต 
(interface) ระหวางของแข็งและของเหลวเทาน้ัน 
 
3. การวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร 
 สมการที่ (1-5) สามารถเปลี่ยนใหอยูในรูปของสมการไรมิติ ซ่ึง
สามารถทําไดโดยการนิยามตัวแปรตอไปน้ี 
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เม่ือแทนคาดังกลาวลงไปในสมการที่ (1-5) จะไดวา 
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  0=τ ;  1=θ       (9a) 
  0=ξ ;  ∞θ=θ      (9b) 
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จะเปนไดวาพจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (1) จะถูกแยก
ออกเปนสองพจนแรกทางดานขวามือของสมการที่ (8) เน่ืองจากคา kvol 
ไมคงที่และข้ึนกับ gl  สวนพจนสุดทายทางดานขวามือของสมการที่ (1) 
จะเปลี่ยนรูปไปเปนพจนสุดทายทางดานขวามือของสมการที่ (8) โดย
การตั้งสมมุติฐานวาคา ssll cc ρ−ρ  ในสมการที่ (5) เปนคาคงที่ 
และคา Tref มีคาเทากับ Tf 
 นอกจากนี้ยังพบวามีพารามิเตอรไรมิติอยูทั้งหมดหาพารามิเตอรที่
ปรากฏอยูในสมการที่ (8-9) กลาวคือ 
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4. การวิเคราะหโดยวิธีผลตางสืบเนื่อง 
 การแกสมการที่ (8) ขางตนสามารถทําไดโดยใชวิธีผลตางสืบเน่ือง 
(finite difference)  เน่ืองจากสมการที่ (8) เปนสมการเชิงอนุพันธยอย
แบบ parabolic  เพ่ือใหเกิดเสถียรภาพในการทํางานของอัลกอริทึม  จึง
เลือกใชการประมาณโดยวิธีผลตางสืบเน่ืองในรูปแบบฟูลลี่อิมพลิสิท 
(fully implicit) [6]  ดังน้ันตัวแปรที่ติดอยูในรูปอนุพันธจะสามารถแทน
ไดดวยการประมาณแบบผลตางสืบเน่ืองดังตอไปน้ี 
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โดยที่ i และ n คือดัชนีของโหนดในแกน ξ และ τ ตามลําดับ เม่ือนํา
สมการที่ (11-13) ที่อยูดานบนไปแทนลงในสมการที่ (8) แลวจัดรูป
สมการใหมตามตําแหนงของโหนดที่ปรากฏอยูบนโดเมนของการ
คํานวณ (computation domain) ดังตอไปน้ี 
 

(i) โหนดที่อยูภายใน 
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(ii) โหนดที่อยูบนเสนสมมาตร: ξ = 1 
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โดยที่คาสัมประสิทธ K, L, และ S คือ 
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สําหรับการแข็งตัวของสารบริสุทธิ์ จะพบวาการแข็งตัวจะเกิดข้ึนที่
อุณหภูมิคงที่ ณ รอยตอระหวางของแข็งและของเหลวที่มีลักษณะที่เปน
รอยตอเรียบ (sharp interface)   ซ่ึงในทางทฤษฎีแลวคาของ gl จะมี
ความสัมพันธโดยตรงกับอุณหภูมิในลักษณะของฟงกชันไมตอเน่ือง 
(discontinuous function) กลาวคือ 
 

  
0If,1
0If,0

gl >θ
≤θ

=       (17) 
 

การนําสมการที่ 17 มาใช จะพบวาสมการดังกลาวจะกอใหเกิดการลู
ออกของคําตอบเชิงตัวเลขที่ไดในลักษณะของการแกวง (oscillated 
solution) เน่ืองจากการเปลี่ยนอยางฉับพลันของคา gl [2] ดังน้ันเพื่อ
ขจัดปญหาดังกลาว จึงตองทําการปรับความสัมพันธระหวาง gl และ
อุณหภูมิเสียใหมใหเปนฟงกชันเชิงเสนที่มีลักษณะของความตอเน่ือง 
(continuous linear function) เกิดข้ึน [4] 
 

  

ε>θ

ε≤θ<ε−
ε
ε+θ

ε−≤θ

=

If,1

If,
2

If,0

gl    (18) 

 

ความสัมพันธระหวาง gl และอุณหภูมิกอนและหลังทําการปรับสามารถ
นํามาแสดงใหเห็นไดในรูปที่ 2  
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   รูปที่ 2  ความสัมพันธระหวาง gl และอุณหภูมิ  
   (a) กอนการปรับ     (b) หลังการปรับ 
 

คา ε เปนคาที่แสดงถึงระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวน
ของเหลวที่ทําการสมมุติข้ึน ซ่ึงจะมีผลตอการลูเขาและความแมนยํา
ของคําตอบ 
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 สมการที่ (14-15) จะกอใหเกิดระบบสมการที่ยังไมไดเปนแบบเชิง
เสนเพราะเน่ืองจากคาสัมประสิทธ K, L, และ S ยังเปนฟงกชันของ gl 
และอนุพันธของ gl ซ่ึงยังคงไมทราบคา  ดังน้ันในตอนเร่ิมตนจะตองทํา
การสมมุติคา gl จากสมการ (18) โดยใชอุณหภูมิต้ังตนกอน  จากน้ัน
สมการที่ (14-15) กลายเปนระบบสมการเชิงเสนที่อยูในรูปสามแนว
ทแยง (tridiagonal system) และสามารถหาการกระจายของอุณหภูมิที่
โหนดตางๆ ไดโดยอัลกอริทึมของโทมัส (Thomas algorithm) จากผล
ของการทดสอบโปรแกรมในเบื้องตน พบวา S หรือ source term ใน
สมการที่ (14-15) จะสงผลอยางมากตอการลูเขาของคําตอบ [4] ดังน้ัน
จึงตองมีการนําเอาคา relaxation factor มาประยุกตใช โดยที่คา 
relaxation factor ที่ใชจะอยูประมาณ 0.02 ถึง 0.1 ซ่ึงเปนคาที่คอนขาง
ตํ่า (under relaxation factor)  หลังจากที่ไดคาการกระจายของ
อุณหภูมิแลวก็นําไปแทนคาในสมการที่ (18) เพ่ืออัพเดทคาของ gl และ
นําคา gl ดังกลาวไปแทนระบบสมการเพื่อหาอุณหภูมิอีกครั้งในลักษณะ
ของการคํานวณซ้ํา (iteration) จนกวาคาความผิดพลาดของคําตอบจะ
นอยกวาคาที่กําหนดไว (tolerance)  เม่ือโปรแกรมออกจากลูปดังกลาว
ก็จะทําการบันทึกคาการกระจายของอุณหภูมิและความหนาของน้ําแข็ง
แลวเร่ิมทําการคํานวณในเวลาถัดไปจนกระทั่งส้ินสุดระยะเวลาที่กําหนด 
 สําหรับคาคุณสมบัติตาง ๆ ของนํ้าและน้ําแข็งจะอยูในตารางที่ 1  
 

ตารางที่ 1 คุณสมบัติของนํ้าและน้ําแข็ง [7] 
คุณสมบัติ คาที่ใช 
sρ   (kg/m3) 920 

sk   (W/m-K) 1.88 

sc   (J/kg-K) 2,040 

lρ   (kg/m3) 1,000 

lk   (W/m-K) 0.569 

lc   (J/kg-K) 4,217 

L  (kJ/kg) 333.7 
 
สําหรับคาของอุณหภูมิต้ังตนของนํ้า (Ti) มีคาเทากับ 30oC และ
อุณหภูมิที่เงื่อนไขขอบเขต ξ = 0 (T∞) มีคา −8oC ในขณะที่อุณหภูมิ
เยือกแข็งของนํ้า (Tf) มีคา 0oC สวนระยะ d มีคาเปน 0.125 m  ดังน้ัน
จากคาคุณสมบัติของนํ้าและน้ําแข็งรวมถึงคาที่กําหนดดังที่กลาวมา
ขางตน จะสามารถนํามาคํานวณคาของพารามิเตอรตางๆ ตามสมการที่ 
(10) ไดดังน้ี 
 

       0870.1R =ρ  ,  0672.2Rc =  ,  3027.0Rk =  ,  

 1827.0Ste=  ,  2667.0−=θ∞      (19) 
 

 คําตอบเชิงตัวเลขที่คํานวณไดจะนําไปเปรียบเทียบกับผลเฉลย
แมนตรง [1] แตเน่ืองจากผลเฉลยแมนตรงดังกลาวเปนของปญหาที่มี
โดเมนเปนระยะกึ่งอนันต (semi-infinite domain)  ดังน้ันภายใน
ชวงเวลาที่คลื่นความรอนจากเงื่อนไขขอบเขต x = 0 ยังสงผานไปไมถึง
เสนสมมาตร x = d น้ัน หมายความวาภายในชวงเวลาดังกลาวคําตอบ
เชิงตัวเลขของปญหากําลังพิจารณาอยูจะลูเขาสูผลเฉลยแมนตรงที่
กลาวมาและสามารถนํามาเปรียบเทียบกันได  หลังจากไดทดสอบ
โปรแกรมพบวาชวงเวลาที่สามารถนําสูผลเฉลยแมนตรงมาเปรียบเทียบ
กับคําตอบเชิงตัวเลขคือภายในเวลา 60 นาที 

 หลังจากนั้นก็ทํ าการทดสอบความเปนอิสระตอกริด  (grid 
independency) ของคําตอบเชิงตัวเลขที่ได พบวาในเบ้ืองตนหาก
จํานวนกริดมากกวา 100 กริดจะมีคาความคลาดเคลื่อนจากการ
กระจายของอุณหภูมิตํ่ากวา 3 เปอรเซ็นต ดังน้ันจึงทําการกําหนด
จํานวนกริดในแนวแกน ξ อยูที่ 200 กริด และสําหรับในแกนเวลาก็
เลือกชวงหางของเวลา (time step หรือ ∆τ) เทากับ 0.0005 เปน
จํานวน 462 คร้ังซ่ึงจะทําใหเวลาสิ้นสุด (final time) อยูที่ 60 นาที สวน
คาของ ε ถูกตั้งไวที่ 0.03   
 
5. ผลการคํานวณและการวิเคราะห 
 ผลการคํานวณในรูปของการกระจายของอุณหภูมิจะแสดงใหเห็น
ในรูปที่ 3 โดยที่จะแสดงคาการกระจายของอุณหภูมิที่เวลา 10, 30 และ 
60 นาทีตามลําดับ  โดยที่ความคลาดเคลื่อนของการกระจายของ
อุณหภูมิของการคํานวณเชิงตัวเลขเม่ือเทียบกับผลเฉลยแมนตรงจะมี
คาอยูที่ 2.9, 1.8 และ 1.4 เปอรเซ็นตตามลําดับ  เปนที่นาสังเกตวาเม่ือ
เวลาผานไปความคลาดเคลื่อนมีคาลดลง เน่ืองจากในชวงแรกของการ
แข็งตัว คาความชันของอุณหภูมิในแนวแกน ξ มีคาสูง ทําใหจํานวน
โหนดที่อยูในชวงของการแข็งตัว (−ξ ≤ θ ≤ ξ) มีจํานวนนอยซ่ึงจะ
กอใหเกิดความคลาดเคลื่อนในบริเวณดังกลาว ในทางตรงกันขามเม่ือ
เวลาผานไปคาความชันของอุณหภูมิในแนวแกน ξ มีคาลดลง ทําให
จํานวนโหนดที่อยูในชวงของการแข็งตัวมีจํานวนเพ่ิมข้ึน สงผลใหคา
ความคลาดเคลื่อนลดลง 
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 รูปที่ 3  การกระจายของอุณหภูมิที่เวลา 10, 30 และ 60 นาที 
 
 รูปที่ 4 เปนการเปรียบเทียบคาความหนาของน้ําแข็งที่เวลาตางๆ 
ซ่ึงในทางทฤษฎีแลวคาความหนาจะเพิ่มข้ึนเม่ือเวลาผานไปโดยที่คา
ความหนาจะแปรผันตรงกับรากที่สองของเวลา  จากกราฟจะเห็นไดวา
คาความหนาที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจะมีคาต่ํากวาคาความหนา
ที่ไดจากผลเฉลยแมนตรงเล็กนอย  โดยที่จะมีคาความคลาดเคลื่อน
เฉลี่ยต้ังแตเวลาตั้งตนจนถึงเวลาสิ้นสุดอยูที่ประมาณ 2.6 เปอรเซ็นต 
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θ 
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 รูปที่ 4  การเปลี่ยนแปลงความหนาของน้ําแข็งเม่ือเทียบกับเวลา 
 
 จากรูปที่ 5 ซ่ึงแสดงถึงผลของการเปลี่ยน ε ที่ มีตอคาความ
คลาดเคลื่อนของความหนาของน้ําแข็งที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลข  
จะเห็นไดวาหากทําการเพิ่มคา ε คาความคลาดเคลื่อนของความหนา
ของนํ้าแข็งก็จะเพ่ิมข้ึนเชนกัน  ทั้งน้ีจะสามารถอธิบายไดวาจากสมการ
ที่ (18) จะเห็นไดวาหากคา ε มีคาลดลงและลูเขาสูศูนย สมการที่ (18) 
จะลูเขาสูสมการที่ (17) ซ่ึงเปนความสัมพันธที่ถูกตองทางทฤษฎีสําหรับ
การแข็งตัวของสารบริสุทธิ์  ดังน้ันคาความคลาดเคลื่อนของความหนา
ของนํ้าแข็งที่ไดจากการคํานวณเชิงตัวเลขจึงลดลง   
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 รูปที่ 5  ผลของการเปลี่ยน ε ที่มีตอคาความคลาดเคลือ่น 
      ของความหนาของน้ําแข็ง 
 
อยางไรก็ดีการลดคา ε ใหตํ่าลงเรื่อย ๆ จะกอใหเกิดผลเสียคือ จะทําให
โอกาสที่จะมีโหนดตกอยูในชวงของการแข็งตัว (−ξ ≤ θ ≤ ξ) มี
นอยลง สงผลใหมีโอกาสมากขึ้นที่จะเกิดการลูออกของคําตอบใน
ลักษณะของการแกวง  เพ่ือขจัดปญหาดังกลาวและใหคําตอบเกิดการลู
เขาจึงจําเปนจะตองลดคา relaxation factor ใหตํ่าลง ซ่ึงจะสงผลใหการ

ลูเขาของคําตอบเปนไปไดชาลงเชนกัน   ในทางตรงกันขามหากทําการ
เพ่ิมคา ε จะทําใหคําตอบมีความคลาดเคลื่อนสูง แตตําคอบจะลูเขาได
เร็วข้ึนเน่ืองจากสามารถที่จะเพ่ิมคา relaxation factor ใหสูงข้ึนได 
 
6. บทสรุป 
 ในงานวิจัยช้ินน้ีเปนการศึกษาเทคนิคของการใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขแบบกริดคงที่เพ่ือแกไขปญหาการแข็งตัวของสารบริสุทธในหน่ึง
มิติ ซ่ึงจะนําคําตอบเชิงตัวเลขดังกลาวไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมน
ตรง  ผลการศึกษาพบวาความคลาดเคลื่อนของคําตอบจากการคํานวณ
เชิงตัวเลขมีคาต่ํากวา 3 เปอรเซ็นต  โดยทั้งน้ีความแมนยําของคําตอบ
จะข้ึนอยูกับระยะความกวางของฟงกชันของอัตราสวนของเหลวที่ทํา
การสมมุติข้ึน  ถาระยะความกวางดังกลาวมีตํ่าลงคาความคลาดเคลื่อน
ก็จะมีคาลดลง แตจะทําใหคําตอบมีการลู เขาที่ชาลงเนื่องจากคา 
relaxation factor ที่ตํ่าลงเชนกัน 
 
สัญลักษณ 
(i) ตัวปรกติ 
c  =  คาความจุความรอนจําเพาะ, (J/kg-K) 
C  =  คาความจุความรอน, (J/m3-K) 
d =  ความกวางของระบบ, (m) 
D =  ความหนาของผนังทอทํานํ้าแข็ง, (m) 
g =  อัตราสวนเชิงปริมาตรของแตละเฟส 
δH =  พจนของ heat source , (J/m3) 
k =  สภาพการนําความรอน, (W/m-K) 
L =  ความรอนแฝงจําเพาะของการแข็งตัวของนํ้า, (J/kg) 
Rρ   =  อัตราสวนคาความหนาแนนของนํ้าตอนํ้าแข็ง 
Rc  =  อัตราสวนคาความจุความรอนจําเพาะของน้ําตอนํ้าแข็ง 
Rk   =  อัตราสวนคาสภาพการนําความรอนของนํ้าตอนํ้าแข็ง 
Ste  =  สเตฟานนัมเบอร 
t  =  เวลา, (s) 
T   =  อุณหภูมิ, (0C) 
Tf   =  อุณหภูมิเยือกแข็ง, (0C) 
Ti   =  อุณหภูมิต้ังตน, (0C) 
T∞   =  อุณหภูมิที่ระยะ x = 0, (0C) 
x =  ระยะในระบบพิกัดฉาก, (m)  
α   =  Thermal diffusivity, (m2/s) 
ε =  ระยะความกวางของฟงกชันของอตัราสวนของเหลว 
ρ   =  ความหนาแนน, (kg/m3) 
θ    =  อุณหภูมิในรูปไรมิติ 
θ∞  =  อุณหภูมิในรูปไรมิติที่ระยะ ξ = 0  
ξ =  ระยะ x ในในรูปไรมิติในระบบพิกัดฉาก 
τ =  เวลาในรูปไรมิติ 
(ii) ตัวหอย 
l =  เฟสของเหลว 
s =  เฟสของแข็ง 
vol =  representative elemental volume 
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