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บทคัดยอ 
ปญหาที่พบสวนใหญในทางวิศวกรรมมักจะไมสามารถหาผลเฉลย
ไดดวยระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห ดังน้ันการวิเคราะหปญหาสวนใหญ
จึงมักจะใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแทน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับ
ความนิยม คือ ไฟไนทเอลิเมนต , วิธีไฟไนทดิฟเฟอเรนซ, และวิธี
ไฟไนทโวลุม  วิธีทั้งสามนี้มีขอดีตรงที่สามารถแกปญหาไดอยาง
หลากหลายรวมถึงปญหาที่มีโดเมนรูปทรงซับซอน แตการใชวิธี
เหลานี้จําเปนที่จะตองมีการสรางเมชภายในรูปทรง ซ่ึงการกระทํา
ดังกลาวทําใหตองมีการจัดเตรียมพื้นที่สําหรับเก็บขอมูลจํานวน
มากและตองแกปญหาตลอดทั้งโดเมน ทําใหใชเวลาในการ
วิเคราะหปญหาเปนอยางมาก อยางไรก็ตามยังมีระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขอีกวิธีหน่ึงที่สามารถแกปญหาไดโดยการสรางเมชเฉพาะที่
ขอบและอาศัยคาเฉพาะที่บางจุดในโดเมน ซ่ึงก็คือ ระเบียบวิธีสวน
กลับคูกัน บทความนี้นําเสนอการใชวิธีสวนกลับคูกันเพื่อแกปญหา
ตัวอยางคือปญหาการนําความรอนในสถานะคงตัวซ่ึงอธิบายดวย
สมการเชิงอนุพันธแบบไมเอกพันธุ และระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน
เชิงการแปลงลาปลาซแกปญหาตัวอยางคือปญหาการนําความรอน
ในสถานะไมคงตัว ผลของการใชระเบียบวิธีดังกลาวแกปญหาเชิง
ตัวเลขแสดงใหเห็นถึงผลลัพธเปนที่พอใจ 
คําหลัก ระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน, การแปลงลาปลาซ 
 

Abstract 
Most of engineering problems in practice could not be 

solved analytically. Therefore, these problems are usually 
solved by numerical methods. There are three popular 
numerical methods, i.e., Finite Element, Finite Difference and 
Finite Volume methods. These methods could solve many 
practical problems within complex geometry domain. 
However, these methods require domain subdivision by using 
mesh or grid generator, which consumes memory and time. 
There is a numerical method that needs only boundary mesh 
generation and some solutions in domain i.e., “Dual 
Reciprocity Method”. In this study, the Dual Reciprocity 
Method and Laplace Transform Dual Reciprocity Method are 
appiled to steady-state and transient heat conduction 
problems, expressed by non-homogeneous and time-
dependent diffusion-type Partial Differential Equations, 
respectively. Finally, the methods have been verified their 
accuracy using these examples. 
Keywords: Dual Reciprocity, Method Laplace transform 
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1.บทนํา 
ในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมอาจแบงไดเปน 2 วิธีคือ 

1. ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห  (Analytical Method) ระเบียบวิธีน้ี
เหมาะสําหรับปญหาและเงื่อนไขขอบเขตที่ไมซับซอน ผลลัพธที่ได
จะใหคําตอบที่มีลักษณะแมนตรง (Exact Solution) 2. ระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical Method) ระเบียบวิธีน้ีเหมาะกับปญหาและ
เงื่อนไขขอบเขตที่มีความซับซอนซ่ึงผลลัพธที่ไดจะคําตอบเชิง
ประมาณ ซ่ึงปญหาที่พบสวนใหญมักจะไมสามารถหาผลเฉลยดวย
ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะหได การวิเคราะหปญหาสวนใหญจึงมักจะใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแทน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยม 
คือ วิธีไฟไนทเอลิเมนต (Finite Element Method) ,วิธีไฟไนทดิฟ
เฟอเรนท (Finite Different Method) และ วิธีไฟไนทโวลุม (Finite 
Volume Method) วิธีทั้งสามนี้มีขอดีตรงที่สามารถแกปญหาได
อยางหลากหลายรวมถึงปญหาที่ มีโดเมน (Domain) ซับซอน 
อยางไรก็ตามก็มีขอเสียตรงที่ตองมีการสรางเมช (Mesh) ภายใน
โดเมนถึงแมวาผลเฉลยที่ตองการจะอยูบนขอบของโดเมน การ
กระทําดังกลาวจะทําใหส้ินเปลืองเวลาและการเตรียมขอมูลรวมถึง
การจัดเก็บขอมูลเพื่อใชในวิเคราะหภายในหากปญหาดังกลาวเปน
ปญหาที่ซับซอน 

วิธีบาวดารีเอลิเมนต (Boundary Element Method) เปนวิธีที่
เหมาะสมกวาสําหรับการแกปญหาดังกลาวขางตน ขอดีสําหรับวิธี
บาวดารีเอลิเมนต คือสามารถลดมิติของปญหาลงได 1 มิติ และมี
การสรางเมชแตเพียงที่ขอบเขตของโดเมน (Bondary Mesh) 
เทานั้น  อยางไรก็ตามวิธีบาวดารีเอลิเมนต จําเปนตองการผล
เฉลยพื้นฐาน (Fundamental Solution) ซ่ึงหากรูปแบบปญหาเปน
ปญหาที่ซับซอน เชน ปญหาที่อธิบายดวยสมการอนุพันธแบบไม
เอกพันธ (Non - Homogeneous Equations) หรือปญหาที่ข้ึนกับ
เวลา (Time - Dependent) การหาผลเฉลยพื้นฐานอาจกระทําได
ยาก 

ไดมีการพัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนตข้ึนมาใหม โดยที่ยังคง
รักษาขอดีไว เรียกวา วิธีสวนกลับคูกัน (Dual Reciprocity 
Method) วิธีดังกลาวมีการเลือกฟงกชันที่เหมาะสมมาประมาณคา 
พจนที่ไมเปนเอกพันธุ และแปลงกลับจากการเมชภายในโดเมนให
ไปใหเหลือแตเพียงที่ขอบและจุดภายในโดเมน ซ่ึงผลลัพธที่ได
สามารถทําใหวิธีดังกลาวสามารถแกปญหาตางๆ ไดอยาง
หลากหลาย รวมถึงปญหาที่เปนแบบไมเชิงเสน (Non - Linear 
Problem) [1],[2] 

สําหรับปญหาที่ข้ึนกับเวลา (Time - Dependent) ไดมีผูใช
ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตและระเบียบวิธีลําดับข้ันเวลา (Time - 
stepping method) ในการวิเคราะหกับปญหาการแผรังสีของคลื่น
แบบไมเชิงเสนใน 2 มิติซ่ึงข้ึนกับเวลา ผลการวิเคราะหใหความ
แมนยําและถูกตองถึงแมวาจะตองมีการใชเวลาในการคํานวณอยู
บาง Zhu et al.,ใชระเบียบวิธีการแปลงลาปลาซขจัดพจนที่ข้ึนกับ
เวลาแลวใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกันในการแกสมการ จากนั้นใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขยอนกลับแปลงผลลัพธที่ไดจากเวลาที่อยูใน
ลาปลาซสเปซ (Laplace Space) ใหกลับมาอยูในเวลาบนโดเมน 

โดยทําการวิเคราะหกับปญหาการนําความรอนในสถานะไมคงตัว 
ผลลัพธที่ไดในการวิเคราะหหาผลเฉลยเมื่อเวลาที่ตองการมีคา
ยาวนานเมื่อเที่ยบกับเวลาเริ่มตน ยังคงใหคาความถูกตองเปน
อยางมาก [3],[4] 

บทความนี้มีจุดประสงคที่จะนําเสนอวิธีการของการวิเคราะห
ปญหาเชิงวิศวกรรมโดยใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน และสวนกลับ
คูกันเชิงการแปลงลาปลาซใหเปนแพรหลายและเปนอีกทางเลือก
หน่ึง โดยวิเคราะหปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยาง ซ่ึงในที่น้ีคือปญหา
การนําความรอนในสถานะคงตัวอธิบายดวยสมการเชิงอนุพันธ
แบบไมเอกพันธ และปญหาการนําความรอนที่ข้ึนกับเวลาระเบียบ
วิธีดังกลาวนี้เปนวิธีที่ Zhu et al., และ Partridge and Brebbia 
นําเสนอ [2],[4] 
 
2.ปญหาตัวอยาง 

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเปนปญหาการถายเทความรอนใน 2 มิติในสถานะ
คงตัวมีแหลงกําเนิดความรอนภายในตัวกลางซึ่งรูปแบบของ
สมการคือ 

2 2
0

2 2

( , )g x yT T
kx y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                   (1) 

โดยที่ ( , ) ( , )og x y f x y= และ k เปนคาสัมประสิทธิ์การนํา
ความรอนมีหนวยเปน 2/ oW m C⋅   

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซเปนปญหาการถายเทความ
รอนใน 2 มิติในสถานะไมคงตัวซ่ึงรูปแบบของสมการคือ 

2 2

2 2

1T T T
k tx y

∂ ∂ ∂
+ =

∂∂ ∂
                     (2) 

โดยที่ t คือเวลามีหนวยเปน s และ k เปนสมบัติของการแพรเชิง
ความรอนมีหนวยเปน 2 /m s  
 
3.การวิเคราะหปญหา 

รูปแบบของปญหาในสมการที่ (1) สามารถเขียนใหอยูในอีก
รูปแบบหน่ึงคือ 

2u b∇ =                               (3) 
โดยที่ b อาจเปนฟงกชันของ ( , , )x y u  
ทําการประมาณคา b ดวยฟงกชันประมาณคา jf   

1

N L

j j
j

b Fα
+

=

= ∑                            (4) 

jα เปนสัมประสิทธิ์ที่เปนคาคงตัวมีจํานวน N จุดบนของ
เขตและ L จุดภายในโดเมน (แสดงในรูปที่ 1) สําหรับคาของ jf  

สามารถหาคาไดจาก 
0

s
m
j

m
r

=
∑ โดยที่ jr เปนระยะทางจากจุดของ

แหลงกําเนิด (source point) ไปยังจุดอื่นๆ (field point) 
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คูณตลอดสมการที่ (3) ดวยผลเฉลยพื้นฐาน (Fundamential 

Solution) * 1 1ln
2

u
rπ

 =  
 

และทําการอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมน 

Ω  

 
รูปที่ 1 แสดงจุดบนขอบเขตและจุดภายในโดเมนΩ 

2 * *

1
( )

N L

j j
j

u u d f u dα
+

=Ω Ω

∇ Ω = Ω∑∫ ∫          (4) 

แทนคา  ju  ลงในสมการที่ (4) ซ่ึง ju เปนผลเฉลยจากสมการ 

2
ju f∇ =  สําหรับคา 1s = ทําใหไดคา

2 3

4 9
j j

j

r r
u = +  ซ่ีง

สามารถเปลี่ยนโดเมนอินทิกรับในสมการที่ (4) ใหไปเปนบาวดารี
อินทิกรัลไดและเม่ือทําการอินทิเกรตแบบแยกสวน 2 คร้ังจะได 

* *( )l lc u x u qd q ud
Γ Γ

+ Γ − Γ =∫ ∫   

          
* *

1
( ( ) )

N L

j l j l j j
j

c u x u q d q u dα
+

Γ Γ
=

+ Γ − Γ∑ ∫ ∫
     (5) 

โดยที่ lx เปนจุดของแหลงกําเนิด *u อาจอยูในโดเมนหรือ
บนขอบเขตของโดเมนก็ไดสําหรับคาของ u จะเปนเวคเตอรของ
อุณหภูมิและที่บัพขอบเขตและภายในของโดเมนสวนคาของ q จะ
เปนเวคเตอรของฟลักซความรอนที่บนขอบเขตของโดเมน *, jq q
คืออนุพันธของ *, ju u คาของ lc ข้ึนกับจุดของแหลงกําเนิด lx
ซ่ึงแบงเปนกรณีสําหรับเอลิเมนตแบบคงที่กลาวคือ 

0.5lc =  เม่ือ lx เปนจุดที่อยูบนขอบเขตของโดเมน 
    1=  เม่ือ lx  เปนจุดที่อยูในโดเมน 
    0=    เม่ือ lx  เปนจุดที่อยูในอาณาบริเวณอ่ืน 
ทําการประยุกตสมการ (5) ลงใน k เอลเิมนตยอยและในทุก 
N L+ จุดจะไดสมการเชิงเสน N L+ สมการ 

1 1
2 ( )

N N

i i k ik k ik
k k

c u x q g u hπ
= =

− + =∑ ∑
 

          

1 1 1
( ) ( ) ( )

N L N N

j l j i j k ik j k ik
j k k

c u q g u hα
+

= = =

 
− + 

 
∑ ∑ ∑

    (6)                         

หรือเขียนใหอยูในรูปของเมทริกซคือ 
( )Hu Gq HU GQ α− = −               (7) 

โดยที่ , , ,H U G Q จะเปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ที่ข้ึนกับลักษณะ
ขอบเขตและพิกัดของขอบเขตของปญหาสมการ (7) จะมีจํานวน
สมการ N L+ สมการแต ( )N L+ × ( )N L+ ตัวไมทราบคา
ซ่ึงหากทราบคาของสัมประสิทธิ์ α

ur
สมการ (7) ก็จะสามารถแกหา

คําตอบของสมการไดทั้งหมด ซ่ึงสําหรับปญหาตัวอยางสมการ (4) 
สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหน่ึงคือ 

1

N L

j j
j

b F sα
+

=

= =∑                        (8) 

ทําการหาอินเวอรสและเขียนเปนเมทริกสจะไดวา 
    1F sα −=                                      (9) 

แทนคาสมการ (9)ใน (7) แลวจัดรูปสมการ 
1( )Hu Gq HU GQ F s−− = −           (10) 

สมการ (10) หลังจากแทนคาเงื่อนไขขอบเขตและจัดรูปจะได
สมการเชิงเสน  

                           Ax y=                                (11) 
ซ่ึงจะสามารถแกหาคาตัวแปรที่ไมทราบคาไดทั้งหมด 

รูปแบบของปญหาในสมการที่ (2) สามารถเขียนใหอยูในอีก
รูปแบบหน่ึงคือ 

2 1 ,uu x
k t
∂

∇ = ∈Ω
∂

                (12) 

พรอมดวยเงื่อนไขขอบเขตคือ 

1( , ) ( , ),u x t u x t x τ= ∈                (13) 

2( , ) ( , ),q x t q x t x τ= ∈               (14) 
และผลเฉลยเริ่มตน ณ เวลา ot  

                         ( , ) ( , )o ou x t u x t=                      (15) 
โดยที่ ,u q  คือผลเฉลยและอนุพันธของผลเฉลยบางคาที่ทราบคา 

1 2,τ τ  คือเงื่อนไขขอบเขตแบบ ดีรีคล (Dirichlet type) และแบบ
นอยมันน (Neumann type) ตามลําดับ 
สําหรับคา k  จะหมายถึงคาสภาพการแพรเชิงความรอนของสสาร 
(Thermal diffusivity of substance) ซ่ึงจะถือวาใหมีคาคงที่
ตลอดเวลาที่พิจารณา 
 ในการหาผลการแปลงลาปลาซ (Laplace Transfrom) 
จะนิยามใหผลการแปลงลาปลาซสามารถหาคาไดโดย 

[ ]
0

( , ) ( , ) ( , ) ptL u x t U x p u x t e dt
∞ −= = ∫    (16) 

ตัวแปร p  จะถูกเรียกวาลาปลาซพารามิเตอรซ่ึงเม่ือทําการอินทิ
เกรตแบบแยกสวน 1 คร้ังจะไดวา 

( , ) ( , ) ( , )o o
u x tL pU x p u x t
t

∂  = − ∂ 
        (17) 

หลังจากกระทํากับสมการที่ (12) จะสามารถเขียนไดเปน 

{ }2 1( , ) ( , ) ( , )o oU x p pU x p u x t
k

∇ = −     (18) 

เงื่อนไขขอบเขตเม่ือกระทํากับสมการที่ (16) จะได 

1
( , )( , ) ( , ) ,u x tU x p U x p x
p

τ= = ∈      (19) 

2
( , )( , ) ( , ) ,q x tQ x p Q x p x
p

τ= = ∈     (20) 

สมการที่  (18) พจนทางซายถูกแทนคาดวยฟงกชันการประมาณ
คา jf  
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{ }
1

1 ( , ) ( , )
N L

o o j j
j

pU x p u x t f
k

α
+

=

− = ∑    (21) 

สมการที่ (21) เม่ือแทนคาลงในสมการ (18) และกระทําแบบ
เดียวกับวิธีขางตนจะใหผลลัพธคือ 

1 ( )oHU GQ S pU u
k

− = −          (22) 

โดยที่  
� � 1( )S HU GQ F −= −                (23) 

โดยที่ � �, , ,H G U Q จะเปนเมทรกิซสัมประสิทธิ์ที่ขึ้นกับลักษณะ
ขอบเขตและพิกัดของขอบเขตของปญหาทําการจัดรูปสมการ (23)  
แลวจะไดสมการเชิงเสน ( )N L+ × ( )N L+ สมการ ดังสมการ 
(24) และเมื่อแทนคาเงื่อนไขขอบเขตเริม่ตนก็จะสามารถแกสมการ
หาคาตัวแปรที่ยังไมทราบคาไดทั้งหมด 

1( ) o
pH S U GQ Su
k k

− − = −          (24) 

หลังจากที่ไดผลเฉลย ( , )U x p จากสมการที่ (24) การหา
ผลการแปลงลาปลาซผกผันจําเปนที่จะตองนํามาใชเพื่อหาคาของ
ผลเฉลย ( , )u x t ซ่ึง Zhu et al., และSutradhar et al., ใชระเบียบ
วิธีของสเตฟรานซ (Stehfest’s algorithm) ซ่ึงใหคาความแมนยํา
ในชวงกวางในแตละฟงกชันซ่ึงระเบียบวิธีดังกลาว คาของตัวแปร
พารามิเตอร p  ที่แตกตางกันตามจํานวน pN  ซ่ึงถูกแบงแยก
ออกสําหรับแตละเวลาในแตละลาปลาซ 
สเปซจะเปนไปตามสมการคือ [4],[5,[6] 

ln 2 , 1, 2,3...v pp v v N
t

= ⋅ =            (25) 

โดยที่ pN  จะตองเปนจํานวนคูสมการที่ (24) จะสามารถแก
สมการหาคาไดตามจํานวน  pN สําหรับแตละเวลาในลาปลาซ
เสปซซ่ึงไดค าของ ( )vU p และหรือ ( )vQ p ที่ตํ าแหนงของ
ขอบเขตหรือในอาณาบริเวณโดเมนและหากตองการทราบคาของ 
u ที่ตําแหนง ε  ซ่ึงอยูบนขอบเขตหรือในอาณาบริเวณโดเมนที่
เวลา t ใดๆจะสามารถหาคาไดจากสมการที่ (26) 

( ) [ ]
1

ln 2 ( )
pN

v v
v

u t W U p
t εε

=

= ⋅   ∑          (26) 

โดยที ่
( / 2)( 1) PN v

vW
+= − × 

( )

( ){ }min , / 2 / 2

1 1
2

(2 )!

( )! !( 1)!( 1)!(2 )!
2

P P
v N N

P
k v

k k
N k k k v k v = +  

− − − −
∑

            (27) 

 
 
 
 
 
 
 

4.ผลเฉลยวิเคราะห 
ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ

วิธีสวนกลับคูกันเปนปญหาการถายเทความรอนใน 2 มิติในสถานะ
คงตัวมีแหลงกําเนิดความรอนภายในตัวกลางซึ่งกําหนดให 

( , ) 200 400sin( )og x y x y= − − +    (28)   
ซ่ึงขอบเขตของโดเมนเปนรูปครึ่งวงกลมรัศมี 2 เมตร ดังแสดงใน
รูปที่ 2 

 
 
รูปที่ 2 แสดงขอบเขตของโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางซึ่ง  
           อธิบายดวยสมการ (1) 
 

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซเปนปญหาการถายเทความ
รอนใน 2 มิติในสถานะไมคงตัว มีโดเมนคือ a x a− < <  และ 
b y b− < <  ตลอดทั้งโดเมนมีอุณหภูมิคงที่คือ 1oC  และเม่ือ

เวลา 0t = วินาทีขอบเขตของโดเมนจะมีอุณหภูมิคงที่คือ 0oC
แสดงในรูปที่ 3ซ่ึงผลเฉลยวิเคราะหสําหรับปญหาดังกลาวคือ [7] 

 
 
รูปที่ 3 แสดงขอบเขตของโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางซึ่ง  
         อธิบายดวยสมการ (2) 
 

,
,2

0 0

16 cos(2 1) sin(2 1)( , , )
2 2

m nD t
m n

n m

n x n yu x y t L e
a b

π π
π

∞ ∞
− ⋅

= =

+ +
= ⋅ ⋅∑∑  

โดยที่ ,
( 1)

(2 1)(2 1)

n m

m nL
n n

+−
=

+ +
 

และ
2 2 2

2 2
(2 1) (2 1)

4
k n bD

a b
π  + +

= + 
 

 

โดยที่ t คือเวลาในทีน้ี่คือ 9000 วินาทีและ k เปนสมบัติของการ
แพรเชิงความรอนในที่น้ีคือ 7 25.8 10 /m s−×  
 
 

2m

2a  

2b
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4.ผลเฉลยเชิงตัวเลข 
 

 
 

รูปที่ 4 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 16 เอลิเมนตและ 12       
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
               สมการ (1) 

 

 
 

รูปที่ 5 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 32 เอลิเมนตและ 27   
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
               สมการ (1) 
 

 
 

รูปที่ 6 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 16 เอลิเมนตและ 9 
           จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธิบายดวย 

               สมการ (2) 
 

          
 

รูปที่ 7 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 32 เอลิเมนตและ 25 
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
              สมการ (2) 

 
การวัดความคลาดเคลื่อน ε  ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่

ตําแหนงตางๆจะสามารถหาไดจาก 

100au u
u

ε
−

= ×                  (26) 

สมการ (26) au และ u จะหมายถึงผลเฉลยที่ประมาณคา
และผลเฉลยวิเคราะห ณ ตําแหนงใดๆ ตามลําดับ 

รูปที่ 4,5,6 และ 7 แสดงการเมชบนขอบเขตและเมชภายใน
โดเมนสําหรับปญหาเชิงวศิวกรรมตัวอยางซึ่งใชเอลิเมนตแบบคงที่
ในการวิเคราะห 

รูปที่ 8 และ 9 แสดงผลการวิเคราะหแสดงคาของความ
คลาดเคลื่อนของผลเฉลยซึ่งมีจํานวนตางๆกัน 4 กรณีซ่ึงผลเฉลย
เชิงตัวเลขท่ีไดจากการใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกันและสวนกลับคู
กัน เชิ งการแปลงลาปลาซใหผลเฉลยเปนที่น าพอใจ  และ
ความคลาดเคลื่อนมีคานอยลงเม่ือมีการใชเอลิเมนตบนขอบเขต
และจุดภายในโดเมนมากขึ้น แสดงใหเห็นถึงผลเฉลยเชิงตัวเลขมี
คุณสมบัติลูเขา (convergence) 
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รูปที่ 8 แสดงผลการวิเคราะหปญหาตัวอยางดวยระเบียบ 
                วิธีสวนกลับคูกันเปรียบเทียบกับผลเฉลยวิเคราะห 
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รูปที่ 9 แสดงผลการวิเคราะหปญหาตัวอยางดวยระเบียบ 
          วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซกับผลเฉลย 

               วิเคราะห 
 
5.สรุป 

บทความนี้นําเสนอวิธีเชิงตัวเลขในการวิเคราะหปญหาเชิง
วิศวกรรมแบบการนําความรอนอธิบายดวยสมการเชิงอนุพันธแบบ
ไมเอกพันธและปญหาการนําความรอนที่ ข้ึนกับเวลา โดยใช
ระเบียบวิธีสวนกลับคูกันและระเบียบวิธีสวนกลับคูกันเชิงลาปลาซ
ตามลําดับ ขอมูลที่จัดเตรียมเปนขอมูลการเมชบนขอบเขตและจุด
ภายในโดเมน ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหแสดงใหเห็นถึงความ
แมนยําและประสิทธิภาพของวิธีดังกลาว 
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