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บทคัดยอ 
ปญหาที่พบสวนใหญในทางวิศวกรรมมักจะไมสามารถหาผลเฉลย
ไดดวยระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห ดังน้ันการวิเคราะหปญหาสวนใหญ
จึงมักจะใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแทน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับ
ความนิยม คือ ไฟไนทเอลิเมนต , วิธีไฟไนทดิฟเฟอเรนซ, และวิธี
ไฟไนทโวลุม  วิธีทั้งสามนี้มีขอดีตรงที่สามารถแกปญหาไดอยาง
หลากหลายรวมถึงปญหาที่มีโดเมนรูปทรงซับซอน แตการใชวิธี
เหลานี้จําเปนที่จะตองมีการสรางเมชภายในรูปทรง ซ่ึงการกระทํา
ดังกลาวทําใหตองมีการจัดเตรียมพื้นที่สําหรับเก็บขอมูลจํานวน
มากและตองแกปญหาตลอดทั้งโดเมน ทําใหใชเวลาในการ
วิเคราะหปญหาเปนอยางมาก อยางไรก็ตามยังมีระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขอีกวิธีหน่ึงที่สามารถแกปญหาไดโดยการสรางเมชเฉพาะที่
ขอบและอาศัยคาเฉพาะที่บางจุดในโดเมน ซ่ึงก็คือ ระเบียบวิธีสวน
กลับคูกัน บทความนี้นําเสนอการใชวิธีสวนกลับคูกันเพื่อแกปญหา
ตัวอยางคือปญหาการนําความรอนในสถานะคงตัวซ่ึงอธิบายดวย
สมการเชิงอนุพันธแบบไมเอกพันธุ และระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน
เชิงการแปลงลาปลาซแกปญหาตัวอยางคือปญหาการนําความรอน
ในสถานะไมคงตัว ผลของการใชระเบียบวิธีดังกลาวแกปญหาเชิง
ตัวเลขแสดงใหเห็นถึงผลลัพธเปนที่พอใจ 
คําหลัก ระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน, การแปลงลาปลาซ 
 

Abstract 
Most of engineering problems in practice could not be 

solved analytically. Therefore, these problems are usually 
solved by numerical methods. There are three popular 
numerical methods, i.e., Finite Element, Finite Difference and 
Finite Volume methods. These methods could solve many 
practical problems within complex geometry domain. 
However, these methods require domain subdivision by using 
mesh or grid generator, which consumes memory and time. 
There is a numerical method that needs only boundary mesh 
generation and some solutions in domain i.e., “Dual 
Reciprocity Method”. In this study, the Dual Reciprocity 
Method and Laplace Transform Dual Reciprocity Method are 
appiled to steady-state and transient heat conduction 
problems, expressed by non-homogeneous and time-
dependent diffusion-type Partial Differential Equations, 
respectively. Finally, the methods have been verified their 
accuracy using these examples. 
Keywords: Dual Reciprocity, Method Laplace transform 
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1.บทนํา 
ในการวิเคราะหปญหาทางวิศวกรรมอาจแบงไดเปน 2 วิธีคือ 

1. ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห  (Analytical Method) ระเบียบวิธีน้ี
เหมาะสําหรับปญหาและเงื่อนไขขอบเขตที่ไมซับซอน ผลลัพธที่ได
จะใหคําตอบที่มีลักษณะแมนตรง (Exact Solution) 2. ระเบียบวิธี
เชิงตัวเลข (Numerical Method) ระเบียบวิธีน้ีเหมาะกับปญหาและ
เงื่อนไขขอบเขตที่มีความซับซอนซ่ึงผลลัพธที่ไดจะคําตอบเชิง
ประมาณ ซ่ึงปญหาที่พบสวนใหญมักจะไมสามารถหาผลเฉลยดวย
ระเบียบวิธีเชิงวิเคราะหได การวิเคราะหปญหาสวนใหญจึงมักจะใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแทน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยม 
คือ วิธีไฟไนทเอลิเมนต (Finite Element Method) ,วิธีไฟไนทดิฟ
เฟอเรนท (Finite Different Method) และ วิธีไฟไนทโวลุม (Finite 
Volume Method) วิธีทั้งสามนี้มีขอดีตรงที่สามารถแกปญหาได
อยางหลากหลายรวมถึงปญหาที่ มีโดเมน (Domain) ซับซอน 
อยางไรก็ตามก็มีขอเสียตรงที่ตองมีการสรางเมช (Mesh) ภายใน
โดเมนถึงแมวาผลเฉลยที่ตองการจะอยูบนขอบของโดเมน การ
กระทําดังกลาวจะทําใหส้ินเปลืองเวลาและการเตรียมขอมูลรวมถึง
การจัดเก็บขอมูลเพื่อใชในวิเคราะหภายในหากปญหาดังกลาวเปน
ปญหาที่ซับซอน 

วิธีบาวดารีเอลิเมนต (Boundary Element Method) เปนวิธีที่
เหมาะสมกวาสําหรับการแกปญหาดังกลาวขางตน ขอดีสําหรับวิธี
บาวดารีเอลิเมนต คือสามารถลดมิติของปญหาลงได 1 มิติ และมี
การสรางเมชแตเพียงที่ขอบเขตของโดเมน (Bondary Mesh) 
เทานั้น  อยางไรก็ตามวิธีบาวดารีเอลิเมนต จําเปนตองการผล
เฉลยพื้นฐาน (Fundamental Solution) ซ่ึงหากรูปแบบปญหาเปน
ปญหาที่ซับซอน เชน ปญหาที่อธิบายดวยสมการอนุพันธแบบไม
เอกพันธ (Non - Homogeneous Equations) หรือปญหาที่ข้ึนกับ
เวลา (Time - Dependent) การหาผลเฉลยพื้นฐานอาจกระทําได
ยาก 

ไดมีการพัฒนาวิธีบาวดารีเอลิเมนตข้ึนมาใหม โดยที่ยังคง
รักษาขอดีไว เรียกวา วิธีสวนกลับคูกัน (Dual Reciprocity 
Method) วิธีดังกลาวมีการเลือกฟงกชันที่เหมาะสมมาประมาณคา 
พจนที่ไมเปนเอกพันธุ และแปลงกลับจากการเมชภายในโดเมนให
ไปใหเหลือแตเพียงที่ขอบและจุดภายในโดเมน ซ่ึงผลลัพธที่ได
สามารถทําใหวิธีดังกลาวสามารถแกปญหาตางๆ ไดอยาง
หลากหลาย รวมถึงปญหาที่เปนแบบไมเชิงเสน (Non - Linear 
Problem) [1],[2] 

สําหรับปญหาที่ข้ึนกับเวลา (Time - Dependent) ไดมีผูใช
ระเบียบวิธีบาวดารีเอลิเมนตและระเบียบวิธีลําดับข้ันเวลา (Time - 
stepping method) ในการวิเคราะหกับปญหาการแผรังสีของคลื่น
แบบไมเชิงเสนใน 2 มิติซ่ึงข้ึนกับเวลา ผลการวิเคราะหใหความ
แมนยําและถูกตองถึงแมวาจะตองมีการใชเวลาในการคํานวณอยู
บาง Zhu et al.,ใชระเบียบวิธีการแปลงลาปลาซขจัดพจนที่ข้ึนกับ
เวลาแลวใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกันในการแกสมการ จากนั้นใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขยอนกลับแปลงผลลัพธที่ไดจากเวลาที่อยูใน
ลาปลาซสเปซ (Laplace Space) ใหกลับมาอยูในเวลาบนโดเมน 

โดยทําการวิเคราะหกับปญหาการนําความรอนในสถานะไมคงตัว 
ผลลัพธที่ไดในการวิเคราะหหาผลเฉลยเมื่อเวลาที่ตองการมีคา
ยาวนานเมื่อเที่ยบกับเวลาเริ่มตน ยังคงใหคาความถูกตองเปน
อยางมาก [3],[4] 

บทความนี้มีจุดประสงคที่จะนําเสนอวิธีการของการวิเคราะห
ปญหาเชิงวิศวกรรมโดยใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกัน และสวนกลับ
คูกันเชิงการแปลงลาปลาซใหเปนแพรหลายและเปนอีกทางเลือก
หน่ึง โดยวิเคราะหปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยาง ซ่ึงในที่น้ีคือปญหา
การนําความรอนในสถานะคงตัวอธิบายดวยสมการเชิงอนุพันธ
แบบไมเอกพันธ และปญหาการนําความรอนที่ข้ึนกับเวลาระเบียบ
วิธีดังกลาวนี้เปนวิธีที่ Zhu et al., และ Partridge and Brebbia 
นําเสนอ [2],[4] 
 
2.ปญหาตัวอยาง 

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเปนปญหาการถายเทความรอนใน 2 มิติในสถานะ
คงตัวมีแหลงกําเนิดความรอนภายในตัวกลางซึ่งรูปแบบของ
สมการคือ 

2 2
0

2 2

( , )g x yT T
kx y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                   (1) 

โดยที่ ( , ) ( , )og x y f x y= และ k เปนคาสัมประสิทธิ์การนํา
ความรอนมีหนวยเปน 2/ oW m C⋅   

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซเปนปญหาการถายเทความ
รอนใน 2 มิติในสถานะไมคงตัวซ่ึงรูปแบบของสมการคือ 

2 2

2 2

1T T T
k tx y

∂ ∂ ∂
+ =

∂∂ ∂
                     (2) 

โดยที่ t คือเวลามีหนวยเปน s และ k เปนสมบัติของการแพรเชิง
ความรอนมีหนวยเปน 2 /m s  
 
3.การวิเคราะหปญหา 

รูปแบบของปญหาในสมการที่ (1) สามารถเขียนใหอยูในอีก
รูปแบบหน่ึงคือ 

2u b∇ =                               (3) 
โดยที่ b อาจเปนฟงกชันของ ( , , )x y u  
ทําการประมาณคา b ดวยฟงกชันประมาณคา jf   

1

N L

j j
j

b Fα
+

=

= ∑                            (4) 

jα เปนสัมประสิทธิ์ที่เปนคาคงตัวมีจํานวน N จุดบนของ
เขตและ L จุดภายในโดเมน (แสดงในรูปที่ 1) สําหรับคาของ jf  

สามารถหาคาไดจาก 
0

s
m
j

m
r

=
∑ โดยที่ jr เปนระยะทางจากจุดของ

แหลงกําเนิด (source point) ไปยังจุดอื่นๆ (field point) 
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คูณตลอดสมการที่ (3) ดวยผลเฉลยพื้นฐาน (Fundamential 

Solution) * 1 1ln
2

u
rπ

 =  
 

และทําการอินทิเกรตตลอดทั้งโดเมน 

Ω  

 
รูปที่ 1 แสดงจุดบนขอบเขตและจุดภายในโดเมนΩ 

2 * *

1
( )

N L

j j
j

u u d f u dα
+

=Ω Ω

∇ Ω = Ω∑∫ ∫          (4) 

แทนคา  ju  ลงในสมการที่ (4) ซ่ึง ju เปนผลเฉลยจากสมการ 

2
ju f∇ =  สําหรับคา 1s = ทําใหไดคา

2 3

4 9
j j

j

r r
u = +  ซ่ีง

สามารถเปลี่ยนโดเมนอินทิกรับในสมการที่ (4) ใหไปเปนบาวดารี
อินทิกรัลไดและเม่ือทําการอินทิเกรตแบบแยกสวน 2 คร้ังจะได 

* *( )l lc u x u qd q ud
Γ Γ

+ Γ − Γ =∫ ∫   

          
* *

1
( ( ) )

N L

j l j l j j
j

c u x u q d q u dα
+

Γ Γ
=

+ Γ − Γ∑ ∫ ∫
     (5) 

โดยที่ lx เปนจุดของแหลงกําเนิด *u อาจอยูในโดเมนหรือ
บนขอบเขตของโดเมนก็ไดสําหรับคาของ u จะเปนเวคเตอรของ
อุณหภูมิและที่บัพขอบเขตและภายในของโดเมนสวนคาของ q จะ
เปนเวคเตอรของฟลักซความรอนที่บนขอบเขตของโดเมน *, jq q
คืออนุพันธของ *, ju u คาของ lc ข้ึนกับจุดของแหลงกําเนิด lx
ซ่ึงแบงเปนกรณีสําหรับเอลิเมนตแบบคงที่กลาวคือ 

0.5lc =  เม่ือ lx เปนจุดที่อยูบนขอบเขตของโดเมน 
    1=  เม่ือ lx  เปนจุดที่อยูในโดเมน 
    0=    เม่ือ lx  เปนจุดที่อยูในอาณาบริเวณอ่ืน 
ทําการประยุกตสมการ (5) ลงใน k เอลเิมนตยอยและในทุก 
N L+ จุดจะไดสมการเชิงเสน N L+ สมการ 

1 1
2 ( )

N N

i i k ik k ik
k k

c u x q g u hπ
= =

− + =∑ ∑
 

          

1 1 1
( ) ( ) ( )

N L N N

j l j i j k ik j k ik
j k k

c u q g u hα
+

= = =

 
− + 

 
∑ ∑ ∑

    (6)                         

หรือเขียนใหอยูในรูปของเมทริกซคือ 
( )Hu Gq HU GQ α− = −               (7) 

โดยที่ , , ,H U G Q จะเปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ที่ข้ึนกับลักษณะ
ขอบเขตและพิกัดของขอบเขตของปญหาสมการ (7) จะมีจํานวน
สมการ N L+ สมการแต ( )N L+ × ( )N L+ ตัวไมทราบคา
ซ่ึงหากทราบคาของสัมประสิทธิ์ α

ur
สมการ (7) ก็จะสามารถแกหา

คําตอบของสมการไดทั้งหมด ซ่ึงสําหรับปญหาตัวอยางสมการ (4) 
สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหน่ึงคือ 

1

N L

j j
j

b F sα
+

=

= =∑                        (8) 

ทําการหาอินเวอรสและเขียนเปนเมทริกสจะไดวา 
    1F sα −=                                      (9) 

แทนคาสมการ (9)ใน (7) แลวจัดรูปสมการ 
1( )Hu Gq HU GQ F s−− = −           (10) 

สมการ (10) หลังจากแทนคาเงื่อนไขขอบเขตและจัดรูปจะได
สมการเชิงเสน  

                           Ax y=                                (11) 
ซ่ึงจะสามารถแกหาคาตัวแปรที่ไมทราบคาไดทั้งหมด 

รูปแบบของปญหาในสมการที่ (2) สามารถเขียนใหอยูในอีก
รูปแบบหน่ึงคือ 

2 1 ,uu x
k t
∂

∇ = ∈Ω
∂

                (12) 

พรอมดวยเงื่อนไขขอบเขตคือ 

1( , ) ( , ),u x t u x t x τ= ∈                (13) 

2( , ) ( , ),q x t q x t x τ= ∈               (14) 
และผลเฉลยเริ่มตน ณ เวลา ot  

                         ( , ) ( , )o ou x t u x t=                      (15) 
โดยที่ ,u q  คือผลเฉลยและอนุพันธของผลเฉลยบางคาที่ทราบคา 

1 2,τ τ  คือเงื่อนไขขอบเขตแบบ ดีรีคล (Dirichlet type) และแบบ
นอยมันน (Neumann type) ตามลําดับ 
สําหรับคา k  จะหมายถึงคาสภาพการแพรเชิงความรอนของสสาร 
(Thermal diffusivity of substance) ซ่ึงจะถือวาใหมีคาคงที่
ตลอดเวลาที่พิจารณา 
 ในการหาผลการแปลงลาปลาซ (Laplace Transfrom) 
จะนิยามใหผลการแปลงลาปลาซสามารถหาคาไดโดย 

[ ]
0

( , ) ( , ) ( , ) ptL u x t U x p u x t e dt
∞ −= = ∫    (16) 

ตัวแปร p  จะถูกเรียกวาลาปลาซพารามิเตอรซ่ึงเม่ือทําการอินทิ
เกรตแบบแยกสวน 1 คร้ังจะไดวา 

( , ) ( , ) ( , )o o
u x tL pU x p u x t
t

∂  = − ∂ 
        (17) 

หลังจากกระทํากับสมการที่ (12) จะสามารถเขียนไดเปน 

{ }2 1( , ) ( , ) ( , )o oU x p pU x p u x t
k

∇ = −     (18) 

เงื่อนไขขอบเขตเม่ือกระทํากับสมการที่ (16) จะได 

1
( , )( , ) ( , ) ,u x tU x p U x p x
p

τ= = ∈      (19) 

2
( , )( , ) ( , ) ,q x tQ x p Q x p x
p

τ= = ∈     (20) 

สมการที่  (18) พจนทางซายถูกแทนคาดวยฟงกชันการประมาณ
คา jf  
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{ }
1

1 ( , ) ( , )
N L

o o j j
j

pU x p u x t f
k

α
+

=

− = ∑    (21) 

สมการที่ (21) เม่ือแทนคาลงในสมการ (18) และกระทําแบบ
เดียวกับวิธีขางตนจะใหผลลัพธคือ 

1 ( )oHU GQ S pU u
k

− = −          (22) 

โดยที่  
1( )S HU GQ F −= −                (23) 

โดยที่ , , ,H G U Q จะเปนเมทรกิซสัมประสิทธิ์ที่ขึ้นกับลักษณะ
ขอบเขตและพิกัดของขอบเขตของปญหาทําการจัดรูปสมการ (23)  
แลวจะไดสมการเชิงเสน ( )N L+ × ( )N L+ สมการ ดังสมการ 
(24) และเมื่อแทนคาเงื่อนไขขอบเขตเริม่ตนก็จะสามารถแกสมการ
หาคาตัวแปรที่ยังไมทราบคาไดทั้งหมด 

1( ) o
pH S U GQ Su
k k

− − = −          (24) 

หลังจากที่ไดผลเฉลย ( , )U x p จากสมการที่ (24) การหา
ผลการแปลงลาปลาซผกผันจําเปนที่จะตองนํามาใชเพื่อหาคาของ
ผลเฉลย ( , )u x t ซ่ึง Zhu et al., และSutradhar et al., ใชระเบียบ
วิธีของสเตฟรานซ (Stehfest’s algorithm) ซ่ึงใหคาความแมนยํา
ในชวงกวางในแตละฟงกชันซ่ึงระเบียบวิธีดังกลาว คาของตัวแปร
พารามิเตอร p  ที่แตกตางกันตามจํานวน pN  ซ่ึงถูกแบงแยก
ออกสําหรับแตละเวลาในแตละลาปลาซ 
สเปซจะเปนไปตามสมการคือ [4],[5,[6] 

ln 2 , 1, 2,3...v pp v v N
t

= ⋅ =            (25) 

โดยที่ pN  จะตองเปนจํานวนคูสมการที่ (24) จะสามารถแก
สมการหาคาไดตามจํานวน  pN สําหรับแตละเวลาในลาปลาซ
เสปซซ่ึงไดค าของ ( )vU p และหรือ ( )vQ p ที่ตํ าแหนงของ
ขอบเขตหรือในอาณาบริเวณโดเมนและหากตองการทราบคาของ 
u ที่ตําแหนง ε  ซ่ึงอยูบนขอบเขตหรือในอาณาบริเวณโดเมนที่
เวลา t ใดๆจะสามารถหาคาไดจากสมการที่ (26) 

( ) [ ]
1

ln 2 ( )
pN

v v
v

u t W U p
t εε

=

= ⋅   ∑          (26) 

โดยที ่
( / 2)( 1) PN v

vW
+= − × 

( )

( ){ }min , / 2 / 2

1 1
2

(2 )!

( )! !( 1)!( 1)!(2 )!
2

P P
v N N

P
k v

k k
N k k k v k v = +  

− − − −
∑

            (27) 

 
 
 
 
 
 
 

4.ผลเฉลยวิเคราะห 
ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ

วิธีสวนกลับคูกันเปนปญหาการถายเทความรอนใน 2 มิติในสถานะ
คงตัวมีแหลงกําเนิดความรอนภายในตัวกลางซึ่งกําหนดให 

( , ) 200 400sin( )og x y x y= − − +    (28)   
ซ่ึงขอบเขตของโดเมนเปนรูปครึ่งวงกลมรัศมี 2 เมตร ดังแสดงใน
รูปที่ 2 

 
 
รูปที่ 2 แสดงขอบเขตของโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางซึ่ง  
           อธิบายดวยสมการ (1) 
 

ปญหาเชิงวิศวกรรมตัวอยางสําหรับการวิเคราะหดวยระเบียบ
วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซเปนปญหาการถายเทความ
รอนใน 2 มิติในสถานะไมคงตัว มีโดเมนคือ a x a− < <  และ 
b y b− < <  ตลอดทั้งโดเมนมีอุณหภูมิคงที่คือ 1oC  และเม่ือ

เวลา 0t = วินาทีขอบเขตของโดเมนจะมีอุณหภูมิคงที่คือ 0oC
แสดงในรูปที่ 3ซ่ึงผลเฉลยวิเคราะหสําหรับปญหาดังกลาวคือ [7] 

 
 
รูปที่ 3 แสดงขอบเขตของโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางซึ่ง  
         อธิบายดวยสมการ (2) 
 

,
,2

0 0

16 cos(2 1) sin(2 1)( , , )
2 2

m nD t
m n

n m

n x n yu x y t L e
a b

π π
π

∞ ∞
− ⋅

= =

+ +
= ⋅ ⋅∑∑  

โดยที่ ,
( 1)

(2 1)(2 1)

n m

m nL
n n

+−
=

+ +
 

และ
2 2 2

2 2
(2 1) (2 1)

4
k n bD

a b
π  + +

= + 
 

 

โดยที่ t คือเวลาในทีน้ี่คือ 9000 วินาทีและ k เปนสมบัติของการ
แพรเชิงความรอนในที่น้ีคือ 7 25.8 10 /m s−×  
 
 

2m

2a  

2b
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4.ผลเฉลยเชิงตัวเลข 
 

 
 

รูปที่ 4 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 16 เอลิเมนตและ 12       
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
               สมการ (1) 

 

 
 

รูปที่ 5 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 32 เอลิเมนตและ 27   
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
               สมการ (1) 
 

 
 

รูปที่ 6 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 16 เอลิเมนตและ 9 
           จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธิบายดวย 

               สมการ (2) 
 

          
 

รูปที่ 7 แสดงเมชบนขอบเขตจํานวน 32 เอลิเมนตและ 25 
               จุดภายในโดเมนสําหรับปญหาตัวอยางอธบิายดวย  
              สมการ (2) 

 
การวัดความคลาดเคลื่อน ε  ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่

ตําแหนงตางๆจะสามารถหาไดจาก 

100au u
u

ε
−

= ×                  (26) 

สมการ (26) au และ u จะหมายถึงผลเฉลยที่ประมาณคา
และผลเฉลยวิเคราะห ณ ตําแหนงใดๆ ตามลําดับ 

รูปที่ 4,5,6 และ 7 แสดงการเมชบนขอบเขตและเมชภายใน
โดเมนสําหรับปญหาเชิงวศิวกรรมตัวอยางซึ่งใชเอลิเมนตแบบคงที่
ในการวิเคราะห 

รูปที่ 8 และ 9 แสดงผลการวิเคราะหแสดงคาของความ
คลาดเคลื่อนของผลเฉลยซึ่งมีจํานวนตางๆกัน 4 กรณีซ่ึงผลเฉลย
เชิงตัวเลขท่ีไดจากการใชระเบียบวิธีสวนกลับคูกันและสวนกลับคู
กัน เชิ งการแปลงลาปลาซใหผลเฉลยเปนที่น าพอใจ  และ
ความคลาดเคลื่อนมีคานอยลงเม่ือมีการใชเอลิเมนตบนขอบเขต
และจุดภายในโดเมนมากขึ้น แสดงใหเห็นถึงผลเฉลยเชิงตัวเลขมี
คุณสมบัติลูเขา (convergence) 
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รูปที่ 8 แสดงผลการวิเคราะหปญหาตัวอยางดวยระเบียบ 
                วิธีสวนกลับคูกันเปรียบเทียบกับผลเฉลยวิเคราะห 
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รูปที่ 9 แสดงผลการวิเคราะหปญหาตัวอยางดวยระเบียบ 
          วิธีสวนกลับคูกันเชิงการแปลงลาปลาซกับผลเฉลย 

               วิเคราะห 
 
5.สรุป 

บทความนี้นําเสนอวิธีเชิงตัวเลขในการวิเคราะหปญหาเชิง
วิศวกรรมแบบการนําความรอนอธิบายดวยสมการเชิงอนุพันธแบบ
ไมเอกพันธและปญหาการนําความรอนที่ ข้ึนกับเวลา โดยใช
ระเบียบวิธีสวนกลับคูกันและระเบียบวิธีสวนกลับคูกันเชิงลาปลาซ
ตามลําดับ ขอมูลที่จัดเตรียมเปนขอมูลการเมชบนขอบเขตและจุด
ภายในโดเมน ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหแสดงใหเห็นถึงความ
แมนยําและประสิทธิภาพของวิธีดังกลาว 
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