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บทคัดยอ
บทความนี้จะอธิบายถึงพฤติกรรมทางสถิตยของการหลอลื่น

แบบอิลาสโตไฮโดรไดนามิคสที่มีการสัมผัสเปนแบบเสน โดยใชวิธี
ไฟไนซดิฟเฟอเรนซและวิธีนิวตันราฟสันรวมกันในการแกสมการ
เรยโนดประยุกตสํ าหรับการสัมผัสแบบเสนและสารหลอลื่นจะมีพฤติ
กรรมเปนแบบนิวทอเนี่ยน โดยในการจํ าลองจะศึกษาถึงผลของ 
ความเร็ว, ภาระที่กระทํ า, ความหนืดของสารหลอลื่นและวัสดุที่ใช 
ซ่ึงผลที่ไดจากการจํ าลองพบวา เม่ือความเร็ว,ความหนืดและคาโมดู
ลัสของความยึดหยุนของวัสดุเพิ่มข้ึนจะสงผลใหความดันของสาร
หลอลื่นที่จุดสัมผัสมีคาลดลงแตความหนาฟลมจะเพ่ิมข้ึน ขณะเดียว
กันถาเพิ่มภาระในการกระทํ ามากขึ้นจะสงผลใหความดันที่จุดสัมผัส
สูงข้ึนความหนาฟล มลดลงและเม่ือเพ่ิมค าภาระที่กระทํ าหรือ
ความเร็วในการหมุนจะสงผลใหคาสัมประสิทธของแรงเสียดทานมีคา
สูงข้ึน ซ่ึงลักษณะของความดันที่เกิดข้ึนหลังจากที่ผานจุดศูนยกลาง
ของการสัมผัสมาแลวจะเกิดยอดหนามแหลมสูงข้ึนมาและลดลงอยาง
รวดเร็วซ่ึงคาความดันจะสูงที่สุดและความหนาฟลมจะบางที่สุด

Abstract
This paper presents the static characteristics of elasto-

hydrodynamic lubrication under sliding line contact of two 
surfaces. The modified Reynolds equation and elastic equation 
were formulated for compressible Newtonian fluid between the 
surfaces. The finite differences with Newton’s Raphson 
methods were used to calculate the static characteristics of the 
elastohydrodynamic lubrication. Pressure profile, film thickness 
profile and friction coefficient were calculated at various loads 
speed and surface material used. The results, show that the 
pressure increases significantly but the film thickness 
decreases due to the increase of viscosity at high load and 
high elastic modulus materials. The coefficient of friction

increase with the increase of load and speed. At severe 
condition the film pressure will be increase to approach the 
Hertzian contact pressure. At constant loads and velocity, the 
film pressure increases gradually at lubricant inlet and reaches 
the maximum pressure to form pressure spike at minimum film 
thickness.

1.บทนํ า
ในการหลอลื่นอิลาสโตรไฮโดรไดนามิคสจะใชสมการเรยโนด

ประยุกต, สมการความหนาฟลมที่พิจารณาการเปลี่ยนรูปของวัสดุ, 
สมการความสัมพันธของคาความหนืดกับความดัน และสมการบา
ลานซภาระในการแกสมการ   สมการเรยโนดดังสมการที่ (1) เปนสม
การที่ใชในการอธิบายการเกิดความดันของของไหลในขณะที่ของ
ไหลไหลเปนแผนบางโดยที่ของไหลน้ีมีพื้นที่หนาตัดเล็กลงตามทิศ
ทางการไหล ซ่ึงลักษณะเชนน้ีจะทํ าใหเกิดความดันข้ึนในของไหล ใน
กรณีน้ีไดประยุกตสมการเรยโนดกับสภาวะการหลอลื่นแบบอิลาสโต
ไฮโดรไดนามิคสของวัตถุทรงกระบอกสัมผัสเปนเสนตรง จะไดสม
การเรยโนดประยุกตดังน้ี [1]

( )








∂

∂
=











∂∂
∂ ∂

x
hu12

x
h

x
p3 ρ

η
ρ        (1)

ทํ าการอินทิเกรทจะได








 −
=

∂
∂

∴ 3
mm

h
hhu12

x
p

ρ
ρρη        (2)

ทํ าสมการ (2)  ใหเปนตัวแปรแบบไรหนวย เม่ือ

 
RE
wWEG

RE
uU

Ppp

z

rH

′
=′=

′
=

===

ξη
ηηηρρρ

0

00












 −
+

−
=
′










=

=









=

2
v1

2
v1

2
1

E
1

2
WEp

HWR8hXW8Rx

2
b

2
a

2/1/
/

H

r

/
x

2/1/

x

π

ππ

จ ะ ไ ด  ส ม ก า ร เ ร ย  โ น ด  ป ร ะ ยุ ก ต  แ บ บ ไ ร  ห น  ว ย ดั ง น้ี

( )2/
2

3
i,ri

m,rmi,ri
i

ir

r

W4

U3K,
H

HH
K

dX
dP π

ρ
ρρ

η =















−

=







∴ (3)

2. การประยุกตวิธีเชิงตัวเลข
ในการแกสมการ (3) เปนการพิจารณาปญหาแบบ 1 มิติ ซ่ึงจะ

แบงกริดของการสัมผัสออก 320 กริด เพื่อจะใชวิธีไฟไนตดิฟเฟอร
เรนซ (Finite difference scheme) แบบ Forward approximation 
ในการแกสมการ โดยจะกํ าหนดใหจุดเริ่มที่ 5.4Xmin −=  และจุด
สุดทายที่ 5.1Xmax =  เราสามารถเขียนรูปแบบของความดัน ที่จุด
ตอไดดังน้ี
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ในสมการเรยโนดประยุกตเราสามารถเขียนใหอยูในรูปของสม
การเชิงตัวเลขไดโดยในเอกสารนี้จะพิจารณาเลือกใชวิธีไฟไนตดิฟ
เฟอรเรนซ เพื่อแกสมการหาคาการกระจายความดันของน้ํ ามันที่เกิด
จากการสัมผัส  ทํ าการจัดรูปสมการ (3) ใหม ดังน้ี
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สมการความหนาฟลมที่รวมผลจากการเปลี่ยนรูปแบบยืดหยุน  
ซ่ึงเปนฟงกชั่นของความดันดังน้ี [2]
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สมการความหนืดที่มีผลเปลี่ยนแปลงตามความดัน ดังน้ี
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สมการความหนาแนนที่มีผลเปลี่ยนแปลงตามความดัน ดังน้ี
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จากสมการนิวตัน – ราฟสัน จะเห็นวาแตละโนดที่พิจารณาจะมีรูป
แบบดังน้ี
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คาคงที่ในการบาลานซภาระแบบไรหนวย จะหาไดดังน้ี
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จากสมการ  (5), (6), (7), (8) และ (9) ก็จะสามารถแกสมการหาตัว
แปรที่ไมทราบไดคือ
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จั ด รู ป แ บ บ เ ม ท ริ ก ซ  ไ ด 
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สมการแสดงการสมมุติความดันเร่ิมตนในการคํ านวณ จะใหมีการ
กระจายความดันแบบเฮิรท [4] ดังน้ี
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i,r X1P −= (20)

โดยมีเงื่อนไขขอบดังน้ี
0P =  ที่  inX

0
dX
dP,0P ==  ที่  outX  (21)

รูปที่ 1 แสดงแรงเฉือนและภาระที่กระทํ าตอวัสดุ

จากรูปที่ 1 จะเห็นวาแรงเฉือนที่กระทํ าตอทรงกระบอกและพื้นตอ
หนวยความกวางดังสมการ (22)
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และแรงในแนวเฉียงจะหาไดดังน้ี
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ดังน้ันคาสัมประสิทธิ์ของทรงกระบอกจะหาไดดังน้ี

W
F /a−=µ (28)

3. วิเคราะหผลจากการจํ าลอง

รูปที่ 2 การกระจายความดันเม่ือภาระที่กระทํ าเปลี่ยนแปลง     
ที่ความเร็วคงที่ , 11101 −= XU

รูปที่ 3 การกระจายความหนาฟลมเม่ือภาระที่กระทํ า
เปลี่ยนแปลงที่ความเร็วคงที่ , 11101 −= XU
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รูปที่ 4 การกระจายความดันเม่ือความเร็วเปลี่ยนแปลงและคา
          ภาระคงที่, 5104 −= XW



รูปที่ 5 การกระจายความหนาฟลมเม่ือความเร็วเปลี่ยนแปลง
           และคาภาระคงที่, 5104 −= XW

รูปที่ 6 การกระจายความดันเม่ือความหนืดเปลี่ยนแปลง

รูปที่ 7 การกระจายความหนาฟลมเม่ือความหนืดเปลี่ยนแปลง

รูปที่ 8 การกระจายความดันเม่ือคาวัสดุเปลี่ยนแปลง
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ูปที่ 10 คาความเร็วและภาระที่กระทํ าที่มีผลตอคาสัมประสิทธิ์
     แรงเสียดทาน

ขอมูลเร่ิมตน
ามเร็วเปลี่ยนแปลงและคาภาระคงที่ (ศึกษาผลจากความเร็ว)
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ระเปลี่ยนแปลงและคาความเร็วคงที่ (ศึกษาผลจากภาระ)
55556 10X6,10X4,10X2,10,10W −−−−−=

1110X1U −=

ามหนืดเปลี่ยนโดยคาความเร็วและภาระคงที่

511
1

10x2W,10U

71.0,57.0,44.0,42.0,4.0z
−− ==

=

ดุเปลี่ยนแปลง โดยคาความเร็วและภาระคงที่

511

11111111

10x2W,10x1U

10x450,10x390,10x200,10x170E

==

=
−

ประสิทธิ์แรงเสียดทาน โดยภาระและความเร็วเปลี่ยนแปลง

      
]10x8,10x2[W

10,10,10U
55

131211

−−

−−−

=

=

คาวัสดุของโลหะผสม .Pa10X2E 11=   
คาความหนืดสัมบูรณ ของ C-ether  029.0o =η

คาดัชนีความดัน – ความหนืด ของ C-ether  57.0z1 =

คาความผิดพลาด   = 610−

ขอบ เขตการคํ  านวณ   5.1X,5.4X ba =−=         
จํ านวนโนดที่ใช 01875.0X320N =∴= ∆



จากการแกสมการเรยโนดประยุกตที่จํ าลองการสัมผัสของวัตถุ
ทรงกระบอกสัมผัสเปนเสนตรง โดยมีการหลอลื่นแบบอิลาสโตไฮโดร
ไดนามิคส จากกราฟรูปที่ 4 ความดันที่เกิดข้ึนจะมีขนาดเพิ่มข้ึน
เร่ือยๆ  เม่ือเขาใกลจุดศูนยกลางของการสัมผัสและจะลดลงเมื่อผาน
จุดศูนย กลางของการสัมผัส แตบริเวณใกลทางออกจะเกิดความดัน
สูงอีกครั้งและลดลงอยางรวดเร็ว (Pressure Spike) ซ่ึงเปนผลมา
จากการเปลี่ยนรูปของทรงกระบอกและจากการเปลี่ยนความเร็วจะ
เห็นวาเม่ือขนาดของความเร็วลดลงจะทํ าใหความดันมีคาสูงข้ึนขณะ
เดียวกัน ขนาดของความหนาฟลมก็จะลดลง และยอดแหลมของ
ความดันที่เกิดข้ึนตอนทางออกก็ลดลงเชนกัน และเม่ือทํ าการลด
ขนาดความเร็วลงเร่ือยๆ จะทํ าใหความหนาของฟลมบางมากและ
ลักษณะการกระจายของความดันก็จะคลายกับลักษณะการสัมผัส
แบบเฮิรท ดังรูปที่ 5  และจากรูปที่ 2 และ 3 จะเห็นวาที่ภาระนอยๆ 
จะมีการกระจายความดันที่ไมสูงนักและไมเกิดความดันข้ึนที่ทางออก
ขณะเดียวกันความหนาของฟลมก็จะหนาคลายกับการหลอลื่นแบบ
ไฮโดรไดนามิคส เน่ืองจากวาไมมีการเสียรูปของทรงกระบอกและ
เม่ือทํ าการเปลี่ยนคาภาระที่กระทํ าตอทรงกระบอกใหสูงข้ึนก็จะมีผล
ทํ าใหลักษณะของการกระจายความดันมีคาสูงข้ึนและความหนาของ
ฟลมก็จะบางมาก ที่คาภาระ 510x6W −=  ลักษณะการกระจายของ
ความดันที่ไดจะคลายกับของการสัมผัสแบบเฮิรท สํ าหรับคาความ
หนืดที่เพิ่มข้ึนจะมีผลทํ าใหความดันลดลงแตความหนาฟลมจะมาก
ข้ึน และคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานจะมีคามากขึ้นเม่ือความเร็วสูง
ข้ึนและภาระมากขึ้น สํ าหรับรูปที่ 6 และ 7 เปนผลที่เกิดจากการ
เปลี่ยนแปลงของคาความหนืด เมือความหนืดสูงข้ึนคาความดันจะ
ลดลงแตความหนาฟลมจะหนาข้ึน และรูปที่ 8 และ 9 เปนผลที่เกิด
จากการเปลี่ยนวัสดุที่มีคาโมดูลัสของความยืดหยุนมากขึ้น คาความ
ดันจะเพิ่มข้ึนและความหนาฟลมจะลดลง สํ าหรับรูปที่ 10 จะเห็นวา
คาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงข้ึนตามคาภาระและความเร็วที่เพิ่ม
ข้ึนทั้งน้ีเน่ืองมาจากชั้นฟลมมากข้ึนจึงทํ าใหแรงเสียดทานมากขึ้น  
จากการเปรียบเทียบผลที่จํ าลองไดกับผลการจํ าลองของดอรสัน[3] ก็
มีลักษณะพฤติกรรมที่คลายกัน

4. บทสรุป
คาภาระจะมีผลตอขนาดของความดันและความหนาฟลมที่เกิด

ข้ึน เม่ือคาภาระมีคาสูงๆก็จะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนรูปแบบยืดหยุน
มากข้ึน และลักษณะการกระจายของความดันจะคลายกับของการ
สัมผัสแบบเฮิรท

1. คาความเร็วในการหมุนของทรงกระบอกก็จะมีผลตอขนาด
ของความดันและความหนาฟลมที่เกิดข้ึนเม่ือคาความเร็วลด
ลงก็จะทํ าใหความหนาฟลมบางลงและความดันเพิ่มข้ึนและ
ลักษณะการกระจายของความดันจะคลายกับของการสัมผัส
แบบเฮิรท

2. คาความดันจะลดลงแตความหนาฟลมจะมากข้ึน เม่ือคา
ความหนืดและวัสดุเพิ่มข้ึน

3. คาความดันจะลดลงแตความหนาฟลมจะมากข้ึนเม่ือคาโมดู
ลัสของวัสดุมากข้ึน

4. คาสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทานจะมากขึ้นเม่ือความเร็วและ
ภาระที่กระทํ ามีคาสูงข้ึน

5. ในการคํ านวณทางเชิงตัวเลขจะลูเขาสูคํ าตอบชาหากขนาด
ของภาระที่กระทํ าสูง,คาความเร็วตํ่ า,คาความหนืดตํ่ า และ
คาโมดูลัสของความยืดหยุนตํ่ า

5. สัญลักษณ
a ของแข็ง a (Plate)
b ของแข็ง b (Roller)
jC คาแฟคเตอรถวงน้ํ าหนัก ในสมการ (11)
E′ คาโมดูลัสสัมบูรณของวัสดุ , )/.( 2mNPa

aE คาโมดูลัสของวัสดุ a, )/.( 2mNPa

bE คาโมดูลัสของวัสดุ b, )/.( 2mNPa

aF ′ แรงแบบไรมิติที่กระทํ ากับของแข็ง a
af ′ แรงที่กระทํ ากับของแข็ง a, .N

G ตัวแปรไรหนวยของวัสดุ, /Eξ

orH , คาคงที่ของแบบไรหนวยสํ าหรับการสัมผัสแบบเสน
irH , คาความหนาฟลมแบบไรมิติที่ตํ าแหนง i

h คาความหนาฟลม, .m

K คาคงที่ , ( )2/2 4/3 WUπ

irP , คาความดันแบบไรหนวย

HP คาความดันสูงสุดของเฮอรเซียน )/.( 2mNPa

p คาความดัน )/.( 2mNPa

xR คารัศมีที่สัมผัส ในทิศทางแกน .,mx

U คาความเร็วของการสัมผัสแบบไรหนวย, ( )x/
0 RE/u
−

η

u คาความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน ( ) .s/m,2/uu,X ba +

au คาความเร็วที่ผิวสัมผัส a, .s/m

bu คาความเร็วที่ผิวสัมผัส b, .s/m

v อัตราสวนของปวซซอง
W ′ คาภาระที่กระทํ าแบบไรหนวย , Xz REw //

bxW ′ คาภาระที่กระทํ าตอของแข็ง b แบบไรหนวย
zw คาภาระที่กระทํ าในแนวตั้งฉากตอหนวยความกวาง , ./mN

i,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสน
min,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสนที่จุด

เร่ิมคํ านวณกริด 5.4X min,r −=

max,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสนที่จุด
เร่ิมคํ านวณกริด 5.1X max,r =

z คาแนวแกนความสูงจากผิวสัมผัส a ไปยังผิว b
1z คาดัชนีของความหนืด – ความดัน แบบไรมิติ
ξ  คาสัมประสิทธิ์ของความหนืด – ความดัน, Nm /2

ρ คาความหนาแนน , 42 m/sN ⋅

mρ คาความหนาแนน  เม่ือ 42 m/Ns,0dX/dP =

mH คาความหนาฟลมแบบไรหนวย สํ าหรับการสัมผัสแบบเสน
เม่ือ 0dX/dP =



0ρ คาความหนาแนน เม่ือ  42 m/Ns,0P =

ρ ความหนาแนนแบบไรหนวย  0/ ρρ

0η คาความหนืดสัมบูรณ ที่ 0=P   และ คาอุณหภูมิคงที่
)/.(. 2msNorsPa

η คาความหนืดสัมบูรณ , sPa ⋅

η คาความหนืดสัมบูรณแบบไรมิติ 
oη
η

X∆ คาชวงความยาวที่แบงแนวแกน  X
µ  คาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทาน
( )j,iδ คาคงที่จากการเปรียบเทียบแรงดัน

ถา 1,ji == δ และ 0,ji =≠ δ

τ คาความเคนเฉือน , .Pa
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