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บทคัดยอ
บทความนี้จะอธิบายถึงพฤติกรรมทางสถิตยของการหลอลื่น

แบบอิลาสโตไฮโดรไดนามิคสที่มีการสัมผัสเปนแบบเสน โดยใชวิธี
ไฟไนซดิฟเฟอเรนซและวิธีนิวตันราฟสันรวมกันในการแกสมการ
เรยโนดประยุกตสํ าหรับการสัมผัสแบบเสนและสารหลอลื่นจะมีพฤติ
กรรมเปนแบบนิวทอเนี่ยน โดยในการจํ าลองจะศึกษาถึงผลของ 
ความเร็ว, ภาระที่กระทํ า, ความหนืดของสารหลอลื่นและวัสดุที่ใช 
ซ่ึงผลที่ไดจากการจํ าลองพบวา เม่ือความเร็ว,ความหนืดและคาโมดู
ลัสของความยึดหยุนของวัสดุเพิ่มข้ึนจะสงผลใหความดันของสาร
หลอลื่นที่จุดสัมผัสมีคาลดลงแตความหนาฟลมจะเพ่ิมข้ึน ขณะเดียว
กันถาเพิ่มภาระในการกระทํ ามากขึ้นจะสงผลใหความดันที่จุดสัมผัส
สูงข้ึนความหนาฟล มลดลงและเม่ือเพ่ิมค าภาระที่กระทํ าหรือ
ความเร็วในการหมุนจะสงผลใหคาสัมประสิทธของแรงเสียดทานมีคา
สูงข้ึน ซ่ึงลักษณะของความดันที่เกิดข้ึนหลังจากที่ผานจุดศูนยกลาง
ของการสัมผัสมาแลวจะเกิดยอดหนามแหลมสูงข้ึนมาและลดลงอยาง
รวดเร็วซ่ึงคาความดันจะสูงที่สุดและความหนาฟลมจะบางที่สุด

Abstract
This paper presents the static characteristics of elasto-

hydrodynamic lubrication under sliding line contact of two 
surfaces. The modified Reynolds equation and elastic equation 
were formulated for compressible Newtonian fluid between the 
surfaces. The finite differences with Newton’s Raphson 
methods were used to calculate the static characteristics of the 
elastohydrodynamic lubrication. Pressure profile, film thickness 
profile and friction coefficient were calculated at various loads 
speed and surface material used. The results, show that the 
pressure increases significantly but the film thickness 
decreases due to the increase of viscosity at high load and 
high elastic modulus materials. The coefficient of friction

increase with the increase of load and speed. At severe 
condition the film pressure will be increase to approach the 
Hertzian contact pressure. At constant loads and velocity, the 
film pressure increases gradually at lubricant inlet and reaches 
the maximum pressure to form pressure spike at minimum film 
thickness.

1.บทนํ า
ในการหลอลื่นอิลาสโตรไฮโดรไดนามิคสจะใชสมการเรยโนด

ประยุกต, สมการความหนาฟลมที่พิจารณาการเปลี่ยนรูปของวัสดุ, 
สมการความสัมพันธของคาความหนืดกับความดัน และสมการบา
ลานซภาระในการแกสมการ   สมการเรยโนดดังสมการที่ (1) เปนสม
การที่ใชในการอธิบายการเกิดความดันของของไหลในขณะที่ของ
ไหลไหลเปนแผนบางโดยที่ของไหลน้ีมีพื้นที่หนาตัดเล็กลงตามทิศ
ทางการไหล ซ่ึงลักษณะเชนน้ีจะทํ าใหเกิดความดันข้ึนในของไหล ใน
กรณีน้ีไดประยุกตสมการเรยโนดกับสภาวะการหลอลื่นแบบอิลาสโต
ไฮโดรไดนามิคสของวัตถุทรงกระบอกสัมผัสเปนเสนตรง จะไดสม
การเรยโนดประยุกตดังน้ี [1]
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2. การประยุกตวิธีเชิงตัวเลข
ในการแกสมการ (3) เปนการพิจารณาปญหาแบบ 1 มิติ ซ่ึงจะ

แบงกริดของการสัมผัสออก 320 กริด เพื่อจะใชวิธีไฟไนตดิฟเฟอร
เรนซ (Finite difference scheme) แบบ Forward approximation 
ในการแกสมการ โดยจะกํ าหนดใหจุดเริ่มที่ 5.4Xmin −=  และจุด
สุดทายที่ 5.1Xmax =  เราสามารถเขียนรูปแบบของความดัน ที่จุด
ตอไดดังน้ี
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ในสมการเรยโนดประยุกตเราสามารถเขียนใหอยูในรูปของสม
การเชิงตัวเลขไดโดยในเอกสารนี้จะพิจารณาเลือกใชวิธีไฟไนตดิฟ
เฟอรเรนซ เพื่อแกสมการหาคาการกระจายความดันของน้ํ ามันที่เกิด
จากการสัมผัส  ทํ าการจัดรูปสมการ (3) ใหม ดังน้ี
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สมการความหนาฟลมที่รวมผลจากการเปลี่ยนรูปแบบยืดหยุน  
ซ่ึงเปนฟงกชั่นของความดันดังน้ี [2]
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สมการความหนืดที่มีผลเปลี่ยนแปลงตามความดัน ดังน้ี
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สมการความหนาแนนที่มีผลเปลี่ยนแปลงตามความดัน ดังน้ี
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สมการแสดงการบาลานซภาระ
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จากสมการนิวตัน – ราฟสัน จะเห็นวาแตละโนดที่พิจารณาจะมีรูป
แบบดังน้ี
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คาคงที่ในการบาลานซภาระแบบไรหนวย จะหาไดดังน้ี
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จากสมการ  (5), (6), (7), (8) และ (9) ก็จะสามารถแกสมการหาตัว
แปรที่ไมทราบไดคือ
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นํ าตัวแปรตางๆ มาแทนในสมการของเรยโนดและแกสมการดวยวิธี
ของนิวตัน-ราฟสัน ดังน้ี
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จั ด รู ป แ บ บ เ ม ท ริ ก ซ  ไ ด 
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สมการแสดงการสมมุติความดันเร่ิมตนในการคํ านวณ จะใหมีการ
กระจายความดันแบบเฮิรท [4] ดังน้ี
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i,r X1P −= (20)

โดยมีเงื่อนไขขอบดังน้ี
0P =  ที่  inX

0
dX
dP,0P ==  ที่  outX  (21)

รูปที่ 1 แสดงแรงเฉือนและภาระที่กระทํ าตอวัสดุ

จากรูปที่ 1 จะเห็นวาแรงเฉือนที่กระทํ าตอทรงกระบอกและพื้นตอ
หนวยความกวางดังสมการ (22)

( ) ∫∫
=

=






== dx
dz
dudxf

0z
0z

/
a ητ (22)

โดยที่ 
( )
h
uu

dx
dp

2
hz2

dz
du ba −−

−
=

ηη (23)

ดั ง น้ั น  จ า ก ส ม ก า ร  ( 2 2 )  จ ะ ไ ด  ว  า
( ) dx
h
uu

dx
dp

2
hf aa/

a ∫ 



 −

+−=
η  (24)

และแรงในแนวเฉียงจะหาไดดังน้ี
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ทํ าใหสมการ (25)  เปนแบบไรมิติ จะได
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ทํ าสมการ (24) ใหเปนแบบไรมิติจะได
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ดังน้ันคาสัมประสิทธิ์ของทรงกระบอกจะหาไดดังน้ี

W
F /a−=µ (28)

3. วิเคราะหผลจากการจํ าลอง

รูปที่ 2 การกระจายความดันเม่ือภาระที่กระทํ าเปลี่ยนแปลง     
ที่ความเร็วคงที่ , 11101 −= XU

รูปที่ 3 การกระจายความหนาฟลมเม่ือภาระที่กระทํ า
เปลี่ยนแปลงที่ความเร็วคงที่ , 11101 −= XU
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รูปที่ 4 การกระจายความดันเม่ือความเร็วเปลี่ยนแปลงและคา
          ภาระคงที่, 5104 −= XW



รูปที่ 5 การกระจายความหนาฟลมเม่ือความเร็วเปลี่ยนแปลง
           และคาภาระคงที่, 5104 −= XW

รูปที่ 6 การกระจายความดันเม่ือความหนืดเปลี่ยนแปลง

รูปที่ 7 การกระจายความหนาฟลมเม่ือความหนืดเปลี่ยนแปลง

รูปที่ 8 การกระจายความดันเม่ือคาวัสดุเปลี่ยนแปลง

X

U=10-10

U=10-11

U=10-12

U=10-13

-4.5 -3.0 1.5 0   1.5

    12.0

    10.0

      8.0

      6.0

      4.0

      2.0

        0

P

X

-4.5   -3.5 -2.5             -1.5             -0.5             0.5               1.5

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-4.5   -3.5 -2.5             -1.5             -0.5             0.5               1.5

Z=0.40
Z=0.42
Z=0.44
Z=0.57
Z=0.71

-4.5   -3.5 -2.5             -1.5             -0.5             0.5               1.5

P

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Z=0.40
Z=0.42
Z=0.44
Z=0.57
Z=0.71
รูปที่ 9 การกระจายความหนาฟลมเม่ือคาวัสดุเปลี่ยนแปลง

µ
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ูปที่ 10 คาความเร็วและภาระที่กระทํ าที่มีผลตอคาสัมประสิทธิ์
     แรงเสียดทาน

ขอมูลเร่ิมตน
ามเร็วเปลี่ยนแปลงและคาภาระคงที่ (ศึกษาผลจากความเร็ว)

13121110 10,10,10,10U −−−−=
510X4W −=

ระเปลี่ยนแปลงและคาความเร็วคงที่ (ศึกษาผลจากภาระ)
55556 10X6,10X4,10X2,10,10W −−−−−=

1110X1U −=

ามหนืดเปลี่ยนโดยคาความเร็วและภาระคงที่

511
1

10x2W,10U

71.0,57.0,44.0,42.0,4.0z
−− ==

=

ดุเปลี่ยนแปลง โดยคาความเร็วและภาระคงที่
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11111111

10x2W,10x1U

10x450,10x390,10x200,10x170E

==
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−

ประสิทธิ์แรงเสียดทาน โดยภาระและความเร็วเปลี่ยนแปลง
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=

=

คาวัสดุของโลหะผสม .Pa10X2E 11=   
คาความหนืดสัมบูรณ ของ C-ether  029.0o =η

คาดัชนีความดัน – ความหนืด ของ C-ether  57.0z1 =

คาความผิดพลาด   = 610−

ขอบ เขตการคํ  านวณ   5.1X,5.4X ba =−=         
จํ านวนโนดที่ใช 01875.0X320N =∴= ∆



จากการแกสมการเรยโนดประยุกตที่จํ าลองการสัมผัสของวัตถุ
ทรงกระบอกสัมผัสเปนเสนตรง โดยมีการหลอลื่นแบบอิลาสโตไฮโดร
ไดนามิคส จากกราฟรูปที่ 4 ความดันที่เกิดข้ึนจะมีขนาดเพิ่มข้ึน
เร่ือยๆ  เม่ือเขาใกลจุดศูนยกลางของการสัมผัสและจะลดลงเมื่อผาน
จุดศูนย กลางของการสัมผัส แตบริเวณใกลทางออกจะเกิดความดัน
สูงอีกครั้งและลดลงอยางรวดเร็ว (Pressure Spike) ซ่ึงเปนผลมา
จากการเปลี่ยนรูปของทรงกระบอกและจากการเปลี่ยนความเร็วจะ
เห็นวาเม่ือขนาดของความเร็วลดลงจะทํ าใหความดันมีคาสูงข้ึนขณะ
เดียวกัน ขนาดของความหนาฟลมก็จะลดลง และยอดแหลมของ
ความดันที่เกิดข้ึนตอนทางออกก็ลดลงเชนกัน และเม่ือทํ าการลด
ขนาดความเร็วลงเร่ือยๆ จะทํ าใหความหนาของฟลมบางมากและ
ลักษณะการกระจายของความดันก็จะคลายกับลักษณะการสัมผัส
แบบเฮิรท ดังรูปที่ 5  และจากรูปที่ 2 และ 3 จะเห็นวาที่ภาระนอยๆ 
จะมีการกระจายความดันที่ไมสูงนักและไมเกิดความดันข้ึนที่ทางออก
ขณะเดียวกันความหนาของฟลมก็จะหนาคลายกับการหลอลื่นแบบ
ไฮโดรไดนามิคส เน่ืองจากวาไมมีการเสียรูปของทรงกระบอกและ
เม่ือทํ าการเปลี่ยนคาภาระที่กระทํ าตอทรงกระบอกใหสูงข้ึนก็จะมีผล
ทํ าใหลักษณะของการกระจายความดันมีคาสูงข้ึนและความหนาของ
ฟลมก็จะบางมาก ที่คาภาระ 510x6W −=  ลักษณะการกระจายของ
ความดันที่ไดจะคลายกับของการสัมผัสแบบเฮิรท สํ าหรับคาความ
หนืดที่เพิ่มข้ึนจะมีผลทํ าใหความดันลดลงแตความหนาฟลมจะมาก
ข้ึน และคาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานจะมีคามากขึ้นเม่ือความเร็วสูง
ข้ึนและภาระมากขึ้น สํ าหรับรูปที่ 6 และ 7 เปนผลที่เกิดจากการ
เปลี่ยนแปลงของคาความหนืด เมือความหนืดสูงข้ึนคาความดันจะ
ลดลงแตความหนาฟลมจะหนาข้ึน และรูปที่ 8 และ 9 เปนผลที่เกิด
จากการเปลี่ยนวัสดุที่มีคาโมดูลัสของความยืดหยุนมากขึ้น คาความ
ดันจะเพิ่มข้ึนและความหนาฟลมจะลดลง สํ าหรับรูปที่ 10 จะเห็นวา
คาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทานสูงข้ึนตามคาภาระและความเร็วที่เพิ่ม
ข้ึนทั้งน้ีเน่ืองมาจากชั้นฟลมมากข้ึนจึงทํ าใหแรงเสียดทานมากขึ้น  
จากการเปรียบเทียบผลที่จํ าลองไดกับผลการจํ าลองของดอรสัน[3] ก็
มีลักษณะพฤติกรรมที่คลายกัน

4. บทสรุป
คาภาระจะมีผลตอขนาดของความดันและความหนาฟลมที่เกิด

ข้ึน เม่ือคาภาระมีคาสูงๆก็จะทํ าใหเกิดการเปลี่ยนรูปแบบยืดหยุน
มากข้ึน และลักษณะการกระจายของความดันจะคลายกับของการ
สัมผัสแบบเฮิรท

1. คาความเร็วในการหมุนของทรงกระบอกก็จะมีผลตอขนาด
ของความดันและความหนาฟลมที่เกิดข้ึนเม่ือคาความเร็วลด
ลงก็จะทํ าใหความหนาฟลมบางลงและความดันเพิ่มข้ึนและ
ลักษณะการกระจายของความดันจะคลายกับของการสัมผัส
แบบเฮิรท

2. คาความดันจะลดลงแตความหนาฟลมจะมากข้ึน เม่ือคา
ความหนืดและวัสดุเพิ่มข้ึน

3. คาความดันจะลดลงแตความหนาฟลมจะมากข้ึนเม่ือคาโมดู
ลัสของวัสดุมากข้ึน

4. คาสัมประสิทธิ์ของแรงเสียดทานจะมากขึ้นเม่ือความเร็วและ
ภาระที่กระทํ ามีคาสูงข้ึน

5. ในการคํ านวณทางเชิงตัวเลขจะลูเขาสูคํ าตอบชาหากขนาด
ของภาระที่กระทํ าสูง,คาความเร็วตํ่ า,คาความหนืดตํ่ า และ
คาโมดูลัสของความยืดหยุนตํ่ า

5. สัญลักษณ
a ของแข็ง a (Plate)
b ของแข็ง b (Roller)
jC คาแฟคเตอรถวงน้ํ าหนัก ในสมการ (11)
E′ คาโมดูลัสสัมบูรณของวัสดุ , )/.( 2mNPa

aE คาโมดูลัสของวัสดุ a, )/.( 2mNPa

bE คาโมดูลัสของวัสดุ b, )/.( 2mNPa

aF ′ แรงแบบไรมิติที่กระทํ ากับของแข็ง a
af ′ แรงที่กระทํ ากับของแข็ง a, .N

G ตัวแปรไรหนวยของวัสดุ, /Eξ

orH , คาคงที่ของแบบไรหนวยสํ าหรับการสัมผัสแบบเสน
irH , คาความหนาฟลมแบบไรมิติที่ตํ าแหนง i

h คาความหนาฟลม, .m

K คาคงที่ , ( )2/2 4/3 WUπ

irP , คาความดันแบบไรหนวย

HP คาความดันสูงสุดของเฮอรเซียน )/.( 2mNPa

p คาความดัน )/.( 2mNPa

xR คารัศมีที่สัมผัส ในทิศทางแกน .,mx

U คาความเร็วของการสัมผัสแบบไรหนวย, ( )x/
0 RE/u
−

η

u คาความเร็วเฉลี่ยในแนวแกน ( ) .s/m,2/uu,X ba +

au คาความเร็วที่ผิวสัมผัส a, .s/m

bu คาความเร็วที่ผิวสัมผัส b, .s/m

v อัตราสวนของปวซซอง
W ′ คาภาระที่กระทํ าแบบไรหนวย , Xz REw //

bxW ′ คาภาระที่กระทํ าตอของแข็ง b แบบไรหนวย
zw คาภาระที่กระทํ าในแนวตั้งฉากตอหนวยความกวาง , ./mN

i,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสน
min,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสนที่จุด

เร่ิมคํ านวณกริด 5.4X min,r −=

max,rX คาแนวแกน X แบบไรหนวยของการสัมผัสแบบเสนที่จุด
เร่ิมคํ านวณกริด 5.1X max,r =

z คาแนวแกนความสูงจากผิวสัมผัส a ไปยังผิว b
1z คาดัชนีของความหนืด – ความดัน แบบไรมิติ
ξ  คาสัมประสิทธิ์ของความหนืด – ความดัน, Nm /2

ρ คาความหนาแนน , 42 m/sN ⋅

mρ คาความหนาแนน  เม่ือ 42 m/Ns,0dX/dP =

mH คาความหนาฟลมแบบไรหนวย สํ าหรับการสัมผัสแบบเสน
เม่ือ 0dX/dP =



0ρ คาความหนาแนน เม่ือ  42 m/Ns,0P =

ρ ความหนาแนนแบบไรหนวย  0/ ρρ

0η คาความหนืดสัมบูรณ ที่ 0=P   และ คาอุณหภูมิคงที่
)/.(. 2msNorsPa

η คาความหนืดสัมบูรณ , sPa ⋅

η คาความหนืดสัมบูรณแบบไรมิติ 
oη
η

X∆ คาชวงความยาวที่แบงแนวแกน  X
µ  คาสัมประสิทธิ์แรงเสียดทาน
( )j,iδ คาคงที่จากการเปรียบเทียบแรงดัน

ถา 1,ji == δ และ 0,ji =≠ δ

τ คาความเคนเฉือน , .Pa
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