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บทคัดยอ
งานวิจัยประยุกตทฤษฎีบทพลังงานเพื่อหาตวัประกอบมาตรา-

สวนของระยะเคลื่อนตัว (displacement scaling factor) ตัวประกอบนี้
ใชทํ านายระยะเคลื่อนตัวของโครงสรางตนแบบ (prototype) จากขอมูล
ระยะเคลื่อนตัวของโครงสรางจํ าลอง (model) ณ ตํ าแหนงที่สมนัย 
(correspond) กัน แนวคิดมูลฐานของวิธีน้ีคือ ถาโครงสรางสองชุดมี
ความคลาย (similarity) ดานระยะเคลื่อนตัวแลว อัตราสวนระยะเคลื่อน
ตัวของโครงสรางทั้งสองในทิศทางเดียวกัน ณ จุดใด ๆ ที่สมนัยกันจะมี
คาคงที่ ดวยเหตุน้ีจึงสามารถหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อน
ตัวไดจากการวิเคราะหจุดที่สมนัยกันเพียงจุดเดียว ทฤษฎีบทพลังงาน
ที่ประยุกตใชประกอบดวย 1) ทฤษฎีบทการอนุรักษพลังงาน และ 2) 
ทฤษฎีบทที่ 2 ของ Castigliano ตัวประกอบมาตราสวนที่ไดถูกนํ าไป
ตรวจสอบความถูกตองกับโครงสรางที่ทราบผลเฉลยแมนตรง คือ โครง
ถัก และคาน ผลการตรวจสอบแสดงใหเห็นวาตัวประกอบมาตรสวนที่
ไดมีความถูกตอง

Abstract
This research applied the energy theorems to derive a

displacement scaling factors. These factors can be used to
predict a displacement of a prototype from a known displacement
at a corresponding point of a model. The basic idea of this
method is that if two structures have similar displacement, then
the displacement ratio of a prototype and a model displacement,
in the same direction at any corresponding point, is invarient.
Therefore, determination of a scaling factor can be achieved from
any single corresponding point. Energy theorem used in this
research are:- 1) Conservation of energy theorem and 2)
Castigliano 2nd theorem. The approach was verified with a
problem having an exact solution, i.e. truss and beam.
Verification shown that the scaling factor obtained are correct.

1. บทนํ า
ในงานวิศวกรรมหลายแขนง เชน กลศาสตรของไหล [1], งานโครง

สรางดานวิศวกรรมโยธา [2] เปนตน การศึกษาพฤติกรรมของโครง
สรางจริงผานแบบจํ าลอง (model) เปนเทคนิคที่รูจักกันดี และยังคงมีใช
งานอยูถึงปจจุบันน้ี การศึกษาผานแบบจํ าลองเกิดข้ึนเพื่อลดความเสี่ยง 
ของการกอสรางโครงสรางจริงที่มีความซับซอนจากผลการคํ านวณเทา
น้ัน ทั้งน้ีเน่ืองจากสมการควบคุม (governing equation) ที่ใชออกแบบ 
อาจไมครอบคลุมปจจัยที่มีผลกระทบตอผลการออกแบบไดครบถวน 
นอกจากนี้ การศึกษาแบบจํ าลองชวยลดคาใชจายในการทดสอบกับชิ้น
งานหรือโครงสรางขนาดเทาของจริง อยางไรก็ดีการสรางแบบจํ าลองจํ า
เปนตองมีกฎเกณฑที่ รัดกุมเพื่อใหผลการทดลองจากแบบจํ าลอง
สามารถใชตีความสิ่งที่จะเกิดข้ึนกับโครงสรางจริงไดอยางแมนยํ า

องคประกอบสํ าคัญในการทํ านายผลที่จะเกิดกับโครงสรางจริงโดย
อาศัยขอมูลจากแบบจํ าลองนั้นก็คือ ตัวประกอบมาตราสวน (scaling 
factor) ตัวประกอบนี้เปนคาคงที่ที่แสดงอัตราสวนระหวางตัวแปรของ
โครงสรางจริง (ตอไปจะเรียกวา ตนแบบ (prototype)) และตัวแปรของ
แบบจํ าลองที่สมนัย (correspond) กัน ยกตัวอยางเชน ความยาวของ
ชิ้นสวนในตนแบบแทนดวย pL  และความยาวของชิ้นสวนในแบบ
จํ าลองแทนดวย mL  แลว เราอาจนิยามตัวประกอบมาตราสวนของตัว
แปรความยาว CL เปน mpL LLC ≡  หรือ pmL LLC ≡ ก็ได แต
สํ าหรับงานวิจัยน้ีจะใชนิยามแรก เพราะใหความรูสึกวาแบบจํ าลองมี
ขนาดเล็กกวาตนแบบ

Kline [3] จํ าแนกการหาตัวประกอบมาตราสวนออกเปน 3 วิธี วิธี
แรกใชการวิเคราะหมิติ (dimensional analysis) เพื่อสรางกลุมตัวแปร
ไรมิติ (dimensionless groups) ความคลายระหวางตนแบบและแบบ
จํ าลองเกิดข้ึนเม่ือกลุมตัวแปรไรมิติทั้งหมดของตนแบบและแบบจํ าลอง
มีคาเทากัน วิธีที่สอง วิธีความคลาย (method of similitude) ในวิธีน้ี
กลุมตัวแปรไรหนวยจะถูกสรางจากอัตราสวนของแรง (force ratio)
หรืออัตราสวนพลังงาน (energy ratio) ที่เกี่ยวของกับปญหา วิธีที่สาม 
คือ วิธีวิเคราะหสมการควบคุม (governing equation) ซ่ึงแบงยอยได
อีก 2 วิธี คือ การนอรมัลไลซสมการควบคุมเพื่อหากลุมตัวแปรไรหนวย 



และ การแทนตัวแปรของตนแบบในรูปของผลคูณระหวางตัวประกอบ
มาตราสวนที่สมนัยกับตัวแปรของแบบจํ าลองลงในสมการควบคุมแลว
บังคับใหสมการควบคุมของแบบจํ าลองเหมือนกับสมการควบคุมของ
ตนแบบเพื่อหากลุมตัวแปรไรหนวย

วิธีวิเคราะหมิติมีจุดออนตรงกลุมตัวแปรไรมิติที่ไดมีรูปแบบได
หลากหลายและกลุมตัวแปรไรมิติก็ไมไดแสดงความหมายทางกายภาพ
ออกมาชัดเจนดวยตัวเอง สํ าหรับวิธีที่สองน้ันมีขอไดเปรียบตรงที่อัตรา
สวนของแรง (หรือพลังงาน) ที่เกี่ยวของกับปญหาน้ันตางมีความหมาย
ทางกายภาพอยูแลวทํ าใหกลุมตัวแปรไรมิติที่ไดจากการนํ าแรงตางชนิด
กันมาหาอัตราสวนกันน้ันจะมีความหมายทางกายภาพติดอยู อยางไรก็
ดีถาปญหามีแรง (หรือพลังงาน) ที่เกี่ยวของอยูเปนจํ านวนมากจํ านวน
กลุมตัวแปรไรมิติที่เปนไปไดก็จะเพ่ิมข้ึนทํ าใหยังมีความหลากหลาย
ของผลลัพธที่นํ าไปใชงาน วิธีที่สามซึ่งสมการควบคุมน้ันใหกลุมตัวแปร
ไรมิติที่แนนอนกวาสองวิธีแรกอยางมาก

งานวิจัยน้ีนํ าเสนอวิธีหาตัวประกอบมาตราสวนอีกวิธีหน่ึงโดยไม
ใชสมการควบคุม และการประยุกตกับโครงสรางชนิดโครงถัก (truss)
และ คาน (beam) ที่รับภาระชนิดตาง ๆ

2. ทฤษฎี
หัวขอน้ีแสดงขั้นตอนการหากฎมาตราสวน (scaling law) หรือ

เรียกอีกอยางหน่ึงวา เงื่อนไขที่ทํ าใหตนแบบและแบบจํ าลองมีความ
คลายกันในดานระยะเคลื่อนตัว (deformation similarity) โดยกฎมาตรา
สวนน้ีจะใชหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัวของตนแบบ
และแบบจํ าลองตอไป

เม่ือวัตถุที่เสียรูปได (deformable body) ถูกแรงภายนอกกระทํ า 
วัตถุจะมีพลังงานความเครียด (strain energy) U เกิดข้ึนภายในกอน
วัตถุ โดยพลังงานนี้สามารถเขียนในรูปของตัวแปรทางเรขาคณิต และ
ตวัแปรทางกายภาพของวัตถุ iX ไดดังน้ี

( )iXUU = , ni K2,1= (1)

หากพิจารณาตนแบบและแบบจํ าลองซึ่งตัวแปรของระบบทั้งสอง
สัมพันธกันตามสมการ

miipi XCX = , ni K2,1= (2)

โดย piX  คือ ตัวแปรของตนแบบ

miX  คือ ตัวแปรของแบบจํ าลอง
  iC  คือ มาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง (คาคงตัว)
แทนสมการที่ (2) ลงในสมการที่ (1) จะได พลังงานความเครียดของตน
แบบคือ

( )pip XUU =

หากสมการมีมิติเปนเน้ือเดียวกัน (dimensional homogeneity) แลว [4]

( ) ( ) ( )miipi XUCXU ϕ= (3)

โดย ( )iCϕ  คือ พจนที่ประกอบดวยคาคงตัวมาตราสวน

หากพิจารณาสมการที่ (3) จะเห็นวาพลังงานความเครียดของตน
แบบและแบบจํ าลองจะเทากันก็ตอเม่ือ ( ) 1=iCϕ  อยางไรก็ดี การที่
ระบบทั้งสองมีพลังงานความเครียดเทากันน้ันยังไมเพียงพอที่จะสรุปวา
ระบบทั้งสองมีความคลายกัน

จากทฤษฎีบทการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy
theorem) [5] เราทราบวา หากไมคิดการสูญเสียพลังงานเนื่องจาก
ความรอนและปฏิกิริยาเคมีแลว งานของแรงภายนอก W จะเทากับพลัง
งานความเครียดที่สะสมอยูในเน้ือวัตถุ U
งานของแรงภายนอกที่กระทํ าตอวัตถุตนแบบ คือ

( )pip XWW =

หากสมการมีมิติเปนเน้ือเดียวกันแลว

( ) ( ) ( )miipi XWCXW χ= (4)

แทนสมการที่ (4) ลงในสมการที่ (3) จะได

( ) ( ) ( ) ( )miimii XUCXWC ϕχ =

จากทฤษฎีบทอนุรักษพลังงาน

( ) ( )mimi XUXW =

ดังน้ัน เงื่อนไขที่ทํ าใหตนแบบและแบบจํ าลองมีความคลายกัน  คือ

( ) ( )ii CC χϕ = (5)

หากพิจารณาสมการที่ (4) โดยแยกพจนมาตราสวนของระยะ
เคลื่อนตัว ณ จุดที่แรงภายนอกกระทํ า ∆C  ออกจากพจน ( )iCχ  จะ
เขียน ( )iCχ  ไดใหมในรูปของ

( ) ( )ii CCC χχ ′= ∆ , 11 −= ni K  (6)

แทนสมการที่ (6) ลงในสมการที่ (5) จะไดตัวประกอบมาตราสวนของ
ระยะเคลื่อนตัวในตนแบบ p∆  และแบบจํ าลอง m∆  ณ จุดที่แรงภาย
นอกกระทํ าคือ

( )
( )i

i

m

p

C
C

C
χ
ϕ
′

=
∆

∆
≡∆

(7)

จากสมการที่ (7) จะเห็นวาตัวประกอบมาตราสวนมีคาคงที่ ณ จุดใด ๆ 
ในวัตถุ ดังน้ันตนแบบ และแบบจํ าลองจึงมีความคลายกันดานระยะ
เคลื่อนตัว อยางไรก็ดี ตัวประกอบมาตราสวนที่แสดงในสมการที่ (7) มี
ขอจํ ากัดตรงที่ใชกับวัตถุที่อยูภายใตภาระกระทํ าที่จุด (point load) หรือ
โมเมนตกระทํ าที่จุด (point moment) เพียงหน่ึงจุดไดเทานั้น การปรับ
ปรุงข้ันตอนเพื่อใหสามารถหาตัวประกอบมาตราสวนไดครอบคลุมยิ่ง
ข้ึนตองใชทฤษฎีบทพลังงานบทอื่น เชน ทฤษฎีบทงานเสมือน (virtual 
work theorem) หรือ ทฤษฎีบทของ Castigliano เปนตน

งานวิจัยน้ีเลือกใชทฤษฎีบทที่ 2 ของ Castigliano เพราะสามารถ
หาตัวประกอบมาตราสวนระยะเคลื่อนตัวไดโดยตรงและมีข้ันตอนการ
คํ านวณนอยกวาการใชทฤษฎีบทงานเสมือน ทฤษฎีบทที่ 2 ของ 
Castigliano กลาววา ระยะเคลื่อนตัวในทิศทางเดียวกันกับภาระ Q ณ 
จุดที่ภาระ Q กระทํ า (ในที่น้ี แทนดวยสัญลักษณ 

Q
∆ ) จะเทากับ



อนุพันธยอยอันดับที่หน่ึงของพลังงานความเครียด U เทียบกับภาระ Q
หรือเขียนในรูปสมการไดดังน้ี

Q
U

Q ∂
∂

=∆ (8)

ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนงที่ภาระ Qp  กระทํ าของตนแบบหาไดจาก
( )

p

pi

Qp Q
XU

p ∂

∂
=∆ (9)

จากสมการที่ (3) และกํ าหนดใหมาตราสวนของภาระ Q ของตนแบบ 
และของแบบจํ าลองสัมพันธกันตามสมการ

mQp QCQ = (10)

แทนสมการที่ (10) ลงในสมการที่ (9) จะได

( ) ( )
m

mi

Q

i
Qp Q

XU
C
C

p ∂
∂

=∆
ϕ

จัดรูปสมการเพื่อหามาตราสวนระยะเคลื่อนตัว จะได

( )
Q

i

Qm

Qp

C
CC

m

p ϕ
=

∆

∆
≡∆

(11)

3. ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับชิ้นสวนท่ีรับภาระแนวแกน
ในหัวขอน้ีจะประยุกตแนวคิดของการหาตัวประกอบมาตราสวน

ดวยทฤษฎีบทพลังงานกับโครงสรางที่ชิ้นสวนรับภาระแนวแกน โดย
พิจารณากรณีโครงสรางที่มีชิ้นสวนชิ้นเดียว โครงถักที่ถูกแรงภายนอก
กระทํ า 1 แรง และโครงถักที่ถูกแรงภายนอกกระทํ ามากกวาหนึ่งแรง
3.1  ชิ้นสวนเดี่ยวรับภาระแนวแกน

พลังงานความเครียดของชิ้นสวนรับภาระแนวแกนในรูปที่ 1 [5] 
คือ

dx
EA

NU
L

∫=
0

2

2

โดย N คือ แรงภายในชิ้นสวน
E คือ โมดูลัสของความยืดหยุน
A คือ พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน

สํ าหรับตนแบบจะเติมตัวหอย “p” กับตัวแปรทั้งหมด ดังน้ันพลัง
งานความเครียดของชิ้นสวนตนแบบ คือ

∫=
pL

p
pp

p
p dx

AE
N

U
0

2

2
(12)

N

L

N

A

N

L

N

A

รูปที่ 1 ชิ้นสวนรับภาระแนวแกน

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง ดังน้ี

mNp NCN = (13ก)

mAp ACA = (13ข)

mEp ECE = (13ค)

mLp LCL = (13ง)

แทนสมการที่ (13ก) – (13ข) ลงในสมการ (12) จะได

∫=
mLLC

p
mAmE

mN
p dx

ACEC
NCU

0

22

2

p

LC

mm

m

AE

N
p dx

AE
N

CC
CU

mL

∫=
0

22

ให mLp xCx =   ดังน้ัน mLp dxCdx =  จะได

∫=
mL

m
mm

m

AE

LN
p dx

AE
N

CC
CCU

0

22
(14)

เม่ือเทียบกับสมการที่ (3) แลวจะไดพจนของตัวประกอบมาตราสวน คือ

( )
AE

LN
i CC

CC
C

2

=ϕ (15)

ตอไป พิจารณางานของแรงภายนอกของชิ้นสวนตนแบบ

ppp PW ∆=
2
1

กํ าหนด
mPp PCP =

และ mp C ∆=∆ ∆

แทนลงในเงื่อนไข (5) จะได

mmPp CPCW ∆= ∆2
1

เม่ือเทียบกับสมการที่ (4) จะไดพจนของตัวประกอบมาตราสวน คือ

( ) ∆= CCC Piχ (16)

จากสมการที่ (5) ชิ้นสวนทั้งสองจะมีความคลายกันก็ตอเม่ือพจนตัว
ประกอบมาตราสวน (สมการที่ (15) และ (16)) เทากัน

AE

LN
P CC

CCCC
2

=∆

ดังน้ัน
AEP

LN

CCC
CCC
2

=∆
(17)

อยางไรก็ดี สํ าหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic material) แรง
ภายใน N จะแปรผันโดยตรงกับแรงภายนอก P ดังน้ัน PN CC =  จะ
ไดตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัว คือ

AE

LP

CC
CCC =∆

(18)



3.2  โครงถักรับแรงกระทํ าท่ีจุดจํ านวนหนึ่งแรง
พิจารณาโครงถักตนแบบที่มีจํ านวนชิ้นสวน n  ชิ้น แตละชิ้นมี

ขนาดหนาตัดสมํ่ าเสมอตลอดความยาวเทากับ pjA , nj K1=  ความ
ยาวของแตละชิ้น เทากับ pjL  และแตละชิ้นทํ าจากวัสดุที่มีคาโมดูลัส
ของความยืดหยุน เทากับ pjE  ดังน้ัน พลังงานความเครียดของโครง
ถักตนแบบ คือ

∑
=

=
n

j pjpj

pj
p AE

N
U

1

2

2
(19)

โดย  pjN  คือ แรงภายในของชิ้นสวนชิ้นที่ j ซ่ึงจะเปนฟงกชันของแรง
ภายนอก pP

กํ าหนดความสัมพันธระหวางตัวแปรของโครงถักตนแบบ และโครง
ถักจํ าลองดังน้ี

mjPpj NCN = (20ก)

mjEpj ECE = (20ข)

mjApj ACA = (20ค)

แทนสมการที่ (20ก) ถึง (20ค) ลงในสมการที่ (19) และจัดรูปจะไดพจน
ตัวประกอบมาตราสวน คือ

( )
AE

P
i CC

CC
2

=ϕ (21)

สํ าหรับการวิเคราะหงานของแรงภายนอกจะไดพจนของตัวประกอบ
มาตราสวน คือ

( ) ∆= CCC Piχ (22)

ดังน้ันจากสมการที่ (5), (21) และ (22) จะได

AE

LP

CC
CCC =∆

(23)

ซ่ึงแสดงวาตัวประกอบมาตราสวนของช้ินสวนที่รับภาระแนวแกนนั้นไม
ข้ึนกับลักษณะของโครงถักและลักษณะของรองรับ

3.3 โครงถักรับแรงกระทํ าท่ีจุดจํ านวนมากกวาหนึ่งแรง
ในกรณีน้ีแรงภายในของโครงสรางสามารถเขียนในรูปการซอนทับ

เชิงเสนของแรงภายนอกกระทํ าที่จุด ไดดังน้ี

∑
=

=
m

k
kkj PaN

1

(24)

โดย jN  คือ แรงภายในของชิ้นสวนโครงถัก ลํ าดับที่ j

kP คือ แรงภายนอก ลํ าดับที่ k

ka คือ สัมประสิทธิ์ที่ไมทราบคา
ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนง s ในทิศทางของแรง Ps  จะหาไดจาก

pjpj

pj
n

j s

pj
pjsp AE

L
P

N
N∑

= ∂

∂
=∆

1

(25)

แทนสมการ (24) ลงในสมการที่ (25) โดยเพิ่มตัวหอย “p” เพื่อเนนวา
เปนตัวแปรของตนแบบ จะได

∑ ∑
= = 



















=∆

n

j pjpj

pj
s

m

k
pkksp AE

L
aPa

1 1

(26)

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบและของแบบ
จํ าลอง ดังตอไปน้ี

mkPpk PCP = , mk K2,1= (27ก)

mjLpj LCL = , nj K2,1= (27ข)

mjEpj ECE = ,  nj K2,1= (27ค)

mjApj ACA = , nj K2,1= (27ง)

แทนสมการที่ (27ก) ถึง (27ง) ลงในสมการที่ (26) และจัดรูปเพื่อหา 
∆C จะได

.

AE

Lp

sm

sp

CC
CC

C =
∆

∆
≡∆

(28)

ผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นวาตัวประกอบมาตราสวนไมข้ึนกับจํ านวนของ
แรง และยังไมข้ึนกับตํ าแหนงของแรงที่ใชหาระยะเคลื่อนตัว กลาวคือ 
ตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัวทุกจุดในโครงสรางเทากัน

4. ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับชิ้นสวนท่ีรับโมเมนตดัด
ในหัวขอน้ีจะยกตัวอยางการหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะ

เคลื่อนตัวของคานแบบรองรับอยางงาย (simply supported beam) ซ่ึง
อยูภายใตภาระกระทํ าที่จุด Pj , mj K1=  และภาระกระจาย
สม่ํ าเสมอ (uniformly distributed load) rkwk K1, =  ดังแสดงในรูป
ที่ 2 จากรูป ระยะ xj , mj K1= คือตํ าแหนงของภาระกระทํ าที่จุดแต
ละแรง และระยะ kxd1  และ kxd2 , rk K1=  คือตํ าแหนงเร่ิมตน
และสิ้นสุดของภาระกระจายสมํ่ าเสมอ

แรงปฏิกิริยา ณ จุดรองรับ ในคานตนแบบ คือ

( )

( )
( )pApB

r

k
pB

pkpk
pkpkpk

m

j
pBpjpj

pA xx

x
xdxd

xdxdw

xxP

R
−
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+
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+−

=
∑

∑

=

=

1

1

2
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(29ก)
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P1 P2
… Pm
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x1
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w1 wr

xd11
xd21
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A B

P1 P2
… Pm

xm

x2

x1
xA

xB

w1 wr

xd11
xd21

xd1r
xd2r

รูปที่ 2 คานแบบรองรับอยางงายภายใตภาระกระทํ าที่จุด และภาระ



 กระจายสมํ่ าเสมอ

( )

( )

( )pBpA

r

k
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m

j
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x
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(29ข)

การกระจายของโมเมนตดัดในคานตนแบบ คือ

( )
( )

( )




−−
−





 −−
+−+

−+−=

∑∑
==

2
22

2
11

11

pkppkp

r

k

pkppkp
pk

m

j
pjppj

pBpBppApAppp

xdxxdx

xdxxdx
wxxP

xxRxxRxM
(30)

แทนสมการที่ (29ก) และ (29ข) ลงในสมการที่ (30) แลวหาอนุพันธ
เทียบกับภาระ P ลํ าดับที่ s หรือ sP จะได

( )
( )

( )
( )

psp

pBp
pApB

pAps
pAp

pApB

pBps

ps

p

xx

xx
xx
xx

xx
xx
xx

P
M

−+

−
−

−
−−

−

−
=

∂

∂
(31)

ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนง s ในทิศทางของแรง Pps จะหาไดจาก

p

L

ps

p

pp

p

sp dx
P
M

IE
Mp

∫ ∂

∂
=∆

0

(32)

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง ดังตอไปน้ี

mjPpj PCP = ,    mj K2,1= (33ก)

mkwpk wCw = , rk K2,1= (33ข)

mIp ICI = (33ค)

mEp ECE = (33ง)

mLp LCL = (33จ)

แทนสมการที่ (33ก) ถึง (33จ) ลงในสมการที่ (32) และจัดรูป จะได

sdistributem
IE

Lw
spom

IE

LP
sp CC

CC
CC
CC

,

4

int,

3

∆+∆=∆ (34)

โดย 
spom int,∆  และ 

sdistributem,∆  คือ ระยะเคลื่อนตัวของแบบจํ าลอง

ในทิศทางของแรง P ลํ าดับที่ s ณ จุดที่แรงกระทํ า เน่ืองจากภาระ
กระทํ าที่จุด และภาระกระจายสมํ่ าเสมอ ตามลํ าดับ

จากผลลัพธที่ไดพบวา มีประเด็นนาสนใจ 3 ประการดังน้ี
1) เม่ือคานตนแบบรับภาระกระทํ าที่จุด และภาระกระจายสมํ่ าเสมอ 

การกํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนใหกับตัวแปรของปญหายังคงทํ า
ไดโดยอิสระเชนเดิม แตวาในการทดลองวัดระยะเคลื่อนตัว (หรือ
ระยะแอนตัว) ของคานที่จํ าลองมา จะตองแยกทํ ากรณีภาระกระทํ า
เปนจุด เพื่อใหได 

spom int,∆  และกรณีภาระกระจายสมํ่ าเสมอ 

เพื่อใหได 
sdistributem,∆  เน่ืองจากตัวประกอบมาตราสวนของระยะ

เคลื่อนตัวภายใตภาระสองชนิดน้ีแตกตางกัน
2)  ถากํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนทั้งหมดใหมีคาเทากับ 1 แลว 

หรือกลาวอีกอยางหน่ึงคือใหแบบจํ าลองคานมีลักษณะเหมือนกับ
คานตนแบบ ทุกประการแลว เทอมทางขวามือของสมการที่ (34) 
แสดงถึงการซอนทับผลเฉลยระยะเคลื่อนตัวเน่ืองจากภาระแตละ
ชนิด

3) ตัวประกอบมาตราสวนที่ได ข้ึนกับเงื่อนไขขอบเขตเปลี่ยนไป
(boundary condition) หรือไม เราสามารถหาคํ าตอบไดโดยการ
วิเคราะหตอไปน้ี ถารองรับไมใชรองรับแบบงายแลวจะมีโมเมนต
ดัดเกิดที่คาน ณ ตํ าแหนงรองรับ โดยจะเปนฟงกชันของขนาดและ
ตํ าแหนงของภาระกระทํ าเปนจุด และ ขนาดและตํ าแหนงของภาระ
กระจายสมํ่ าเสมอ โมเมนตที่จุดรองรับน้ีจะเปนเทอมที่เพิ่มเขาไปใน
สมการที่ (30) ซ่ึงสามารถแยกออกเปน 2 กลุม คือ กลุมโมเมนตที่
จุดรองรับเน่ืองจากแรงกระทํ าเปนจุด และกลุ มเน่ืองจากแรง
กระจายสมํ่ าเสมอได ดังน้ันเม่ือดํ าเนินการตามขั้นตอนที่ผานมาจะ
ไดผลลัพธรูปเดียวกับสมการที่ (34) กลาวคือ ตัวประกอบมาตรา
สวนที่ไดน้ีไมข้ึนกับชนิดของรองรับ (หรือเงื่อนไขขอบเขต)

จากสมการที่ (34) ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับภาระกระทํ าเปน
จุด คือ

EI

LP

CC
CCC

3

=∆
 (35)

และสํ าหรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอ คือ

EI

Lw

CC
CCC

4

=∆
(36)

5. ตัวอยาง
ในหัวขอน้ีจะทวนสอบความถูกตองของตัวประกอบมาตราสวนที่

สรางข้ึนในหัวขอที่ 3 และ 4 ดวยตัวอยางลักษณะเดียวกัน ข้ันตอนการ
ทวนสอบ มีดังน้ี

1) คํ านวณขนาดของระยะเคลื่อนตัวในแบบจํ าลองจากผลเฉลย
แมนตรงของปญหา จะถือวาเปนผลการทดสอบแบบจํ าลอง

2) คูณระยะเคลื่อนตัวที่ไดในขอที่ 1) ดวยตัวประกอบมาตราสวน
ที่เหมาะสม

3) เปรียบเทียบผลการคํ านวณในขอ 2) กับผลการคํ านวณระยะ
เคลื่อนตัวของตนแบบจากผลเฉลยแมนตรง หากผลการ
คํ านวณตรงกันจะหมายความวาตัวประกอบมาตราสวนที่ไดมี
ความถูกตอง

5.1 ตัวอยางท่ี 1 : โครงถักรับภาระกระทํ าท่ีจุดจํ านวนสองภาระ
รูปที่ 3 แสดงโครงถักภายใตภาระกระทํ าที่จุด P และ Q โดยมิติ

ความยาวของชิ้นสวนแตละชิ้นแสดงอยูในรูป ผลเฉลยแมนตรงสํ าหรับ
ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ตามแนวแรง Q คือ

( ) ( )

BDBD

BD
BC

BCBC
AB

ABAB
D EA

QLL
EA

PQ
L

EA

PQ
+

+
+

+
=∆ 9

252
9
16

(37)
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PQ
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รูปที่ 3 โครงถักรับภาระกระทํ าที่จุดจํ านวนสองภาระ

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับแบบจํ าลองดังน้ี
2.0=== mDEmCDmAB LLL  เมตร, 3.0=mBDL  เมตร,

36.03.02.0 22 =+== mBEmBC LL  เมตร
====== mBEmBCmBDmDEmCDmAB EEEEEE 91070×

ปาสคาล
25=== mBEmBDmAB AAA  มม2

150=== mDEmCDmBC AAA  มม2

000,1=mP  นิวตัน, 500=mQ  นิวตัน

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับตนแบบดังน้ี
2=== pDEpCDpAB LLL  เมตร, 3=pBDL  เมตร,

61.332 22 =+== pBEpBC LL  เมตร

====== pBEpBCpBDpDEpCDpAB EEEEEE 910200×

ปาสคาล
150=== pBEpBDpAB AAA  มม2

900=== pDEpCDpBC AAA  มม2

000,10=pP  นิวตัน, 000,5=pQ  นิวตัน
1) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ของแบบจํ าลอง คือ 737.0 มม
2) ตัวประกอบมาตราสวนจากโจทยคือ

10=LC ,
70
200

=EC , 6=AC , 10=PC  ดังน้ัน

83.5

70
2006

1010
=

×

×
==∆

EA

LP

CC
CCC

3) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ของตนแบบจากผลเฉลยแมนตรง คือ    
4.30  มม  และที่ทํ  านายโดยตัวประกอบมาตราส วนคือ  

30.4737.083.5 =×  มม ดังน้ันตัวประกอบมาตราสวนในสม
การที่ (28) จึงถูกตอง

5.2 ตัวอยางท่ี 2 : คานย่ืนรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอบางสวน
รูปที่ 4 แสดงคานยื่น (cantilever beam) ความยาว L รับภาระ

กระจายสมํ่ าเสมอ w จากปลายยึดเปนระยะ a ผลเฉลยแมนตรงสํ าหรับ
ระยะเคลื่อนตัวแนวดิ่งที่จุด A  คือ
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�����
�����

�����
�����
�����

A

a

w

L

รูปที่ 4 คานยื่นรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอบางสวน
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43 waLwa
A

−=∆ (38)

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับแบบจํ าลองคานดังน้ี

1=mL  เมตร,  4.0=ma  เมตร,  91070×=mE  ปาสคาล 
51081.2 −×=mI  เมตร4 และ 000,5=mw  นิวตันตอเมตร

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับคานตนแบบดังน้ี

10=pL  เมตร,  4=pa  เมตร,  910200×=pE  ปาสคาล 
410375.3 −×=pI  เมตร4 และ 000,10=pw  นิวตันตอเมตร

1) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด A ของแบบจํ าลอง คือ 0244.0  มม
2) ตัวประกอบมาตราสวนจากโจทยคือ

10=LC ,
70
200

=EC , 12=IC , 2=wC  ดังน้ัน

3.583

70
20012
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3) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด A ของตนแบบที่คํ านวณจากผลเฉลยแมนตรง 
คือ 14.22 มม และที่ทํ านายโดยตัวประกอบมาตราสวนคือ 

22.140244.03.583 =×  มม โดยความแตกตางมาจากความ
ผิดพลาดเชิงตัวเลขเน่ืองจากการปดเศษ ดังน้ันตัวประกอบมาตรา
สวนในสมการที่ (36) จึงถูกตอง

6. สรุป
งานวิจัยไดนํ าเสนอขั้นตอนทั่วไปในการหาตัวประกอบมาตราสวน

ของระยะเคลื่อนตัวโดยใชทฤษฎีพลังงาน จากนั้นไดนํ าข้ันตอนไป
ประยุกตกับชิ้นสวน และโครงสรางที่รับภาระแนวแกน และภาระดัดตาม
ลํ าดับ สุดทายไดทวนสอบกับปญหาที่ทราบผลเฉลยแมนตรง ผลการ
วิเคราะหพบวา รูปแบบของตัวประกอบมาตราสวนข้ึนกับลักษณะของ
ภาระที่กระทํ ากับชิ้นสวน แตไมข้ึนกับเงื่อนไขขอบเขตของปญหา อยาง
ไรก็ดี เงื่อนไขขอบเขตของตนแบบ และแบบจํ าลองจะตองเหมือนกัน
เพื่อใหตัวประกอบมาตราสวนประยุกตใชได
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