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บทคัดยอ
งานวิจัยประยุกตทฤษฎีบทพลังงานเพื่อหาตวัประกอบมาตรา-

สวนของระยะเคลื่อนตัว (displacement scaling factor) ตัวประกอบนี้
ใชทํ านายระยะเคลื่อนตัวของโครงสรางตนแบบ (prototype) จากขอมูล
ระยะเคลื่อนตัวของโครงสรางจํ าลอง (model) ณ ตํ าแหนงที่สมนัย 
(correspond) กัน แนวคิดมูลฐานของวิธีน้ีคือ ถาโครงสรางสองชุดมี
ความคลาย (similarity) ดานระยะเคลื่อนตัวแลว อัตราสวนระยะเคลื่อน
ตัวของโครงสรางทั้งสองในทิศทางเดียวกัน ณ จุดใด ๆ ที่สมนัยกันจะมี
คาคงที่ ดวยเหตุน้ีจึงสามารถหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อน
ตัวไดจากการวิเคราะหจุดที่สมนัยกันเพียงจุดเดียว ทฤษฎีบทพลังงาน
ที่ประยุกตใชประกอบดวย 1) ทฤษฎีบทการอนุรักษพลังงาน และ 2) 
ทฤษฎีบทที่ 2 ของ Castigliano ตัวประกอบมาตราสวนที่ไดถูกนํ าไป
ตรวจสอบความถูกตองกับโครงสรางที่ทราบผลเฉลยแมนตรง คือ โครง
ถัก และคาน ผลการตรวจสอบแสดงใหเห็นวาตัวประกอบมาตรสวนที่
ไดมีความถูกตอง

Abstract
This research applied the energy theorems to derive a

displacement scaling factors. These factors can be used to
predict a displacement of a prototype from a known displacement
at a corresponding point of a model. The basic idea of this
method is that if two structures have similar displacement, then
the displacement ratio of a prototype and a model displacement,
in the same direction at any corresponding point, is invarient.
Therefore, determination of a scaling factor can be achieved from
any single corresponding point. Energy theorem used in this
research are:- 1) Conservation of energy theorem and 2)
Castigliano 2nd theorem. The approach was verified with a
problem having an exact solution, i.e. truss and beam.
Verification shown that the scaling factor obtained are correct.

1. บทนํ า
ในงานวิศวกรรมหลายแขนง เชน กลศาสตรของไหล [1], งานโครง

สรางดานวิศวกรรมโยธา [2] เปนตน การศึกษาพฤติกรรมของโครง
สรางจริงผานแบบจํ าลอง (model) เปนเทคนิคที่รูจักกันดี และยังคงมีใช
งานอยูถึงปจจุบันน้ี การศึกษาผานแบบจํ าลองเกิดข้ึนเพื่อลดความเสี่ยง 
ของการกอสรางโครงสรางจริงที่มีความซับซอนจากผลการคํ านวณเทา
น้ัน ทั้งน้ีเน่ืองจากสมการควบคุม (governing equation) ที่ใชออกแบบ 
อาจไมครอบคลุมปจจัยที่มีผลกระทบตอผลการออกแบบไดครบถวน 
นอกจากนี้ การศึกษาแบบจํ าลองชวยลดคาใชจายในการทดสอบกับชิ้น
งานหรือโครงสรางขนาดเทาของจริง อยางไรก็ดีการสรางแบบจํ าลองจํ า
เปนตองมีกฎเกณฑที่ รัดกุมเพื่อใหผลการทดลองจากแบบจํ าลอง
สามารถใชตีความสิ่งที่จะเกิดข้ึนกับโครงสรางจริงไดอยางแมนยํ า

องคประกอบสํ าคัญในการทํ านายผลที่จะเกิดกับโครงสรางจริงโดย
อาศัยขอมูลจากแบบจํ าลองนั้นก็คือ ตัวประกอบมาตราสวน (scaling 
factor) ตัวประกอบนี้เปนคาคงที่ที่แสดงอัตราสวนระหวางตัวแปรของ
โครงสรางจริง (ตอไปจะเรียกวา ตนแบบ (prototype)) และตัวแปรของ
แบบจํ าลองที่สมนัย (correspond) กัน ยกตัวอยางเชน ความยาวของ
ชิ้นสวนในตนแบบแทนดวย pL  และความยาวของชิ้นสวนในแบบ
จํ าลองแทนดวย mL  แลว เราอาจนิยามตัวประกอบมาตราสวนของตัว
แปรความยาว CL เปน mpL LLC ≡  หรือ pmL LLC ≡ ก็ได แต
สํ าหรับงานวิจัยน้ีจะใชนิยามแรก เพราะใหความรูสึกวาแบบจํ าลองมี
ขนาดเล็กกวาตนแบบ

Kline [3] จํ าแนกการหาตัวประกอบมาตราสวนออกเปน 3 วิธี วิธี
แรกใชการวิเคราะหมิติ (dimensional analysis) เพื่อสรางกลุมตัวแปร
ไรมิติ (dimensionless groups) ความคลายระหวางตนแบบและแบบ
จํ าลองเกิดข้ึนเม่ือกลุมตัวแปรไรมิติทั้งหมดของตนแบบและแบบจํ าลอง
มีคาเทากัน วิธีที่สอง วิธีความคลาย (method of similitude) ในวิธีน้ี
กลุมตัวแปรไรหนวยจะถูกสรางจากอัตราสวนของแรง (force ratio)
หรืออัตราสวนพลังงาน (energy ratio) ที่เกี่ยวของกับปญหา วิธีที่สาม 
คือ วิธีวิเคราะหสมการควบคุม (governing equation) ซ่ึงแบงยอยได
อีก 2 วิธี คือ การนอรมัลไลซสมการควบคุมเพื่อหากลุมตัวแปรไรหนวย 



และ การแทนตัวแปรของตนแบบในรูปของผลคูณระหวางตัวประกอบ
มาตราสวนที่สมนัยกับตัวแปรของแบบจํ าลองลงในสมการควบคุมแลว
บังคับใหสมการควบคุมของแบบจํ าลองเหมือนกับสมการควบคุมของ
ตนแบบเพื่อหากลุมตัวแปรไรหนวย

วิธีวิเคราะหมิติมีจุดออนตรงกลุมตัวแปรไรมิติที่ไดมีรูปแบบได
หลากหลายและกลุมตัวแปรไรมิติก็ไมไดแสดงความหมายทางกายภาพ
ออกมาชัดเจนดวยตัวเอง สํ าหรับวิธีที่สองน้ันมีขอไดเปรียบตรงที่อัตรา
สวนของแรง (หรือพลังงาน) ที่เกี่ยวของกับปญหาน้ันตางมีความหมาย
ทางกายภาพอยูแลวทํ าใหกลุมตัวแปรไรมิติที่ไดจากการนํ าแรงตางชนิด
กันมาหาอัตราสวนกันน้ันจะมีความหมายทางกายภาพติดอยู อยางไรก็
ดีถาปญหามีแรง (หรือพลังงาน) ที่เกี่ยวของอยูเปนจํ านวนมากจํ านวน
กลุมตัวแปรไรมิติที่เปนไปไดก็จะเพ่ิมข้ึนทํ าใหยังมีความหลากหลาย
ของผลลัพธที่นํ าไปใชงาน วิธีที่สามซึ่งสมการควบคุมน้ันใหกลุมตัวแปร
ไรมิติที่แนนอนกวาสองวิธีแรกอยางมาก

งานวิจัยน้ีนํ าเสนอวิธีหาตัวประกอบมาตราสวนอีกวิธีหน่ึงโดยไม
ใชสมการควบคุม และการประยุกตกับโครงสรางชนิดโครงถัก (truss)
และ คาน (beam) ที่รับภาระชนิดตาง ๆ

2. ทฤษฎี
หัวขอน้ีแสดงขั้นตอนการหากฎมาตราสวน (scaling law) หรือ

เรียกอีกอยางหน่ึงวา เงื่อนไขที่ทํ าใหตนแบบและแบบจํ าลองมีความ
คลายกันในดานระยะเคลื่อนตัว (deformation similarity) โดยกฎมาตรา
สวนน้ีจะใชหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัวของตนแบบ
และแบบจํ าลองตอไป

เม่ือวัตถุที่เสียรูปได (deformable body) ถูกแรงภายนอกกระทํ า 
วัตถุจะมีพลังงานความเครียด (strain energy) U เกิดข้ึนภายในกอน
วัตถุ โดยพลังงานนี้สามารถเขียนในรูปของตัวแปรทางเรขาคณิต และ
ตวัแปรทางกายภาพของวัตถุ iX ไดดังน้ี

( )iXUU = , ni K2,1= (1)

หากพิจารณาตนแบบและแบบจํ าลองซึ่งตัวแปรของระบบทั้งสอง
สัมพันธกันตามสมการ

miipi XCX = , ni K2,1= (2)

โดย piX  คือ ตัวแปรของตนแบบ

miX  คือ ตัวแปรของแบบจํ าลอง
  iC  คือ มาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง (คาคงตัว)
แทนสมการที่ (2) ลงในสมการที่ (1) จะได พลังงานความเครียดของตน
แบบคือ

( )pip XUU =

หากสมการมีมิติเปนเน้ือเดียวกัน (dimensional homogeneity) แลว [4]

( ) ( ) ( )miipi XUCXU ϕ= (3)

โดย ( )iCϕ  คือ พจนที่ประกอบดวยคาคงตัวมาตราสวน

หากพิจารณาสมการที่ (3) จะเห็นวาพลังงานความเครียดของตน
แบบและแบบจํ าลองจะเทากันก็ตอเม่ือ ( ) 1=iCϕ  อยางไรก็ดี การที่
ระบบทั้งสองมีพลังงานความเครียดเทากันน้ันยังไมเพียงพอที่จะสรุปวา
ระบบทั้งสองมีความคลายกัน

จากทฤษฎีบทการอนุรักษพลังงาน (conservation of energy
theorem) [5] เราทราบวา หากไมคิดการสูญเสียพลังงานเนื่องจาก
ความรอนและปฏิกิริยาเคมีแลว งานของแรงภายนอก W จะเทากับพลัง
งานความเครียดที่สะสมอยูในเน้ือวัตถุ U
งานของแรงภายนอกที่กระทํ าตอวัตถุตนแบบ คือ

( )pip XWW =

หากสมการมีมิติเปนเน้ือเดียวกันแลว

( ) ( ) ( )miipi XWCXW χ= (4)

แทนสมการที่ (4) ลงในสมการที่ (3) จะได

( ) ( ) ( ) ( )miimii XUCXWC ϕχ =

จากทฤษฎีบทอนุรักษพลังงาน

( ) ( )mimi XUXW =

ดังน้ัน เงื่อนไขที่ทํ าใหตนแบบและแบบจํ าลองมีความคลายกัน  คือ

( ) ( )ii CC χϕ = (5)

หากพิจารณาสมการที่ (4) โดยแยกพจนมาตราสวนของระยะ
เคลื่อนตัว ณ จุดที่แรงภายนอกกระทํ า ∆C  ออกจากพจน ( )iCχ  จะ
เขียน ( )iCχ  ไดใหมในรูปของ

( ) ( )ii CCC χχ ′= ∆ , 11 −= ni K  (6)

แทนสมการที่ (6) ลงในสมการที่ (5) จะไดตัวประกอบมาตราสวนของ
ระยะเคลื่อนตัวในตนแบบ p∆  และแบบจํ าลอง m∆  ณ จุดที่แรงภาย
นอกกระทํ าคือ

( )
( )i

i

m

p

C
C

C
χ
ϕ
′

=
∆

∆
≡∆

(7)

จากสมการที่ (7) จะเห็นวาตัวประกอบมาตราสวนมีคาคงที่ ณ จุดใด ๆ 
ในวัตถุ ดังน้ันตนแบบ และแบบจํ าลองจึงมีความคลายกันดานระยะ
เคลื่อนตัว อยางไรก็ดี ตัวประกอบมาตราสวนที่แสดงในสมการที่ (7) มี
ขอจํ ากัดตรงที่ใชกับวัตถุที่อยูภายใตภาระกระทํ าที่จุด (point load) หรือ
โมเมนตกระทํ าที่จุด (point moment) เพียงหน่ึงจุดไดเทานั้น การปรับ
ปรุงข้ันตอนเพื่อใหสามารถหาตัวประกอบมาตราสวนไดครอบคลุมยิ่ง
ข้ึนตองใชทฤษฎีบทพลังงานบทอื่น เชน ทฤษฎีบทงานเสมือน (virtual 
work theorem) หรือ ทฤษฎีบทของ Castigliano เปนตน

งานวิจัยน้ีเลือกใชทฤษฎีบทที่ 2 ของ Castigliano เพราะสามารถ
หาตัวประกอบมาตราสวนระยะเคลื่อนตัวไดโดยตรงและมีข้ันตอนการ
คํ านวณนอยกวาการใชทฤษฎีบทงานเสมือน ทฤษฎีบทที่ 2 ของ 
Castigliano กลาววา ระยะเคลื่อนตัวในทิศทางเดียวกันกับภาระ Q ณ 
จุดที่ภาระ Q กระทํ า (ในที่น้ี แทนดวยสัญลักษณ 

Q
∆ ) จะเทากับ



อนุพันธยอยอันดับที่หน่ึงของพลังงานความเครียด U เทียบกับภาระ Q
หรือเขียนในรูปสมการไดดังน้ี

Q
U

Q ∂
∂

=∆ (8)

ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนงที่ภาระ Qp  กระทํ าของตนแบบหาไดจาก
( )

p

pi

Qp Q
XU

p ∂

∂
=∆ (9)

จากสมการที่ (3) และกํ าหนดใหมาตราสวนของภาระ Q ของตนแบบ 
และของแบบจํ าลองสัมพันธกันตามสมการ

mQp QCQ = (10)

แทนสมการที่ (10) ลงในสมการที่ (9) จะได

( ) ( )
m

mi

Q

i
Qp Q

XU
C
C

p ∂
∂

=∆
ϕ

จัดรูปสมการเพื่อหามาตราสวนระยะเคลื่อนตัว จะได

( )
Q

i

Qm

Qp

C
CC

m

p ϕ
=

∆

∆
≡∆

(11)

3. ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับชิ้นสวนท่ีรับภาระแนวแกน
ในหัวขอน้ีจะประยุกตแนวคิดของการหาตัวประกอบมาตราสวน

ดวยทฤษฎีบทพลังงานกับโครงสรางที่ชิ้นสวนรับภาระแนวแกน โดย
พิจารณากรณีโครงสรางที่มีชิ้นสวนชิ้นเดียว โครงถักที่ถูกแรงภายนอก
กระทํ า 1 แรง และโครงถักที่ถูกแรงภายนอกกระทํ ามากกวาหนึ่งแรง
3.1  ชิ้นสวนเดี่ยวรับภาระแนวแกน

พลังงานความเครียดของชิ้นสวนรับภาระแนวแกนในรูปที่ 1 [5] 
คือ

dx
EA

NU
L

∫=
0

2

2

โดย N คือ แรงภายในชิ้นสวน
E คือ โมดูลัสของความยืดหยุน
A คือ พื้นที่หนาตัดของชิ้นสวน

สํ าหรับตนแบบจะเติมตัวหอย “p” กับตัวแปรทั้งหมด ดังน้ันพลัง
งานความเครียดของชิ้นสวนตนแบบ คือ

∫=
pL

p
pp

p
p dx

AE
N

U
0

2

2
(12)

N

L

N

A

N

L

N

A

รูปที่ 1 ชิ้นสวนรับภาระแนวแกน

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง ดังน้ี

mNp NCN = (13ก)

mAp ACA = (13ข)

mEp ECE = (13ค)

mLp LCL = (13ง)

แทนสมการที่ (13ก) – (13ข) ลงในสมการ (12) จะได

∫=
mLLC

p
mAmE

mN
p dx

ACEC
NCU

0

22

2

p

LC

mm

m

AE

N
p dx

AE
N

CC
CU

mL

∫=
0

22

ให mLp xCx =   ดังน้ัน mLp dxCdx =  จะได

∫=
mL

m
mm

m

AE

LN
p dx

AE
N

CC
CCU

0

22
(14)

เม่ือเทียบกับสมการที่ (3) แลวจะไดพจนของตัวประกอบมาตราสวน คือ

( )
AE

LN
i CC

CC
C

2

=ϕ (15)

ตอไป พิจารณางานของแรงภายนอกของชิ้นสวนตนแบบ

ppp PW ∆=
2
1

กํ าหนด
mPp PCP =

และ mp C ∆=∆ ∆

แทนลงในเงื่อนไข (5) จะได

mmPp CPCW ∆= ∆2
1

เม่ือเทียบกับสมการที่ (4) จะไดพจนของตัวประกอบมาตราสวน คือ

( ) ∆= CCC Piχ (16)

จากสมการที่ (5) ชิ้นสวนทั้งสองจะมีความคลายกันก็ตอเม่ือพจนตัว
ประกอบมาตราสวน (สมการที่ (15) และ (16)) เทากัน

AE

LN
P CC

CCCC
2

=∆

ดังน้ัน
AEP

LN

CCC
CCC
2

=∆
(17)

อยางไรก็ดี สํ าหรับวัสดุยืดหยุนเชิงเสน (linear elastic material) แรง
ภายใน N จะแปรผันโดยตรงกับแรงภายนอก P ดังน้ัน PN CC =  จะ
ไดตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัว คือ

AE

LP

CC
CCC =∆

(18)



3.2  โครงถักรับแรงกระทํ าท่ีจุดจํ านวนหนึ่งแรง
พิจารณาโครงถักตนแบบที่มีจํ านวนชิ้นสวน n  ชิ้น แตละชิ้นมี

ขนาดหนาตัดสมํ่ าเสมอตลอดความยาวเทากับ pjA , nj K1=  ความ
ยาวของแตละชิ้น เทากับ pjL  และแตละชิ้นทํ าจากวัสดุที่มีคาโมดูลัส
ของความยืดหยุน เทากับ pjE  ดังน้ัน พลังงานความเครียดของโครง
ถักตนแบบ คือ

∑
=

=
n

j pjpj

pj
p AE

N
U

1

2

2
(19)

โดย  pjN  คือ แรงภายในของชิ้นสวนชิ้นที่ j ซ่ึงจะเปนฟงกชันของแรง
ภายนอก pP

กํ าหนดความสัมพันธระหวางตัวแปรของโครงถักตนแบบ และโครง
ถักจํ าลองดังน้ี

mjPpj NCN = (20ก)

mjEpj ECE = (20ข)

mjApj ACA = (20ค)

แทนสมการที่ (20ก) ถึง (20ค) ลงในสมการที่ (19) และจัดรูปจะไดพจน
ตัวประกอบมาตราสวน คือ

( )
AE

P
i CC

CC
2

=ϕ (21)

สํ าหรับการวิเคราะหงานของแรงภายนอกจะไดพจนของตัวประกอบ
มาตราสวน คือ

( ) ∆= CCC Piχ (22)

ดังน้ันจากสมการที่ (5), (21) และ (22) จะได

AE

LP

CC
CCC =∆

(23)

ซ่ึงแสดงวาตัวประกอบมาตราสวนของช้ินสวนที่รับภาระแนวแกนนั้นไม
ข้ึนกับลักษณะของโครงถักและลักษณะของรองรับ

3.3 โครงถักรับแรงกระทํ าท่ีจุดจํ านวนมากกวาหนึ่งแรง
ในกรณีน้ีแรงภายในของโครงสรางสามารถเขียนในรูปการซอนทับ

เชิงเสนของแรงภายนอกกระทํ าที่จุด ไดดังน้ี

∑
=

=
m

k
kkj PaN

1

(24)

โดย jN  คือ แรงภายในของชิ้นสวนโครงถัก ลํ าดับที่ j

kP คือ แรงภายนอก ลํ าดับที่ k

ka คือ สัมประสิทธิ์ที่ไมทราบคา
ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนง s ในทิศทางของแรง Ps  จะหาไดจาก

pjpj

pj
n

j s

pj
pjsp AE

L
P

N
N∑

= ∂

∂
=∆

1

(25)

แทนสมการ (24) ลงในสมการที่ (25) โดยเพิ่มตัวหอย “p” เพื่อเนนวา
เปนตัวแปรของตนแบบ จะได

∑ ∑
= = 



















=∆

n

j pjpj

pj
s

m

k
pkksp AE

L
aPa

1 1

(26)

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบและของแบบ
จํ าลอง ดังตอไปน้ี

mkPpk PCP = , mk K2,1= (27ก)

mjLpj LCL = , nj K2,1= (27ข)

mjEpj ECE = ,  nj K2,1= (27ค)

mjApj ACA = , nj K2,1= (27ง)

แทนสมการที่ (27ก) ถึง (27ง) ลงในสมการที่ (26) และจัดรูปเพื่อหา 
∆C จะได

.

AE

Lp

sm

sp

CC
CC

C =
∆

∆
≡∆

(28)

ผลลัพธที่ไดแสดงใหเห็นวาตัวประกอบมาตราสวนไมข้ึนกับจํ านวนของ
แรง และยังไมข้ึนกับตํ าแหนงของแรงที่ใชหาระยะเคลื่อนตัว กลาวคือ 
ตัวประกอบมาตราสวนของระยะเคลื่อนตัวทุกจุดในโครงสรางเทากัน

4. ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับชิ้นสวนท่ีรับโมเมนตดัด
ในหัวขอน้ีจะยกตัวอยางการหาตัวประกอบมาตราสวนของระยะ

เคลื่อนตัวของคานแบบรองรับอยางงาย (simply supported beam) ซ่ึง
อยูภายใตภาระกระทํ าที่จุด Pj , mj K1=  และภาระกระจาย
สม่ํ าเสมอ (uniformly distributed load) rkwk K1, =  ดังแสดงในรูป
ที่ 2 จากรูป ระยะ xj , mj K1= คือตํ าแหนงของภาระกระทํ าที่จุดแต
ละแรง และระยะ kxd1  และ kxd2 , rk K1=  คือตํ าแหนงเร่ิมตน
และสิ้นสุดของภาระกระจายสมํ่ าเสมอ

แรงปฏิกิริยา ณ จุดรองรับ ในคานตนแบบ คือ

( )

( )
( )pApB

r

k
pB

pkpk
pkpkpk

m

j
pBpjpj

pA xx

x
xdxd

xdxdw

xxP

R
−





























−

+
−

+−

=
∑

∑

=

=

1

1

2
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(29ก)
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รูปที่ 2 คานแบบรองรับอยางงายภายใตภาระกระทํ าที่จุด และภาระ



 กระจายสมํ่ าเสมอ

( )

( )

( )pBpA

r

k
pB

pkpk
pkpkpk

m

j
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x
xdxd
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(29ข)

การกระจายของโมเมนตดัดในคานตนแบบ คือ

( )
( )

( )




−−
−





 −−
+−+

−+−=

∑∑
==

2
22

2
11

11

pkppkp

r

k

pkppkp
pk

m

j
pjppj

pBpBppApAppp

xdxxdx

xdxxdx
wxxP

xxRxxRxM
(30)

แทนสมการที่ (29ก) และ (29ข) ลงในสมการที่ (30) แลวหาอนุพันธ
เทียบกับภาระ P ลํ าดับที่ s หรือ sP จะได

( )
( )

( )
( )

psp

pBp
pApB

pAps
pAp

pApB

pBps

ps

p

xx

xx
xx
xx

xx
xx
xx

P
M

−+

−
−

−
−−

−

−
=

∂

∂
(31)

ระยะเคลื่อนตัว ณ ตํ าแหนง s ในทิศทางของแรง Pps จะหาไดจาก

p

L

ps

p

pp

p

sp dx
P
M

IE
Mp

∫ ∂

∂
=∆

0

(32)

กํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนระหวางตัวแปรของตนแบบ และแบบ
จํ าลอง ดังตอไปน้ี

mjPpj PCP = ,    mj K2,1= (33ก)

mkwpk wCw = , rk K2,1= (33ข)

mIp ICI = (33ค)

mEp ECE = (33ง)

mLp LCL = (33จ)

แทนสมการที่ (33ก) ถึง (33จ) ลงในสมการที่ (32) และจัดรูป จะได

sdistributem
IE

Lw
spom

IE

LP
sp CC

CC
CC
CC

,

4

int,

3

∆+∆=∆ (34)

โดย 
spom int,∆  และ 

sdistributem,∆  คือ ระยะเคลื่อนตัวของแบบจํ าลอง

ในทิศทางของแรง P ลํ าดับที่ s ณ จุดที่แรงกระทํ า เน่ืองจากภาระ
กระทํ าที่จุด และภาระกระจายสมํ่ าเสมอ ตามลํ าดับ

จากผลลัพธที่ไดพบวา มีประเด็นนาสนใจ 3 ประการดังน้ี
1) เม่ือคานตนแบบรับภาระกระทํ าที่จุด และภาระกระจายสมํ่ าเสมอ 

การกํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนใหกับตัวแปรของปญหายังคงทํ า
ไดโดยอิสระเชนเดิม แตวาในการทดลองวัดระยะเคลื่อนตัว (หรือ
ระยะแอนตัว) ของคานที่จํ าลองมา จะตองแยกทํ ากรณีภาระกระทํ า
เปนจุด เพื่อใหได 

spom int,∆  และกรณีภาระกระจายสมํ่ าเสมอ 

เพื่อใหได 
sdistributem,∆  เน่ืองจากตัวประกอบมาตราสวนของระยะ

เคลื่อนตัวภายใตภาระสองชนิดน้ีแตกตางกัน
2)  ถากํ าหนดตัวประกอบมาตราสวนทั้งหมดใหมีคาเทากับ 1 แลว 

หรือกลาวอีกอยางหน่ึงคือใหแบบจํ าลองคานมีลักษณะเหมือนกับ
คานตนแบบ ทุกประการแลว เทอมทางขวามือของสมการที่ (34) 
แสดงถึงการซอนทับผลเฉลยระยะเคลื่อนตัวเน่ืองจากภาระแตละ
ชนิด

3) ตัวประกอบมาตราสวนที่ได ข้ึนกับเงื่อนไขขอบเขตเปลี่ยนไป
(boundary condition) หรือไม เราสามารถหาคํ าตอบไดโดยการ
วิเคราะหตอไปน้ี ถารองรับไมใชรองรับแบบงายแลวจะมีโมเมนต
ดัดเกิดที่คาน ณ ตํ าแหนงรองรับ โดยจะเปนฟงกชันของขนาดและ
ตํ าแหนงของภาระกระทํ าเปนจุด และ ขนาดและตํ าแหนงของภาระ
กระจายสมํ่ าเสมอ โมเมนตที่จุดรองรับน้ีจะเปนเทอมที่เพิ่มเขาไปใน
สมการที่ (30) ซ่ึงสามารถแยกออกเปน 2 กลุม คือ กลุมโมเมนตที่
จุดรองรับเน่ืองจากแรงกระทํ าเปนจุด และกลุ มเน่ืองจากแรง
กระจายสมํ่ าเสมอได ดังน้ันเม่ือดํ าเนินการตามขั้นตอนที่ผานมาจะ
ไดผลลัพธรูปเดียวกับสมการที่ (34) กลาวคือ ตัวประกอบมาตรา
สวนที่ไดน้ีไมข้ึนกับชนิดของรองรับ (หรือเงื่อนไขขอบเขต)

จากสมการที่ (34) ตัวประกอบมาตราสวนสํ าหรับภาระกระทํ าเปน
จุด คือ

EI

LP

CC
CCC

3

=∆
 (35)

และสํ าหรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอ คือ

EI

Lw

CC
CCC

4

=∆
(36)

5. ตัวอยาง
ในหัวขอน้ีจะทวนสอบความถูกตองของตัวประกอบมาตราสวนที่

สรางข้ึนในหัวขอที่ 3 และ 4 ดวยตัวอยางลักษณะเดียวกัน ข้ันตอนการ
ทวนสอบ มีดังน้ี

1) คํ านวณขนาดของระยะเคลื่อนตัวในแบบจํ าลองจากผลเฉลย
แมนตรงของปญหา จะถือวาเปนผลการทดสอบแบบจํ าลอง

2) คูณระยะเคลื่อนตัวที่ไดในขอที่ 1) ดวยตัวประกอบมาตราสวน
ที่เหมาะสม

3) เปรียบเทียบผลการคํ านวณในขอ 2) กับผลการคํ านวณระยะ
เคลื่อนตัวของตนแบบจากผลเฉลยแมนตรง หากผลการ
คํ านวณตรงกันจะหมายความวาตัวประกอบมาตราสวนที่ไดมี
ความถูกตอง

5.1 ตัวอยางท่ี 1 : โครงถักรับภาระกระทํ าท่ีจุดจํ านวนสองภาระ
รูปที่ 3 แสดงโครงถักภายใตภาระกระทํ าที่จุด P และ Q โดยมิติ

ความยาวของชิ้นสวนแตละชิ้นแสดงอยูในรูป ผลเฉลยแมนตรงสํ าหรับ
ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ตามแนวแรง Q คือ

( ) ( )

BDBD

BD
BC

BCBC
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ABAB
D EA

QLL
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PQ
L
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PQ
+

+
+

+
=∆ 9
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รูปที่ 3 โครงถักรับภาระกระทํ าที่จุดจํ านวนสองภาระ

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับแบบจํ าลองดังน้ี
2.0=== mDEmCDmAB LLL  เมตร, 3.0=mBDL  เมตร,

36.03.02.0 22 =+== mBEmBC LL  เมตร
====== mBEmBCmBDmDEmCDmAB EEEEEE 91070×

ปาสคาล
25=== mBEmBDmAB AAA  มม2

150=== mDEmCDmBC AAA  มม2

000,1=mP  นิวตัน, 500=mQ  นิวตัน

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับตนแบบดังน้ี
2=== pDEpCDpAB LLL  เมตร, 3=pBDL  เมตร,

61.332 22 =+== pBEpBC LL  เมตร

====== pBEpBCpBDpDEpCDpAB EEEEEE 910200×

ปาสคาล
150=== pBEpBDpAB AAA  มม2

900=== pDEpCDpBC AAA  มม2

000,10=pP  นิวตัน, 000,5=pQ  นิวตัน
1) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ของแบบจํ าลอง คือ 737.0 มม
2) ตัวประกอบมาตราสวนจากโจทยคือ

10=LC ,
70
200

=EC , 6=AC , 10=PC  ดังน้ัน

83.5

70
2006

1010
=

×

×
==∆

EA

LP

CC
CCC

3) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด D ของตนแบบจากผลเฉลยแมนตรง คือ    
4.30  มม  และที่ทํ  านายโดยตัวประกอบมาตราส วนคือ  

30.4737.083.5 =×  มม ดังน้ันตัวประกอบมาตราสวนในสม
การที่ (28) จึงถูกตอง

5.2 ตัวอยางท่ี 2 : คานย่ืนรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอบางสวน
รูปที่ 4 แสดงคานยื่น (cantilever beam) ความยาว L รับภาระ

กระจายสมํ่ าเสมอ w จากปลายยึดเปนระยะ a ผลเฉลยแมนตรงสํ าหรับ
ระยะเคลื่อนตัวแนวดิ่งที่จุด A  คือ

�����
�����
�����

�����
�����
�����

A

a

w

L

รูปที่ 4 คานยื่นรับภาระกระจายสมํ่ าเสมอบางสวน
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43 waLwa
A

−=∆ (38)

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับแบบจํ าลองคานดังน้ี

1=mL  เมตร,  4.0=ma  เมตร,  91070×=mE  ปาสคาล 
51081.2 −×=mI  เมตร4 และ 000,5=mw  นิวตันตอเมตร

กํ าหนดคาตัวแปรสํ าหรับคานตนแบบดังน้ี

10=pL  เมตร,  4=pa  เมตร,  910200×=pE  ปาสคาล 
410375.3 −×=pI  เมตร4 และ 000,10=pw  นิวตันตอเมตร

1) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด A ของแบบจํ าลอง คือ 0244.0  มม
2) ตัวประกอบมาตราสวนจากโจทยคือ

10=LC ,
70
200

=EC , 12=IC , 2=wC  ดังน้ัน

3.583

70
20012
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×
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3) ระยะเคลื่อนตัวที่จุด A ของตนแบบที่คํ านวณจากผลเฉลยแมนตรง 
คือ 14.22 มม และที่ทํ านายโดยตัวประกอบมาตราสวนคือ 

22.140244.03.583 =×  มม โดยความแตกตางมาจากความ
ผิดพลาดเชิงตัวเลขเน่ืองจากการปดเศษ ดังน้ันตัวประกอบมาตรา
สวนในสมการที่ (36) จึงถูกตอง

6. สรุป
งานวิจัยไดนํ าเสนอขั้นตอนทั่วไปในการหาตัวประกอบมาตราสวน

ของระยะเคลื่อนตัวโดยใชทฤษฎีพลังงาน จากนั้นไดนํ าข้ันตอนไป
ประยุกตกับชิ้นสวน และโครงสรางที่รับภาระแนวแกน และภาระดัดตาม
ลํ าดับ สุดทายไดทวนสอบกับปญหาที่ทราบผลเฉลยแมนตรง ผลการ
วิเคราะหพบวา รูปแบบของตัวประกอบมาตราสวนข้ึนกับลักษณะของ
ภาระที่กระทํ ากับชิ้นสวน แตไมข้ึนกับเงื่อนไขขอบเขตของปญหา อยาง
ไรก็ดี เงื่อนไขขอบเขตของตนแบบ และแบบจํ าลองจะตองเหมือนกัน
เพื่อใหตัวประกอบมาตราสวนประยุกตใชได
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