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บทคัดยอ 

ปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอยที่สุด  
ของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน(The minimum time problem of 
linear dynamic optimization)   มีวิธีการพิจารณาไดหลายวิธีในการที่  
ชวยอํานวยความสะดวก ใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขโดยตรงไดสะดวกขึ้น ซ่ึงข้ึนอยูกับคุณลักษณะของปญหา ในเร่ือง
การใชเวลานอยที่สุด (Minimum Time Problem) น้ันดวย แนวคิดหน่ึง
ก็คือการพิจารณา ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมีความเหมือนกับ
ปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ( Maximum 
energy  with free final time problem)   ในเอกสารฉบับน้ีจะไดอธิบาย
ถึงรายละเอียดความเหมือนกันระหวางปญหาทั้งสอง   คือปญหา
พลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย และปญหาเวลาที่นอยที่สุด
สําหรับระบบที่ไมเปนเชิงเสน  แตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงาน
สูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายมีขอดีกวาหลายประการ ดังเชน  
ลักษณะการเปนสวิตชิงฟงกชันของคําตอบ,สภาวะที่เพียงพอ เปนตน  
และในทายที่สุด       ก็ไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสอง
ปญหาวิธีตรง(โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข)และวิธีออม(ใชหลักการของ
พรอนทิยากินและแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน) เพื่อทําใหเกิดความชัดเจน
มากยิ่งข้ึนในการเปรียบเทียบระหวางปญหาที่ทําการวิเคราะหทังสอง
ปญหา   

Abstract 
In this paper, the minimum time problem of nonlinear dynamic 
optimization has been considered in the different way in order to 
facilitate a direct numerical scheme.  According to the character 
of the minimum time problem, it seems to be the same meaning 
as a maximum energy with free final time problem.  This paper 
describes the details on the similarity between these two types of 
the problems for nonlinear dynamic systems.  However, by 
considering a maximum energy with free final time problem, a 
number of advantages are discussed such as switching function, 
transversality condition.  Towards the end, the compared results 
from these two types of problems are revealed for both direct and 
indirect numerical schemes. 
 
บทนํา 

ปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดทางพลศาสตรของการ
เคลื่อนที่(Dynamic Optimization) การที่ใชเวลาที่นอยที่สุดเพื่อใหเกิด
ประสิทธิภาพสูงสุด  ดังเชน    การแขงขันของนักกรีฑาคนหนึ่งในการ
แขงขันวิ่งระยะ 100 เมตร     มีความตองการใหการวิ่งใชเวลานอยที่สุด
เพื่อใหถึงเสนชัยกอนคูแขงขัน  ในทางกลับกัน นักกรีฑาคนน้ีจะตองใช
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พลังงานของตัวเองใหมากที่สุด     เพื่อถึงเสนชัยกอนคูแขงขัน เชนกัน 
หรือการใชหุนยนตในกระบวนการผลิตของโรงงงานอุตสาหกรรม   ซ่ึง
ในระบบอุตสาหกรรมนั้นมีใชระบบหุนยนตกันอยางแพรหลาย
จุดประสงคที่ใชระบบหุนยนตก็คือ การทํางานที่ซํ้าๆกันและมีสามารถ
ในการปรับสภาพการทํางานให เข ากับสถานการณต า งๆ  ใน
กระบวนการผลิตในแตละข้ันตอนการผลิต  หุนยนตแตละตัวในระบบ
การผลิตจะตองมีการเคลื่อนที่ซํ้ากัน   ในหลายๆรอบการทํางาน  และ
ถาพิจารณา ถึงคาตัวแปรที่ เกี่ยวของกับการเคลื่อนที่ เชน มวล ,  
ระยะทาง จะมีผลตอพลังงานที่ใชในแตละรอบการทํางาน  ถานําคา
พลังงานที่ใชในแตละรอบการทํางานตอวัน คูณกับพลังงานที่ใชในแตละ
รอบการทํางานจะไดคาที่สูงมาก    ดังน้ันถามีการพิจารณาคาตัวแปร
เหลาน้ีใหไดความเหมาะสมสูงสุด เพื่อใชพลังงานไดอยางคุมคามาก
ที่สุดก็จะสามารถใชพลังงานไดอยางคุมคามากที่สุด  ที่ผานมาไดมีการ
นําเสนอหลักการในเรื่อง แนวทางใหมของปญหาความเหมาะสมสูงสุดที่
เปนเชิงเสนในรูปแบบที่เปน แบง-แบง คอนโทล ในสวนที่เปนความ
เหมือนกันของหลักการการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย
[10] แตผูวิจัยมีความคิดวาปญหาทางพลศาสตรสวนใหญเปนแบบไม
เชิงเสน(Nonlinear) จึงเห็นวานาที่จะนําแนวทางจากหลักการขางตนมา
เปนแนวทางในการวิจัยในหัวขอน้ีตอไปจากแนวทางที่ไดกลาวมาแลว
ในข้ันตน      ถาหากไดมีการพิจารณาปญหาการใชเวลานอยที่สุด 
(Minimum Time)     แปลงใหอยูในรูปหลักการพลังงานสูงสุด  
(Maximum Energy)   ก็จะเปนการงายที่ตอการที่ จะนําเสนอตอ
สาธารณชนทั่วไปไดดีและชัดเจนเปนรูปธรรมกวา โดยเฉพาะปญหา
การเคลื่อนที่   ที่เปนแบบไมเชิงเสน ( Nonlinear Motion ) น้ันมีความ
นาสนใจและเกี่ยวของโดยตรงจึงเลือกนํามาเปนแนวทางศึกษา  เพื่อ
พิสูจนใหเห็นจริงระหวางหลักการเวลานอยที่สุดกับหลักการพลังงาน
สูงสุดทั้งวิธีโดยตรงและวิธีออม 
 

1. ทฤษฎีท่ีเกี่ยวของ 
1.1 ขอกําหนดของปญหา (Problem Statement) 

ระบบพลศาสตรการเคลื่อนที่แบบไมเชิงเสนสามารถอธิบายแสดง
โดยใชสมการเชิงอนุพันธ ดังน้ี 

,)();,,( 00 xtxtuxfx ==&                (1)                                                                          

เม่ือ mn RuRx ∈∈ ,  เปนเวกเตอรสถานะและเวกเตอรควบคุม
(States and control vectors)ตามลําดับ 0x คือเวกเตอรแสดงเงื่อนไข

สถานะที่เร่ิมตน 0t ,คือ เวลาเริ่มตน )(tF เปนสเกลลารแมตริกซ

ขนาด nn× และ )(tg คือสเกลลารแมตริกซขนาด mn ×   โดยที่
ขอกําหนดของปญหา (statement of problem )    คือการคํานวณหา 
ตัวควบคุมปอนเขา(control Input ), )(tu  และ ตัวแปรสถานะ( state 
variable), )(tx    ดังน้ัน ดัชนีสมรรถนะที่นอยที่สุด (Minimum 
performance index) คือ 
 

ftJ = หรือ ∫=
ft

t
dtJ

0

1                                        (2)                                                              

โดยที่ ft  คือเวลาสุดทายที่นอยที่สุด และสอดคลองกับขอบเขตของตัว

แปรควบคุม ( control variable) คือ 
 
 ,)( UL UtuU ≤≤                                              (3)                      

เม่ือ 
 ff xtx =)(                                                      (4)  

                                                                                                  
สมการ 1-4 เปนสมการสําหรับการแกปญหาหาคาเวลาที่นอยที่ที่สุด
โดยตรงของขอกําหนดของปญหา (Problem statement)  เรียกวา หลัก
วิธีโดยตรง(Direct scheme)  คําตอบที่พอจะยอมรับไดสําหรับตัวแปร
แสดงสถานะ (State variable) และตัวควบคุม(Control input) ก็คือการ
เลือกวิธีการนั้น  จํานวนที่แนนอนของสัมประสิทธตัวแปรที่ยังไมทราบ
คา จะนําไปสูสถานะบังคับทั้งหมด (Constraints stated )ในปญหาจน
ไดผลคําตอบที่เปนที่นาพอใจ [1][5]  วิธีทางโดยตรงจะแปลงปญหาการ
ควบคุมที่เหมาะสมที่สุดไปเปน ปญหาสแตติกพารามิเตอร ออปติไมเซ
ชัน  วิธีการทําก็คือในการทําการแปลงพารามิเตอรของปญหาความ
เหมาะสมสูงสุดคือ การแกปญหาโดยใชประโยชนที่หลากหลายจากวิธี
ของเทคนิคทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขน้ัน ประกอบไปดวยวิธี การถวง
นํ้าหนัก (weighted residual methods) [1] และ การโปรแกรมแบบไม
เปนเชิงเสน[5]   วิธีการโดยตรงสัมพันธกับการเลือกการเดาคาเริ่มตน 
และความเที่ยงตรงของผลเฉลย  ขอดีประการหน่ึงที่สําคัญมากที่สุดของ
วิธีโดยตรงก็คือ คําตอบหรือผลเฉลยที่ไดน้ันสามารถหามาไดจากการ
เดาคาเร่ิมตนที่ไมใกลเคียงหรือหางไกลกับคําตอบมากๆได   อยางไรก็
ตามขอดอยของวิธีโดยตรงก็คือ ความแมนยําของผลเฉลยของการ
ประมาณคาจะไมดีเม่ือเปรียบเทียบกับคําตอบที่ไดจากวิธีโดยออม ใน
ดานอื่นๆ  วิธีการโดยทางออมจะประกอบดวย เงื่อนไขที่จําเปนอันดับ
หน่ึงในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาความเหมาะสมสูงสุด ทําใหเกิด
วิธีการ โดยทั่วๆ ไปจะมีความซับซอนมากข้ึน  เงื่อนไขที่จําเปนเกิดจาก
เทคนิคเชน หลักการแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (calculus of variations ) 
หรือ หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s principle)  เงื่อนไขที่
จําเปนเหลานี้อยูในเทอมสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต ขอดี
ของวิธีการโดยออมคือคุณสมบัติบางประการของ ออฟติมอล ทราเจ็ค
ทรอรี(Optimal trajectory) ที่มีความชัดเจน อยางไรก็ตามขอเสียคือการ
ทําใหเกิดของ แอดดิชันนอล วาริเอเบิล (additional variables ) เชน 
ลากรานจ มัลติไพเออร ในเอกสารงานวิจัยน้ีหลักการของพรอนทริยา
กิน( Pontryagin’s principle) เปนทฤษฎีที่รูจักกันอยางแพรหลายที่ใช
สําหรับวิธีการโดยออมที่นํามาพิจารณาตอไป 
 
2.2  หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s Principle) 

ใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s theory) ([2], [3]) 
สมการที่1-4 สมการสภาวะที่จําเปนคือสมการที่ 1 ส่ิงที่ทราบเชนสมการ
สถานะ (state equations) 
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0=
ftH ,                                             (6) 

และ 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈
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⎠
⎞⎜

⎝
⎛ tuxH

Utu
tuxH ,*,,*

)(
min,*,*,* λλ .    (7)                  

เม่ือ H  (Hamiltonian) กําหนดใหเปน 
 

( ) ),,()(1)(),(),( tuxftttutxH Tλλ +=             (8)  
                             
nRt ∈)(λ  คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multipliers)   สภาวะที่

จําเปนเหลาน้ีคือการหาไดจากสภาวะที่ จําเปนสําหรับวิธีโดยออม 
สมการที่ 7 เปนที่รูจักกันดีในเร่ืองของสภาวะการณที่เหมาะสม ซ่ึง
ปญหาของโครงสรางที่เปนแบบสวิตชิ่ง  ( switching structure )      
สามารถที่จะหาคาได 
 
2.3  รายละเอียดของรายงานวิจัย  (Paper overview)  

ตอนที่ 3  : พิจารณาเกี่ยวกับเร่ืองแนวทางใหมบนหลักการ
พลังงานสูงสุดกับการไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (A New Approach on 
Maximum Energy with Free Final Time) 

ตอนที่ 4 :  ตัวอยางการแกปญหาการใชพลังงานมากที่สุดโดยวิธี
ตรง(Direct method)และนํามาวิจารณ 

ตอนที่  5  : ตัวอยางการแกปญหาการใชพลังงานมากที่สุดโดยวิธี
ออมที่เงื่อนไขจําเปน(Indirect method)และนํามาวิจารณผล 

ตอนที่  6 : สรุปผลถึงขอดีขอดอยและสิ่งที่จะตองทําตอไป 
 
3. แนวทางใหมบนหลักการพลังงานสูงสุดกับการไมคํานึงถึงเวลา
สุดทาย A New Approach on Maximum Energy with Free Final 
Time) 

ตามสมการที่ 1-4 ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดสามารถพิจารณา
ในแนวทางที่ตางไปจากเดิมดังเชน การพิจารณาเปนการใชพลังงาน
สูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ตัวอยางเชนนักวิ่งระยะ 100 เมตรจะ
พยายามที่จะวิ่งใหถึงเสนชัยในเวลาที่นอยที่สุด ในทางกลับกันนักวิ่งคน
น้ีก็จะมีการใชพลังงานที่มากที่สุดเพื่อวัตถุประสงคเดียวกันคือใหถึงเสน
ชัย  ในที่น้ีการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทายจะถูกนํามา
พิจารณาอีกครั้ง  ประเภทของปญหาระบบพลศาสตรเชิงเสนสวนใหญ
สามารถอธิบายโดยการใชสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงดังน้ี 
 

,0)0();,,( xtxtuxfx ==&                            (9) 
                               

 เม่ือ nRx∈ , mRu ∈ คือ     เวคเตอรสถานะและเวคเตอรควบคุม  
( the state vectors and control     vectors), 0x  คือเวคเตอรสถานะ
ที่สภาวะเงื่อนไขเร่ิมตน( initial state condition vector), 0t  คือเวลา

เร่ิมตน ( initial time), )(tF  คือ )( nn× แมตริกซ และ )(tg  คือ 
)( mn× ,แมตริกซ ขอกําหนดของปญหา (Problem Statement) คือ

การหาคา )(tu  คือตัวควบคุมปอนเขา(control input) และ )(tx  คือตัว

แปรสถานะ( state variable ) ดังน้ัน ดัชนีสมรรถนะต่ําสุด(minimize 
the performance index)  คือ 

                                                          

dt
ft

t

m

i
iuJ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∑
=

−=
0 1

2 ;                             (10)

     

ft น้ันคือเวลาสุดทายที่ทําใหเกิดคาที่นอยที่สุดที่ทําใหเกิดตัวแปร
ควบคุมที่การเกี่ยวของ( Control variable) 
 

UL UtuU ≤≤ )( ,                                           (11)                      
เม่ือ 

ff xtx =)( .                                                  (12) 

                                 
ในความตองการที่ใหเกิดความมั่นใจที่มากข้ึนเกี่ยวกับความเหมือนกัน
หรือเปนส่ิงเดียวกันระหวางคาเวลาที่นอยที่สุดและพลังงานมากที่สุดที่
ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ทฤษฎีอยางงายตองเปนทฤษฎีที่พิสูจนไดทั้ง
วิธีโดยตรงและวิธีโดยทางออม 
 
3.1 วิธีโดยตรง (Direct Approaches) 

ดังเชนสถานะในตอนที่ 1 วิธีตรงไมมีการพิสูจนปญหาของ
งานวิจัยน้ี  

3.2 วิธีออม (Indirect Approaches) 
โดยการประยุกตใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s 

theory) ([2], [3]) ในสมการที่ (9-12) จากสภาวะที่จําเปนคือสมการที่ 
(9), คือ สมการสถานะ (state equations) 
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x
H
⎟
⎠
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∂
∂

−=λ& ,                                              (13)                       

            0=
ftH ,                                                        (14)                       

และ 
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min,*,*,* λλ .      (15)      

 
เม่ือแฮมมิลตันเนียน ,H (Hamiltonian) กําหนดเปน 
 

 ( ) ),,()()(),(),(
1

2 tuxftuttutxH Tm

i
i λλ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∑−=
=

.         (16)     

 
ในทางปฏิบัติ สมการ (5) และ(13) เปนเหมือนกันซ่ึงอนุพันธยอยของ
ฟงกชันแฮมมิลตันเนียนของปญหา 2 ปญหา กับการเกี่ยวของกันกับ 
x ทําใหไดผลออกมาเหมือนกันในภายหลัง สวนที่คงอยูของสภาวะที่
จําเปน( Necessary conditions) ที่ซ่ึงก็คือสมการที่ 6,7 และสมการที่ 
14, 15  ที่มีความหมายเหมือนกับกันโดยการพิสูจนมาแลวในตอนที่ 
2,3 และ 5 
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4.ปญหาพลังงานสูงสุดท่ีไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (Direct 
Approaches on Maximum Energy with Free Final time 
Problems) 

จะประกอบไปดวยปญหาที่ไมเปนเชิงเสน ดังเชนที่จะนําเสนอ 
ปญหาระบบพลศาสตรของแขนกลเดี่ยว(The one-armes manipulator) 
อยางงาย, ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  ( The polar 
manipulator problem) และ ปญหาหุนยนตแบบ 2 ช้ินตอโยง (The 
planar two-link manipulator Problem)  ซ่ึงที่จะใชเปนตัวอยางใน
งานวิจัยน้ี  
         
4.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว  ( The one-armed manipulator 
with coulomb friction problem) 

พิจารณาระบบพลศาสตรของหุนยนตแขนกลเดี่ยว มีกอนมวล 
m  ความยาวของแขนกล l  ดังรูปที่ 1. กําหนดใหu เปนสวนที่เปน
สวนปอนเขา (Actuator input) ที่ฐานและมีตัวปองกันความฝดตาม
สัดสวนของแรงคูควบในแนวรัศมี xR อยูดวยกัน ตอจากนั้นเราจะ
สมมติใหคากระแสตานแรงเสียดทานเปน fC และมีขนาดเปน 

xRfC με= เม่ือ xR คือ สวนประกอบของแรงปฏิกิริยา ในแนว

รัศมีที่จุดรองรับ O , μ  คือ สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางปลอก
และแกนดุมหมุน c คือรัศมีของดุมหมุน  ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มี
สมการการเคลื่อนที่เปน 
 

aM

mgLmg

LmmL

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

+

)cos()sin(
2

23
1

11

2
11

2

θμεθ

θμεθ &&&

  (17) 

 
เม่ือ L คือความยาวของชิ้นตอโยง, m  คือมวลของชิ้นตอโยงกับจุด

ศูนยกลางมวลที่เปนระยะทาง 
2
L  จากฐานของลูกตุม, g คือ คาคงที่ความ

โนมถวงของโลก และ aM คือตัวขับเคลื่อน  ใหวัตถุประสงคเปนไปใน

การควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของเงื่อนไขเร่ิมตนบน 1θ  และ 1θ&  

ที่เวลาเร่ิมตน 0t  โดยที่ระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด 

(Minimum a cost) คือ 

   ∫=
ft

t
dtaMJ

0

2)(      (18) 

 วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 5050 ≤≤− aM  ใน
ระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจําลองในหนวยเปนระบบ 
MKS คื อ  ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL แ ล ะ  01.0=ε   
ระบบที่เปนสมการอนุพันธอันดับสองสามารถนํามาเขียนในรูปแบบ
ปริภูมิสเตท คือ 
 

  21 θθ =&                                                     (19) 
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    (20)         

แทนคาพารามิเตอร ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL  
และ 01.0=ε  
 

 ( )
aM+

+−
−=

)cos()088.0(sin)7.14(
)0045.0(
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  (21) 

 

 
รูปที่ 1 หุนยนตแขนกลเดี่ยว(One armed manipulator ) 

 
4.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  ( The polar manipulator 
problem) 

พิจารณาระบบพลสาสตรของหุนยนตแขนกลแบบโพลารสวนที่
เปนสวนปอนเขา (Input) ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มีสมการการ
เคลื่อนที่คือ 

 

12221
2
22211

2
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1221111

2)(

)cos()cos(

θθ

θθ
&&&& ccmcmIImc

gcmgcmu

gg +++++

+=
       (22) 

 
2

12222122 )sin( θθ &&& cmcmgmu +−−=                    (23)   
                                                               
 เม่ือ )(1 tu  และ )(2 tu คือ ตัวปอนเขา (Actuator input) ที่มีความ

สําพันธเกี่ยวเน่ืองกับตัวแปร )(1 tθ และ )(2 tc ตามลําดับ   สมการที่ 
17 สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (state-space) ไดดังน้ี  
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      (24) 

เม่ือ 

32 cc =&                                              

2
22

22)1sin(3 m
ucgc −+−= θθ&                            (25) 
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ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของ

เงื่อนไขเร่ิมตนของ 1θ , 1θ& , 2c และ 2c&  ที่เวลาเริ่มตน 0t  โดยที่ระบุ 

จุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด(Minimum a cost)  คือ  

                                  

     ∫ +=
ft

t
dtuuJ

0
)2

2
2
1(      (26)  

 
วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงือ่นไขบังคับ 50150 ≤≤− u และ 

50250 ≤≤− u  ในระหวางการเคลื่อนที่  คาพารามิเตอรที่ใชในแบบ
จํา ลองในหนวยเปนระบบ MKS.ดังน้ี

4.3 ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link 
manipulator Problem) 

จากรูป   พิจารณาแขนกล 2 มิติที่เรียกวา หุนยนต 2 ช้ินตอ
โยงแบบหมุน(Two link revolute  robot)  ในการนี้จะทําการพิจารณาวา
แขนกลไมมีโมเมนตความเฉื่อย ระบบมี 2 องศาอิสระและมีสมการ
เคลื่อนที่คือ 
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,0.121,8.9,31,0.12,1,0.1 ====== gIgIgcmmL

เงื่อนไขขอบเขต ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
 

,0)0(,0)0(,0)0(,0)0( 2211 ==== cc &&θθ    (27) 
 
 

 
 

รูปที่ 2 หุนยนตแขนกลแบบโพลาร(Polar manipulator) 
 

คาพารามิเตอร 
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ลงในสมการที่ 17.และสมการ 18 จะไดวา 
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สมการที่ 19 สามารถเขียนใหอยูในรูปปริภูมิสเตท และกําหนดแอดดิชัน
นอล วาริเอเบิล 2 ตัวแปร คือ 

 

  31 qq =&                                                       (32) 

42 qq =&                                                  (33) 
                                                                    

ใหวัตถุประสงคของปญหาการควบคุมความเหมาะสมสูงสุดกําหนด
บังคับ ระบบจากเซตของเงื่อนไขเร่ิมตน บน 2,1,1 qqq &  และ 2q& ที่ 

เวลาเริ่มตน 0t โดยที่ระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด  

 

(Minimum ) ∫ +=
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dtuuJ
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1(                      (34) 

 
วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 1001100 ≤≤− u  
และ 1002100 ≤≤− u  ในระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรที่ใช
ในแบบจําลองในหนวยเปน ระบบ MKS. 
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,0.1,0.1,0.1,1,6.1,3.1 212121

=
======

g
llllmm cc  

แทนคาพารามิเตอรในสมการการเคลื่อนที่(สมการที่ 27และ28) 
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 เงื่อนไขขอบเขต ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
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 รูปที่    3   แสดง แขนกล 2 ช้ินตอโยง (The planar two – link 
manipulator)   
 
5.   แนวทางโดยออมของปญหาการใชพลังงานสูงสุดโดยไม
คํานึงถึงเวลาสุดทาย  (Indirect  Approaches on Maximum 
Energy with Free Final time Problems) 

ในตอนนี้ คือการนําตัวอยางในตอนที่ 3 มาพิจารณาใหมโดยวิธี
ออม การเปรียบเทียบระหวางปญหาการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึง
เวลาสุดทายและการใชเวลาที่นอยที่สุด ดังน้ี. 
 
5.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว  ( The one-armed manipulator 
with coulomb friction problem) 

เงื่อนไขจําเปนจากวิธีการแบบเกา(Necessary Conditions from 
Classical Method)ปญหาจากตอนที่ 3.1นํามาพิจารณาอีกครั้งกับการ
แกปญหาโดยวิธีออม ใชแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะได
วา  
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ดังน้ันเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาน้ีคือ 
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และ คาแฮมมิลตันเนียนต่ําสุด(minimize the Hamiltonian)เกี่ยวของ

กับ 2θ& จะไดวา 
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เม่ิอ 2λ  เรียกวา สวิตชิ่งฟงกชัน( Switch function)สมการ 

[ ] 022211 ==++ fttθλθλ &  มีช่ือเรียกอีกอยางหน่ึงวา ทราน

เวอสสาริตี้ คอนดิชัน (Transversality  condition)เงื่อนไขที่จําเปนของ
การใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงเวลาสุดทาย(Necessary Conditions 
from a Maximum Energy with Free Final Time)ใชสูตรสมการแฮม
มิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 16 เราจะไดวา 
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ดังน้ัน เงื่อนไขที่จําเปนของปญหาน้ีคือ 
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และ คาแฮมมิลตันเนียนต่ําสุด(minimize the Hamiltonian)เกี่ยวของกับ 
u  จะไดวา 
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5.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร    ( The polar manipulator 
problem ) 

ก็เหมือนกับระบบแขนกลที่พิจารณาแลวในตอนที่ 3.2 ปญหานี้
จะมีการนํามาพิจารณาอีกในหลักการแบบโดยออมเงื่อนไขจําเปนจาก
วิธีแบบเดิม (Necessary Conditions from Classical Method)ปญหา
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จากตอนที่ 3.1 คือการนํามาพิจารณาอีกครั้งกับเทคนิควิธีทางโดยออม 
ใชหลักการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะไดวา 
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ดังน้ันเงื่อนไขที่จําเปนของปญหาน้ี คือสมการที่ 20 และ  
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และแฮมมิลตันเนียนคานอยที่สุดที่เกี่ยวของกับ ,1u  เราจะไดวา 
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ปริมาณ 3λ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตชิ่ง ฟงกชัน 
(Switching function) สมการ ( ) ( )[ ] 01 1221 =++ = fttθλθλ &   ยังมีช่ือ

เรียกวาเงื่อนไขทรานเวอซาลิตี้ห รือทรานเวอซาลิตี้ คอนดิ ชัน( 
Transversality condition) ไดอีกดวยเงื่อนไขที่จําเปนจากการใช
พลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (Necessary Conditions 
from a Maximum Energy with Free Final Time)ใชสมการแฮมมิลตัน
เนียนกําหนดลงในสมการที่ 16 เราจะไดวา     
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ดังน้ัน เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาน้ีก็คือ 
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และคาแฮมมิลตันที่นอยที่สุดที่เกี่ยวของกับ 2,1u  
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ปริมาณ 3λ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตชิ่ง ฟงกชัน 
(Switching function) สมการ ( ) ( )[ ] 01 1221 =++ = fttθλθλ &   ยังมีช่ือ

เ รียกวา เงื่ อนไขทรานเวอซาลิตี้ห รือทรานเวอซาลิตี้ คอนดิ ชัน
(Transversality condition) ไดอีกดวย  
 
5.3  ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link 
manipulator Problem) 

ก็เหมือนกับระบบแขนที่พิจารณาแลวในตอนที่ 3.2 ปญหานี้จะมี
การนํามาพิจารณาอีกในหลักการแบบโดยออมเงื่อนไขจําเปนจากวิธี
แบบเดิม (Necessary Conditions from Classical Method)ปญหาจาก
ตอนที่ 3.1 คือการนํามาพิจารณาอีกครั้งกับเทคนิควิธีทางโดยออม ใช
หลักการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะไดวา 
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แทนคา 4,3 qq && ลงในสมการ 65 
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และแฮมมิลตันเนียนคานอยที่สุดที่jสอดคลองกับ ,1u กําหนดเปน 
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 6. สรุปผล 

ความเหมือนกันระหวางปญหาการใชเวลาที่นอยที่ สุดและ
ปญหาการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย  เปรียบเทียบ
ระหวางการแบงยอยทั้งหลักวิธีโดยตรงและวิธีออม จะเห็นไดวาวิธี
โดยตรง การเปรียบเทียบทําไดโดยการพิจารณาดูผลทายสุด ทั้งสอง
ตัวอยางคือการเลือกเปนปญหาหลักของงานวิจัยน้ีและแสดงผลจากการ
พิจารณาดูการใชพลังงานสูงสุด โดยไมคํานึงถึงเวลาทายสุดมีความ
แนนอนมากกวาโดยเฉพาะผลเฉลยปอนเขา (Input solutiuons) ตอมา  
เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาทั้งสองที่ซ่ึงไดมาจากเทคนิควิธีโดยตรง 
แสดงปญหาทั้งสองมีเงื่อนไขที่จําเปนที่เหมือนกัน 
                                                                
เอกสารอางอิง(References) 
[1]   Agrawal, S.K., Veeraklaew, T., Fabien, B.C., 1998, “Direct   

and Indirect Optimization of Linear Time-Invariant Dynamic 
Systems Using Transformations,” Optimal Control    
Applications and Methods, Vol. 19, pp.393-410. 

[2]  Bryson Jr., A.E., and Ho, Y.C., 1975, Applied Optimal Control, 
Hemisphere Publishing Corporation, New York. 

[3]   Kirk, D.E., 1970, Optimal Control Theory: An Introduction, 
Prentice Hall Electrical Engineering Series, Englewood Cliffs, 
New Jersey. 

[4]   Spong, M.W., Vidyasagar M., 1986, Robot Dynamics and   
Control, John Wiley and Sons. 

[5]   Veeraklaew, T., 2001, “Extensions of Optimization Theory 
and New Computational Approaches for Higher-Order 
Dynamic Systems,” Ph.D. Dissertation, University of 
Delaware, Newark, Delaware. 

 
                                                                                                                                                                         

DRC023


