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บทคัดยอ 

ปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดของการใชเวลานอยที่สุด  
ของการเคลื่อนที่เปนแบบเชิงเสน(The minimum time problem of 
linear dynamic optimization)   มีวิธีการพิจารณาไดหลายวิธีในการที่  
ชวยอํานวยความสะดวก ใหการวิเคราะหตามหลักการระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลขโดยตรงไดสะดวกขึ้น ซ่ึงข้ึนอยูกับคุณลักษณะของปญหา ในเร่ือง
การใชเวลานอยที่สุด (Minimum Time Problem) น้ันดวย แนวคิดหน่ึง
ก็คือการพิจารณา ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดมีความเหมือนกับ
ปญหาการใชพลังงานสูงที่สุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ( Maximum 
energy  with free final time problem)   ในเอกสารฉบับน้ีจะไดอธิบาย
ถึงรายละเอียดความเหมือนกันระหวางปญหาทั้งสอง   คือปญหา
พลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย และปญหาเวลาที่นอยที่สุด
สําหรับระบบที่ไมเปนเชิงเสน  แตการพิจารณาโดยวิธีการใชพลังงาน
สูงสุดที่ไมคํานึงถึงเวลาสุดทายมีขอดีกวาหลายประการ ดังเชน  
ลักษณะการเปนสวิตชิงฟงกชันของคําตอบ,สภาวะที่เพียงพอ เปนตน  
และในทายที่สุด       ก็ไดมีการเปรียบเทียบผลการทดลองของทั้งสอง
ปญหาวิธีตรง(โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข)และวิธีออม(ใชหลักการของ
พรอนทิยากินและแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน) เพื่อทําใหเกิดความชัดเจน
มากยิ่งข้ึนในการเปรียบเทียบระหวางปญหาที่ทําการวิเคราะหทังสอง
ปญหา   

Abstract 
In this paper, the minimum time problem of nonlinear dynamic 
optimization has been considered in the different way in order to 
facilitate a direct numerical scheme.  According to the character 
of the minimum time problem, it seems to be the same meaning 
as a maximum energy with free final time problem.  This paper 
describes the details on the similarity between these two types of 
the problems for nonlinear dynamic systems.  However, by 
considering a maximum energy with free final time problem, a 
number of advantages are discussed such as switching function, 
transversality condition.  Towards the end, the compared results 
from these two types of problems are revealed for both direct and 
indirect numerical schemes. 
 
บทนํา 

ปญหาเรื่องความเหมาะสมสูงสุดทางพลศาสตรของการ
เคลื่อนที่(Dynamic Optimization) การที่ใชเวลาที่นอยที่สุดเพื่อใหเกิด
ประสิทธิภาพสูงสุด  ดังเชน    การแขงขันของนักกรีฑาคนหนึ่งในการ
แขงขันวิ่งระยะ 100 เมตร     มีความตองการใหการวิ่งใชเวลานอยที่สุด
เพื่อใหถึงเสนชัยกอนคูแขงขัน  ในทางกลับกัน นักกรีฑาคนน้ีจะตองใช
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พลังงานของตัวเองใหมากที่สุด     เพื่อถึงเสนชัยกอนคูแขงขัน เชนกัน 
หรือการใชหุนยนตในกระบวนการผลิตของโรงงงานอุตสาหกรรม   ซ่ึง
ในระบบอุตสาหกรรมนั้นมีใชระบบหุนยนตกันอยางแพรหลาย
จุดประสงคที่ใชระบบหุนยนตก็คือ การทํางานที่ซํ้าๆกันและมีสามารถ
ในการปรับสภาพการทํางานให เข ากับสถานการณต า งๆ  ใน
กระบวนการผลิตในแตละข้ันตอนการผลิต  หุนยนตแตละตัวในระบบ
การผลิตจะตองมีการเคลื่อนที่ซํ้ากัน   ในหลายๆรอบการทํางาน  และ
ถาพิจารณา ถึงคาตัวแปรที่ เกี่ยวของกับการเคลื่อนที่ เชน มวล ,  
ระยะทาง จะมีผลตอพลังงานที่ใชในแตละรอบการทํางาน  ถานําคา
พลังงานที่ใชในแตละรอบการทํางานตอวัน คูณกับพลังงานที่ใชในแตละ
รอบการทํางานจะไดคาที่สูงมาก    ดังน้ันถามีการพิจารณาคาตัวแปร
เหลาน้ีใหไดความเหมาะสมสูงสุด เพื่อใชพลังงานไดอยางคุมคามาก
ที่สุดก็จะสามารถใชพลังงานไดอยางคุมคามากที่สุด  ที่ผานมาไดมีการ
นําเสนอหลักการในเรื่อง แนวทางใหมของปญหาความเหมาะสมสูงสุดที่
เปนเชิงเสนในรูปแบบที่เปน แบง-แบง คอนโทล ในสวนที่เปนความ
เหมือนกันของหลักการการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย
[10] แตผูวิจัยมีความคิดวาปญหาทางพลศาสตรสวนใหญเปนแบบไม
เชิงเสน(Nonlinear) จึงเห็นวานาที่จะนําแนวทางจากหลักการขางตนมา
เปนแนวทางในการวิจัยในหัวขอน้ีตอไปจากแนวทางที่ไดกลาวมาแลว
ในข้ันตน      ถาหากไดมีการพิจารณาปญหาการใชเวลานอยที่สุด 
(Minimum Time)     แปลงใหอยูในรูปหลักการพลังงานสูงสุด  
(Maximum Energy)   ก็จะเปนการงายที่ตอการที่ จะนําเสนอตอ
สาธารณชนทั่วไปไดดีและชัดเจนเปนรูปธรรมกวา โดยเฉพาะปญหา
การเคลื่อนที่   ที่เปนแบบไมเชิงเสน ( Nonlinear Motion ) น้ันมีความ
นาสนใจและเกี่ยวของโดยตรงจึงเลือกนํามาเปนแนวทางศึกษา  เพื่อ
พิสูจนใหเห็นจริงระหวางหลักการเวลานอยที่สุดกับหลักการพลังงาน
สูงสุดทั้งวิธีโดยตรงและวิธีออม 
 

1. ทฤษฎีท่ีเกี่ยวของ 
1.1 ขอกําหนดของปญหา (Problem Statement) 

ระบบพลศาสตรการเคลื่อนที่แบบไมเชิงเสนสามารถอธิบายแสดง
โดยใชสมการเชิงอนุพันธ ดังน้ี 

,)();,,( 00 xtxtuxfx ==&                (1)                                                                          

เม่ือ mn RuRx ∈∈ ,  เปนเวกเตอรสถานะและเวกเตอรควบคุม
(States and control vectors)ตามลําดับ 0x คือเวกเตอรแสดงเงื่อนไข

สถานะที่เร่ิมตน 0t ,คือ เวลาเริ่มตน )(tF เปนสเกลลารแมตริกซ

ขนาด nn× และ )(tg คือสเกลลารแมตริกซขนาด mn ×   โดยที่
ขอกําหนดของปญหา (statement of problem )    คือการคํานวณหา 
ตัวควบคุมปอนเขา(control Input ), )(tu  และ ตัวแปรสถานะ( state 
variable), )(tx    ดังน้ัน ดัชนีสมรรถนะที่นอยที่สุด (Minimum 
performance index) คือ 
 

ftJ = หรือ ∫=
ft

t
dtJ

0

1                                        (2)                                                              

โดยที่ ft  คือเวลาสุดทายที่นอยที่สุด และสอดคลองกับขอบเขตของตัว

แปรควบคุม ( control variable) คือ 
 
 ,)( UL UtuU ≤≤                                              (3)                      

เม่ือ 
 ff xtx =)(                                                      (4)  

                                                                                                  
สมการ 1-4 เปนสมการสําหรับการแกปญหาหาคาเวลาที่นอยที่ที่สุด
โดยตรงของขอกําหนดของปญหา (Problem statement)  เรียกวา หลัก
วิธีโดยตรง(Direct scheme)  คําตอบที่พอจะยอมรับไดสําหรับตัวแปร
แสดงสถานะ (State variable) และตัวควบคุม(Control input) ก็คือการ
เลือกวิธีการนั้น  จํานวนที่แนนอนของสัมประสิทธตัวแปรที่ยังไมทราบ
คา จะนําไปสูสถานะบังคับทั้งหมด (Constraints stated )ในปญหาจน
ไดผลคําตอบที่เปนที่นาพอใจ [1][5]  วิธีทางโดยตรงจะแปลงปญหาการ
ควบคุมที่เหมาะสมที่สุดไปเปน ปญหาสแตติกพารามิเตอร ออปติไมเซ
ชัน  วิธีการทําก็คือในการทําการแปลงพารามิเตอรของปญหาความ
เหมาะสมสูงสุดคือ การแกปญหาโดยใชประโยชนที่หลากหลายจากวิธี
ของเทคนิคทางระเบียบวิธีเชิงตัวเลขน้ัน ประกอบไปดวยวิธี การถวง
นํ้าหนัก (weighted residual methods) [1] และ การโปรแกรมแบบไม
เปนเชิงเสน[5]   วิธีการโดยตรงสัมพันธกับการเลือกการเดาคาเริ่มตน 
และความเที่ยงตรงของผลเฉลย  ขอดีประการหน่ึงที่สําคัญมากที่สุดของ
วิธีโดยตรงก็คือ คําตอบหรือผลเฉลยที่ไดน้ันสามารถหามาไดจากการ
เดาคาเร่ิมตนที่ไมใกลเคียงหรือหางไกลกับคําตอบมากๆได   อยางไรก็
ตามขอดอยของวิธีโดยตรงก็คือ ความแมนยําของผลเฉลยของการ
ประมาณคาจะไมดีเม่ือเปรียบเทียบกับคําตอบที่ไดจากวิธีโดยออม ใน
ดานอื่นๆ  วิธีการโดยทางออมจะประกอบดวย เงื่อนไขที่จําเปนอันดับ
หน่ึงในระเบียบวิธีเชิงตัวเลขของปญหาความเหมาะสมสูงสุด ทําใหเกิด
วิธีการ โดยทั่วๆ ไปจะมีความซับซอนมากข้ึน  เงื่อนไขที่จําเปนเกิดจาก
เทคนิคเชน หลักการแคลคูลัส ออฟ วาริเอชัน (calculus of variations ) 
หรือ หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s principle)  เงื่อนไขที่
จําเปนเหลานี้อยูในเทอมสมการเชิงอนุพันธและสมการพีชคณิต ขอดี
ของวิธีการโดยออมคือคุณสมบัติบางประการของ ออฟติมอล ทราเจ็ค
ทรอรี(Optimal trajectory) ที่มีความชัดเจน อยางไรก็ตามขอเสียคือการ
ทําใหเกิดของ แอดดิชันนอล วาริเอเบิล (additional variables ) เชน 
ลากรานจ มัลติไพเออร ในเอกสารงานวิจัยน้ีหลักการของพรอนทริยา
กิน( Pontryagin’s principle) เปนทฤษฎีที่รูจักกันอยางแพรหลายที่ใช
สําหรับวิธีการโดยออมที่นํามาพิจารณาตอไป 
 
2.2  หลักการของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s Principle) 

ใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s theory) ([2], [3]) 
สมการที่1-4 สมการสภาวะที่จําเปนคือสมการที่ 1 ส่ิงที่ทราบเชนสมการ
สถานะ (state equations) 
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0=
ftH ,                                             (6) 

และ 
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⎝
⎛ tuxH

Utu
tuxH ,*,,*

)(
min,*,*,* λλ .    (7)                  

เม่ือ H  (Hamiltonian) กําหนดใหเปน 
 

( ) ),,()(1)(),(),( tuxftttutxH Tλλ +=             (8)  
                             
nRt ∈)(λ  คือตัวคูณลากรานจ (Lagrange multipliers)   สภาวะที่

จําเปนเหลาน้ีคือการหาไดจากสภาวะที่ จําเปนสําหรับวิธีโดยออม 
สมการที่ 7 เปนที่รูจักกันดีในเร่ืองของสภาวะการณที่เหมาะสม ซ่ึง
ปญหาของโครงสรางที่เปนแบบสวิตชิ่ง  ( switching structure )      
สามารถที่จะหาคาได 
 
2.3  รายละเอียดของรายงานวิจัย  (Paper overview)  

ตอนที่ 3  : พิจารณาเกี่ยวกับเร่ืองแนวทางใหมบนหลักการ
พลังงานสูงสุดกับการไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (A New Approach on 
Maximum Energy with Free Final Time) 

ตอนที่ 4 :  ตัวอยางการแกปญหาการใชพลังงานมากที่สุดโดยวิธี
ตรง(Direct method)และนํามาวิจารณ 

ตอนที่  5  : ตัวอยางการแกปญหาการใชพลังงานมากที่สุดโดยวิธี
ออมที่เงื่อนไขจําเปน(Indirect method)และนํามาวิจารณผล 

ตอนที่  6 : สรุปผลถึงขอดีขอดอยและสิ่งที่จะตองทําตอไป 
 
3. แนวทางใหมบนหลักการพลังงานสูงสุดกับการไมคํานึงถึงเวลา
สุดทาย A New Approach on Maximum Energy with Free Final 
Time) 

ตามสมการที่ 1-4 ปญหาการใชเวลาที่นอยที่สุดสามารถพิจารณา
ในแนวทางที่ตางไปจากเดิมดังเชน การพิจารณาเปนการใชพลังงาน
สูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ตัวอยางเชนนักวิ่งระยะ 100 เมตรจะ
พยายามที่จะวิ่งใหถึงเสนชัยในเวลาที่นอยที่สุด ในทางกลับกันนักวิ่งคน
น้ีก็จะมีการใชพลังงานที่มากที่สุดเพื่อวัตถุประสงคเดียวกันคือใหถึงเสน
ชัย  ในที่น้ีการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทายจะถูกนํามา
พิจารณาอีกครั้ง  ประเภทของปญหาระบบพลศาสตรเชิงเสนสวนใหญ
สามารถอธิบายโดยการใชสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงดังน้ี 
 

,0)0();,,( xtxtuxfx ==&                            (9) 
                               

 เม่ือ nRx∈ , mRu ∈ คือ     เวคเตอรสถานะและเวคเตอรควบคุม  
( the state vectors and control     vectors), 0x  คือเวคเตอรสถานะ
ที่สภาวะเงื่อนไขเร่ิมตน( initial state condition vector), 0t  คือเวลา

เร่ิมตน ( initial time), )(tF  คือ )( nn× แมตริกซ และ )(tg  คือ 
)( mn× ,แมตริกซ ขอกําหนดของปญหา (Problem Statement) คือ

การหาคา )(tu  คือตัวควบคุมปอนเขา(control input) และ )(tx  คือตัว

แปรสถานะ( state variable ) ดังน้ัน ดัชนีสมรรถนะต่ําสุด(minimize 
the performance index)  คือ 

                                                          

dt
ft

t

m

i
iuJ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

−=
0 1

2 ;                             (10)

     

ft น้ันคือเวลาสุดทายที่ทําใหเกิดคาที่นอยที่สุดที่ทําใหเกิดตัวแปร
ควบคุมที่การเกี่ยวของ( Control variable) 
 

UL UtuU ≤≤ )( ,                                           (11)                      
เม่ือ 

ff xtx =)( .                                                  (12) 

                                 
ในความตองการที่ใหเกิดความมั่นใจที่มากข้ึนเกี่ยวกับความเหมือนกัน
หรือเปนส่ิงเดียวกันระหวางคาเวลาที่นอยที่สุดและพลังงานมากที่สุดที่
ไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย ทฤษฎีอยางงายตองเปนทฤษฎีที่พิสูจนไดทั้ง
วิธีโดยตรงและวิธีโดยทางออม 
 
3.1 วิธีโดยตรง (Direct Approaches) 

ดังเชนสถานะในตอนที่ 1 วิธีตรงไมมีการพิสูจนปญหาของ
งานวิจัยน้ี  

3.2 วิธีออม (Indirect Approaches) 
โดยการประยุกตใชทฤษฎีของพรอนทริยากิน (Pontryagin’s 

theory) ([2], [3]) ในสมการที่ (9-12) จากสภาวะที่จําเปนคือสมการที่ 
(9), คือ สมการสถานะ (state equations) 

 
T

x
H
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

−=λ& ,                                              (13)                       

            0=
ftH ,                                                        (14)                       

และ 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∈
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ tuxH

Utu
tuxH ,*,,*

)(
min,*,*,* λλ .      (15)      

 
เม่ือแฮมมิลตันเนียน ,H (Hamiltonian) กําหนดเปน 
 

 ( ) ),,()()(),(),(
1

2 tuxftuttutxH Tm

i
i λλ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∑−=
=

.         (16)     

 
ในทางปฏิบัติ สมการ (5) และ(13) เปนเหมือนกันซ่ึงอนุพันธยอยของ
ฟงกชันแฮมมิลตันเนียนของปญหา 2 ปญหา กับการเกี่ยวของกันกับ 
x ทําใหไดผลออกมาเหมือนกันในภายหลัง สวนที่คงอยูของสภาวะที่
จําเปน( Necessary conditions) ที่ซ่ึงก็คือสมการที่ 6,7 และสมการที่ 
14, 15  ที่มีความหมายเหมือนกับกันโดยการพิสูจนมาแลวในตอนที่ 
2,3 และ 5 
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4.ปญหาพลังงานสูงสุดท่ีไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (Direct 
Approaches on Maximum Energy with Free Final time 
Problems) 

จะประกอบไปดวยปญหาที่ไมเปนเชิงเสน ดังเชนที่จะนําเสนอ 
ปญหาระบบพลศาสตรของแขนกลเดี่ยว(The one-armes manipulator) 
อยางงาย, ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  ( The polar 
manipulator problem) และ ปญหาหุนยนตแบบ 2 ช้ินตอโยง (The 
planar two-link manipulator Problem)  ซ่ึงที่จะใชเปนตัวอยางใน
งานวิจัยน้ี  
         
4.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว  ( The one-armed manipulator 
with coulomb friction problem) 

พิจารณาระบบพลศาสตรของหุนยนตแขนกลเดี่ยว มีกอนมวล 
m  ความยาวของแขนกล l  ดังรูปที่ 1. กําหนดใหu เปนสวนที่เปน
สวนปอนเขา (Actuator input) ที่ฐานและมีตัวปองกันความฝดตาม
สัดสวนของแรงคูควบในแนวรัศมี xR อยูดวยกัน ตอจากนั้นเราจะ
สมมติใหคากระแสตานแรงเสียดทานเปน fC และมีขนาดเปน 

xRfC με= เม่ือ xR คือ สวนประกอบของแรงปฏิกิริยา ในแนว

รัศมีที่จุดรองรับ O , μ  คือ สัมประสิทธิ์แรงเสียดทานระหวางปลอก
และแกนดุมหมุน c คือรัศมีของดุมหมุน  ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มี
สมการการเคลื่อนที่เปน 
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  (17) 

 
เม่ือ L คือความยาวของชิ้นตอโยง, m  คือมวลของชิ้นตอโยงกับจุด

ศูนยกลางมวลที่เปนระยะทาง 
2
L  จากฐานของลูกตุม, g คือ คาคงที่ความ

โนมถวงของโลก และ aM คือตัวขับเคลื่อน  ใหวัตถุประสงคเปนไปใน

การควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของเงื่อนไขเร่ิมตนบน 1θ  และ 1θ&  

ที่เวลาเร่ิมตน 0t  โดยที่ระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด 

(Minimum a cost) คือ 

   ∫=
ft

t
dtaMJ

0

2)(      (18) 

 วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 5050 ≤≤− aM  ใน
ระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรที่ใชในแบบจําลองในหนวยเปนระบบ 
MKS คื อ  ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL แ ล ะ  01.0=ε   
ระบบที่เปนสมการอนุพันธอันดับสองสามารถนํามาเขียนในรูปแบบ
ปริภูมิสเตท คือ 
 

  21 θθ =&                                                     (19) 
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    (20)         

แทนคาพารามิเตอร ,3.0,8.9,0.1,0.1 ==== μgmL  
และ 01.0=ε  
 

 ( )
aM+

+−
−=

)cos()088.0(sin)7.14(
)0045.0(

11

2
12

θθ
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  (21) 

 

 
รูปที่ 1 หุนยนตแขนกลเดี่ยว(One armed manipulator ) 

 
4.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร  ( The polar manipulator 
problem) 

พิจารณาระบบพลสาสตรของหุนยนตแขนกลแบบโพลารสวนที่
เปนสวนปอนเขา (Input) ระบบมี 1 องศาอิสระ และ มีสมการการ
เคลื่อนที่คือ 
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       (22) 

 
2

12222122 )sin( θθ &&& cmcmgmu +−−=                    (23)   
                                                               
 เม่ือ )(1 tu  และ )(2 tu คือ ตัวปอนเขา (Actuator input) ที่มีความ

สําพันธเกี่ยวเน่ืองกับตัวแปร )(1 tθ และ )(2 tc ตามลําดับ   สมการที่ 
17 สามารถเขียนในรูปแบบของปริภูมิสเตท (state-space) ไดดังน้ี  
 

2
22211
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      (24) 

เม่ือ 

32 cc =&                                              

2
22

22)1sin(3 m
ucgc −+−= θθ&                            (25) 
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ใหวัตถุประสงคเปนไปในการควบคุมระบบจากการกําหนดเซตของ

เงื่อนไขเร่ิมตนของ 1θ , 1θ& , 2c และ 2c&  ที่เวลาเริ่มตน 0t  โดยที่ระบุ 

จุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด(Minimum a cost)  คือ  

                                  

     ∫ +=
ft

t
dtuuJ

0
)2

2
2
1(      (26)  

 
วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงือ่นไขบังคับ 50150 ≤≤− u และ 

50250 ≤≤− u  ในระหวางการเคลื่อนที่  คาพารามิเตอรที่ใชในแบบ
จํา ลองในหนวยเปนระบบ MKS.ดังน้ี

4.3 ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link 
manipulator Problem) 

จากรูป   พิจารณาแขนกล 2 มิติที่เรียกวา หุนยนต 2 ช้ินตอ
โยงแบบหมุน(Two link revolute  robot)  ในการนี้จะทําการพิจารณาวา
แขนกลไมมีโมเมนตความเฉื่อย ระบบมี 2 องศาอิสระและมีสมการ
เคลื่อนที่คือ 
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          (31)   

 
,0.121,8.9,31,0.12,1,0.1 ====== gIgIgcmmL

เงื่อนไขขอบเขต ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
 

,0)0(,0)0(,0)0(,0)0( 2211 ==== cc &&θθ    (27) 
 
 

 
 

รูปที่ 2 หุนยนตแขนกลแบบโพลาร(Polar manipulator) 
 

คาพารามิเตอร 
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ลงในสมการที่ 17.และสมการ 18 จะไดวา 
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  (30) 

สมการที่ 19 สามารถเขียนใหอยูในรูปปริภูมิสเตท และกําหนดแอดดิชัน
นอล วาริเอเบิล 2 ตัวแปร คือ 

 

  31 qq =&                                                       (32) 

42 qq =&                                                  (33) 
                                                                    

ใหวัตถุประสงคของปญหาการควบคุมความเหมาะสมสูงสุดกําหนด
บังคับ ระบบจากเซตของเงื่อนไขเร่ิมตน บน 2,1,1 qqq &  และ 2q& ที่ 

เวลาเริ่มตน 0t โดยที่ระบุจุดเปาหมายไวที่ ft  ขณะคาคอสต่ําสุด  
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วิถีการเคลื่อนที่จะตองเปนไปตามเงื่อนไขบังคับ 1001100 ≤≤− u  
และ 1002100 ≤≤− u  ในระหวางการเคลื่อนที่ คาพารามิเตอรที่ใช
ในแบบจําลองในหนวยเปน ระบบ MKS. 

,8.9
,0.1,0.1,0.1,1,6.1,3.1 212121

=
======

g
llllmm cc  

แทนคาพารามิเตอรในสมการการเคลื่อนที่(สมการที่ 27และ28) 
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 เงื่อนไขขอบเขต ทั้ง 2 จุดกําหนดโดย 
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          (37) 
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0)0(,
7

)0( 22 == qq &
π

                (38)
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    (39) 
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0)1(2 =q&      (41) 

 

 
 รูปที่    3   แสดง แขนกล 2 ช้ินตอโยง (The planar two – link 
manipulator)   
 
5.   แนวทางโดยออมของปญหาการใชพลังงานสูงสุดโดยไม
คํานึงถึงเวลาสุดทาย  (Indirect  Approaches on Maximum 
Energy with Free Final time Problems) 

ในตอนนี้ คือการนําตัวอยางในตอนที่ 3 มาพิจารณาใหมโดยวิธี
ออม การเปรียบเทียบระหวางปญหาการใชพลังงานสูงสุดที่ไมคํานึงถึง
เวลาสุดทายและการใชเวลาที่นอยที่สุด ดังน้ี. 
 
5.1 ปญหาหุนยนตแขนกลเด่ียว  ( The one-armed manipulator 
with coulomb friction problem) 

เงื่อนไขจําเปนจากวิธีการแบบเกา(Necessary Conditions from 
Classical Method)ปญหาจากตอนที่ 3.1นํามาพิจารณาอีกครั้งกับการ
แกปญหาโดยวิธีออม ใชแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะได
วา  
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ดังน้ันเงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาน้ีคือ 
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และ คาแฮมมิลตันเนียนต่ําสุด(minimize the Hamiltonian)เกี่ยวของ

กับ 2θ& จะไดวา 
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เม่ิอ 2λ  เรียกวา สวิตชิ่งฟงกชัน( Switch function)สมการ 

[ ] 022211 ==++ fttθλθλ &  มีช่ือเรียกอีกอยางหน่ึงวา ทราน

เวอสสาริตี้ คอนดิชัน (Transversality  condition)เงื่อนไขที่จําเปนของ
การใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงเวลาสุดทาย(Necessary Conditions 
from a Maximum Energy with Free Final Time)ใชสูตรสมการแฮม
มิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 16 เราจะไดวา 
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ดังน้ัน เงื่อนไขที่จําเปนของปญหาน้ีคือ 
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2)1sin088.01cos7.14(1 λθθλ +=&                (47) 
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และ คาแฮมมิลตันเนียนต่ําสุด(minimize the Hamiltonian)เกี่ยวของกับ 
u  จะไดวา 
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5.2  ปญหาหุนยนตแขนกลแบบโพลาร    ( The polar manipulator 
problem ) 

ก็เหมือนกับระบบแขนกลที่พิจารณาแลวในตอนที่ 3.2 ปญหานี้
จะมีการนํามาพิจารณาอีกในหลักการแบบโดยออมเงื่อนไขจําเปนจาก
วิธีแบบเดิม (Necessary Conditions from Classical Method)ปญหา
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จากตอนที่ 3.1 คือการนํามาพิจารณาอีกครั้งกับเทคนิควิธีทางโดยออม 
ใชหลักการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะไดวา 
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ดังน้ันเงื่อนไขที่จําเปนของปญหาน้ี คือสมการที่ 20 และ  
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และแฮมมิลตันเนียนคานอยที่สุดที่เกี่ยวของกับ ,1u  เราจะไดวา 
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ปริมาณ 3λ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตชิ่ง ฟงกชัน 
(Switching function) สมการ ( ) ( )[ ] 01 1221 =++ = fttθλθλ &   ยังมีช่ือ

เรียกวาเงื่อนไขทรานเวอซาลิตี้ห รือทรานเวอซาลิตี้ คอนดิ ชัน( 
Transversality condition) ไดอีกดวยเงื่อนไขที่จําเปนจากการใช
พลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย (Necessary Conditions 
from a Maximum Energy with Free Final Time)ใชสมการแฮมมิลตัน
เนียนกําหนดลงในสมการที่ 16 เราจะไดวา     
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ดังน้ัน เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาน้ีก็คือ 
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และคาแฮมมิลตันที่นอยที่สุดที่เกี่ยวของกับ 2,1u  
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ปริมาณ 3λ เพื่อเปนเหตุผลที่ชัดเจน เรียกวา สวิตชิ่ง ฟงกชัน 
(Switching function) สมการ ( ) ( )[ ] 01 1221 =++ = fttθλθλ &   ยังมีช่ือ

เ รียกวา เงื่ อนไขทรานเวอซาลิตี้ห รือทรานเวอซาลิตี้ คอนดิ ชัน
(Transversality condition) ไดอีกดวย  
 
5.3  ปญหาหุนยนตแบบ 2 ชิ้นตอโยง (The planar two-link 
manipulator Problem) 

ก็เหมือนกับระบบแขนที่พิจารณาแลวในตอนที่ 3.2 ปญหานี้จะมี
การนํามาพิจารณาอีกในหลักการแบบโดยออมเงื่อนไขจําเปนจากวิธี
แบบเดิม (Necessary Conditions from Classical Method)ปญหาจาก
ตอนที่ 3.1 คือการนํามาพิจารณาอีกครั้งกับเทคนิควิธีทางโดยออม ใช
หลักการแฮมมิลตันเนียนกําหนดในสมการที่ 8 เราจะไดวา 
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และแฮมมิลตันเนียนคานอยที่สุดที่jสอดคลองกับ ,1u กําหนดเปน 
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 6. สรุปผล 

ความเหมือนกันระหวางปญหาการใชเวลาที่นอยที่ สุดและ
ปญหาการใชพลังงานสูงสุดโดยไมคํานึงถึงเวลาสุดทาย  เปรียบเทียบ
ระหวางการแบงยอยทั้งหลักวิธีโดยตรงและวิธีออม จะเห็นไดวาวิธี
โดยตรง การเปรียบเทียบทําไดโดยการพิจารณาดูผลทายสุด ทั้งสอง
ตัวอยางคือการเลือกเปนปญหาหลักของงานวิจัยน้ีและแสดงผลจากการ
พิจารณาดูการใชพลังงานสูงสุด โดยไมคํานึงถึงเวลาทายสุดมีความ
แนนอนมากกวาโดยเฉพาะผลเฉลยปอนเขา (Input solutiuons) ตอมา  
เงื่อนไขที่จําเปนสําหรับปญหาทั้งสองที่ซ่ึงไดมาจากเทคนิควิธีโดยตรง 
แสดงปญหาทั้งสองมีเงื่อนไขที่จําเปนที่เหมือนกัน 
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