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บทคัดยอ 
การวิเคราะหการนาํความรอนในวัสดุมักตั้งอยูบนสมมุติฐานวาสมบัติ
เชิงความรอนของวัสดุมีคาคงที่ เน่ืองจากทําใหการวิเคราะหคอนขาง
งาย แตวัสดุสวนมากมีสมบัติเชิงความรอนที่ข้ึนกับอุณหภูมิ ดังน้ันการวิ 
เคราะหจึงควรใชวธิีเชิงตัวเลขที่เหมาะสมกับปญหาไมเชิงเสน บทความ
น้ีนําเสนอวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซสําหรับการแกปญหาการนําความรอน
ไมเชงิเสนที่ข้ึนกับเวลา โดยพิจารณาวัสดุที่คาการนําความรอนและคา
ความจุความรอนเปนฟงกชันเชิงเสนแบงชวงของเวลา ผลการวิเคราะห
การกระจายอุณหภูมิในวัสดุสมมุติและทังสเตนแสดงใหเห็นถึงคา
คลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนในการวิเคราะหที่ใชสมมุติฐานวาสมบัติเชิงความ
รอนของวัสดุมีคาคงที่ โดยความคลาดเคลื่อนไมมีคุณสมบัติการลูเขา 
คําหลัก  การนําความรอน, ไมเชิงเสน, วิธีไฟไนตดิเฟอเรนซ 
 
Abstract 
The analysis of heat conduction in a material is sometimes based 
on the assumption that thermal properties of the material are 
constant in order to simplify the analysis. However, most 
materials have temperature-dependent thermal properties. The 
analysis of heat conduction in such a material should, therefore, 
use a numerical method suitable for nonlinear problems. This 
paper presents the finite difference method for solving time-
dependent nonlinear heat conduction problems, in which thermal 
conductivities and heat capacities are piecewise linear functions 
of temperature. Results of the determination of temperature 
distributions in a fictitious material and tungsten show errors in an 
analysis based on constant thermal properties. Futhermore, 
solutions obtained by such an analysis do not have the conver-

gence property. 
Keywords:  heat conduction, nonlinear, finite difference method 
 
1. บทนํา 
 ปรากฏการการนําความรอนสามารถบรรยายดวยสมการเชิงอนุ
พันธุยอยไมเชิงเสนซ่ึงยากแกการแก ปญหาจะงายข้ึนถาใชการแปลง
แบบเคอรชอฟ (Kirchhoff transformation) [1] แปลงสมการไมเชิงเสน
ใหเปนสมการเชิงเสน แตวิธีน้ีจะทําใหไดสมการเชิงเสนก็ตอเม่ือปญหา
การนําความรอนไมข้ึนกับเวลา หรือคาการกระจายความรอน (thermal 
diffusivity) เปนคาคงที่ วัสดุสวนใหญมีคาการนําความรอน (thermal 
conductivity) และความจุความรอน (heat conductivity) ที่ข้ึนกับ
อุณหภูมิ [2] ซ่ึงสงผลใหคาการกระจายความรอนเปนฟงกชันของ
อุณหภูมิเชนกัน สมการการนําความรอนในวัสดุเหลาน้ีจึงจะมีลักษณะ
เปนสมการเชิงอนุพันธุยอยไมเชิงเสนที่ไมสามารถแปลงเปนสมการเชิง
เสนโดยใชการแปลงแบบเคอรชอฟ ได  ถึงแมวา Wrobel และ Brebbia 
[1] ไดนําเสนอเทคนิคการแปลงสมการดังกลาวเปนสมการเชิงเสนโดย
แทนที่เวลาดวยตัวแปรอิสระใหมที่เปนปริพันธุของคาการกระจายความ
รอน แตเทคนิคน้ีก็ไมไดชวยใหปญหางายข้ึนมากเพราะตองมีการแปลง
ตัวแปรอิสระกลับมาเปนเวลาอยูดี ดังน้ันการศึกษาปรากฏการณการนํา
ความรอนจึงมักตองแกสมการเชิงอนุพันธุยอยไมเชิงเสน วิธีเชิงตัว
เลขที่ใชแกปญหาไดแก วิธีไฟไนตเอลิเมนต [4] วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ 
[5] วิธีไฟไนตวอลลุม [6] และวิธีบาวนดะรีเอลิเมนต [7] เปนตน 
 ถึงแมจะมีวิธีเชิงตัวเลขสําหรับแกปญหาการนําความรอนไมเชิง
เสนที่ข้ึนกับเวลาหลายวิธี แตการจําลองปญหาการนําความรอนดวย
สมการเชิงเสนโดยใชสมบัติเชิงความรอนเฉลี่ยยงัคงเปนที่นิยมอยู
เพราะทําใหปญหางายข้ึนมาก บทความนี้จะเปรียบเทียบผลเฉลยของ
ปญหาเชิงเสนลักษณะนี้กับผลเฉลยของปญหาไมเชิงเสนที่ใชสมบัติเชิง
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ความรอนที่เปนฟงกชันของอุณหภูมิ ซ่ึงจะทําใหทราบคาความ
คลาดเคลื่อนของผลเฉลยที่ไดจากปญหาเชิงเสน  
 
2. สมการการนําความรอน 
 สมการการนําความรอนที่ข้ึนกับเวลาคือ 

 ( )
t
TTc
∂
∂

ρ = ( )( ) ( )trsTTk ,r
rr

+∇∇  ( rr ∈ Ω)  (1) 

โดยมีเงื่อนไขเร่ิมตนและเงื่อนไขขอบเขตดังน้ี 
 ( 0,rT )r  = ( )rT r

0    ( rr ∈ Ω)    (2)
 ( )trT ,r  = ( )trTb ,r    ( rr ∈ Γ1)     (3) 
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TTk
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∂ = ( )trqb ,r   ( rr ∈ Γ2)     (4) 

ในที่น้ีคาความจุความรอน c และคาการนําความรอน k เปนฟงกชันของ
อุณหภูมิ ในขณะที่ความหนาแนน ρ มีคาคงที่ แตถาความหนาแนนเปน
ฟงกชันของอุณหภูมิก็ไมทําใหวิธีแกปญหาน้ีเปลีย่นไป 

ถาสมบัติเชิงความรอนในสมการ (1) และ (4) ไมข้ึนกับอุณหภูมิ 
สมการ (1) – (4) สามารถแกไดโดยวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซทันที แตถา
ถาสมบัติเชิงความรอนในสมการ (1) และ (4) ข้ึนกับอุณหภูมิ สมการ 
(1) – (4) ควรไดรับการแปลงแบบเคอรชอฟ อุณหภูมิในสมการ (1) 
สามารถแปลงตัวแปรใหม u โดยใชการแปลงแบบเคอรชอฟดังน้ี 
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(Tr เปนคาอณุหภมิูอางอิง) ซ่ึงทําใหสมการ (1) – (4) กลายเปน 
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ตัวแปร γ = ρc/k คือสวนกลับของคาการกระจายความรอน α.  
 
3. การแปลงสมการเชิงอนุพันธุเปนระบบสมการพชีคณิต 
 ในกรณีที่สมบัติเชิงความรอนในสมการ (1) และ (4) ไมข้ึนกับ
อุณหภูมิ สมการ (1) – (4) เปนสมการเชิงเสนที่สามารถแปลงเปนระบบ
สมการพีชคณิตตามวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซซ่ึงมีรายละเอียดในตํารา
ทั่วไป [8] จึงจะไมกลาวถึงในที่น้ี แตในกรณีที่สมบัติเชิงความรอนใน
สมการ (1) และ (4) ข้ึนกับอุณหภูมิ การแปลงสมการ (1) – (4) เปน
ระบบสมการพีชคณิตจะงายข้ึนถา k(T) เปนฟงกชันเชิงเสนเปนชวง 
(piece-wise linear function) ดังตอไปน้ี 
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กําหนดให Tr = 100 K หลังจากแทนคา k(T) จากสมการ (10) ลงใน
สมการ (5) จะพบวา 
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การแปลงจาก u เปน T สามารถกระทําไดโดยใชสูตร 
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ข้ันตอนตอมาเปนการแปลงสมการ (1) – (4) เปนระบบสมการพีชคณิต 
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โดยที ่
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พารามิเตอรผอนคลาย (relaxation parameter) θ ในสมการ (13) และ 
(17) จะตองมีคามากกวา 0 ในที่น้ีกําหนดให θ = 0.5 เพราะใหผลเฉลย
ที่ดีที่สุด สําหรับการแปลงพจนที่มีตัวดําเนินการ ∇2 ในสมการ (13) 
และอนุพันธุยอยในสมการ (16) ใชสูตรตามวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซ [8]  
 การแกระบบสมการพีชคณิต (13) – (17) จะใชวิธีคํานวณซ้ํา โดย
การคํานวณกอนหนาน้ีจะทําใหทราบ  การคํานวณหา ( )1−n
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เร่ิมตนจากสมมุติให ( )n
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iu  ภายในโดเมน Ω เพื่อคํานวณคา 
 จากสมการ (17) จากนั้นจึงแกสมการ (13) – (16) เพื่อหาคาใหม

ของ 
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iu  ถาคาใหมและคาเดิมของ  ยังคงแตกตางกันมากอยู ก็

จะทําการคํานวณซ้ําโดยให 

( )n
iu

( )n
iu  เทากับคาใหมที่ไดน้ี การคํานวณซ้ํา

จะกระทําจนกระทั่งคาผลตางเฉลีย่ของผลตางของ  ที่ไดจาก
กระบวนการคํานวณติดกันสองครั้งมีคานอยกวาคาความคลาดเคลื่อน
ยินยอม (tolerance) δ 
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โดยที่ Ni เปนจํานวนบัพภายในโดเมน ในที่น้ีกําหนดให δ = 1.0 x 10-6 

 
4. ปญหาตัวอยาง 
 โดเมนของปญหาตัวอยางเปนส่ีเหลีย่มจัตุรัสขนาด 12 x 12 cm 
มีบัพจํานวน N บัพกระจายอยางสม่ําเสมอในโดเมนและบนขอบเขตซึ่ง
ทําใหจํานวนบัพภายในโดเมนเทากับ (√N – 2)2 จํานวนบัพบนขอบ 
เขตเทากับ 4(√N – 1)  และระยะหาง (∆) ระหวางบัพสองบัพที่อยู
ติดกันเทากับ 12/(√N – 1) cm ขอบเขตดานบน ดานขวา และดานลาง
ของส่ีเหลี่ยมเปนขอบเขตประเภทที่หน่ึง (Γ1) สวนขอบเขตดานขวา
ของส่ีเหลี่ยมเปนขอบเขตประเภทที่สอง (Γ2) กําหนดใหผลเฉลยแมน
ตรงของปญหาตัวอยางคือ 

Texact(x, y, t) = [104.43 + 4.43cos(0.01t)]e10(x + y)     (19) 
ผลเฉลยแมนตรงนีใ้ชสรางเงื่อนไขเร่ิมตน T0(x,y) และเงื่อนไขขอบเขต 
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Tb(x,y,t) และ qb(x,y,t) สวนฟงกชันแหลงกําเนิดคํานวณจาก 
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วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซจะใชหาผลเฉลยในกรณีที่สมบัติเชิงความรอนไม
ข้ึนกับอุณหภูมิและข้ึนกับอุณหภูมิ โดยคาคลาดเคลื่อนเฉลี่ยระหวางผล
เฉลยที่คาํนวณไดกับผลเฉลยแมนตรงคือ 
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5. การทดสอบคุณสมบัติการลูเขา 
 เพื่อทดสอบคุณสมบัติการลูเขา (convergence) ของวิธไีฟไนตดิฟ
เฟอเรนซในการแกปญหาการนําความรอนเชิงเสนและไมเชิงเสน 
กําหนดใหวัสดุสมมุติ 1 มีสมบัติเชิงความรอนคงที่คือ ρ = 5000 kg/.m3 
k = 150 W/m-K และ c = 300 J/kg-K และวัสดุสมมุติ 2 มีสมบัติเชิง
ความรอนตามตารางที่ 1 
 
ตารางที่ 1  สมบัติเชิงความรอนของวัสดุสมมุติ 2 

T (K) ρ (kg/m3) k (W/m-K) c (J/kg-K) 
100 5000 200 200 
200 5000 190 220 
400 5000 170 260 
600 5000 150 300 
800 5000 130 340 
1000 5000 110 380 
1200 5000 90 420 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 1  คาคลาดเคลื่อนเฉลีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
ของปญหาการนําความรอนเชิงเสนในวัสดุสมมุติ 1 ในกรณีที่จํานวนบัพ

และข้ันเวลามีคาตาง ๆ กัน 
  

รูปที่ 1 แสดงผลการคํานวณหาคาคลาดเคลื่อนเฉลี่ยของปญหาการนํา
ความรอนเชิงเสนในวัสดุสมมุติ 1 โดยเปรียบเทียบสามกรณีที่มีจํานวน
บัพและข้ันเวลา (∆t) ตางกันแตมีคา ∆t/∆2 เทากันคือ 1250 จะเห็นได
วาผลเฉลยของวธิไีฟไนตดิฟเฟอเรนซมีคุณสมบัติการลูเขาอยางชัดเจน 
รูปที่ 2 แสดงใหเห็นวาผลเฉลยของปญหาการนําความรอนไมเชิงเสน
ในวัสดุสมมุติ 2 มีคุณสมบัติการลูเขาเชนเดียวกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0

ε 

รูปที่ 2  คาคลาดเคลื่อนเฉลีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
ของปญหาการนําความรอนไมเชิงเสนในวัสดุสมมุติ 2 ในกรณีที่จํานวน

บัพและข้ันเวลามีคาตาง ๆ กัน 
 
6. ผลการคํานวณ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3  คาคลาดเคลื่อนเฉล
ของปญหาการนําความรอน
ดิฟเฟอเรนซที่ใชคาเฉลี่ยของ

เรน
 
 ปญหาการนําความรอนใ
เชิงความรอนที่ข้ึนกับอุณหภูม
ซับซอน อีกทั้งยังตองทราบค
จะใชวิธีน้ีได ดังน้ันการแก
ความรอนมีคาคงที่โดยใชคาเ
คํานวณเชนน้ีคือทาํใหคาคลา
คลาดเคลื่อนของผลเฉลยตาม
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วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซที่ใช
คาเฉลีย่ของสมบัติเชิงความ
ีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
ไมเชิงเสนในวัสดุสมมุติ 2 โดยวิธีไฟไนต
สมบัติเชิงความรอนและวิธีไฟไนตดิฟเฟอ
ซตามหัวขอ 3 

นชีวิตจริงเปนปญหาไมเชิงเสนซ่ึงสมบัติ
ิ แตวิธีแกปญหาน้ีตามหวัขอ 3 คอนขาง
าสมบัติเชิงความรอนที่อุณหภูมิตาง ๆ จึง
ปญหาในบางครั้งจึงอาจสมมุติวาสมบัติเชิง
ฉลี่ยในการคํานวณ ผลทีต่ามมาจากการ
ดเคลื่อนของผลเฉลยที่ไดสูงกวาคา
วิธีในหวัขอ 3 มาก ดังจะเห็นไดจากรูปที่ 

200 300 400 500

ไนตดิฟเฟอเรนซตามหัวขอ 3 

t (s) 



3 ซ่ึงเปรียบเทียบผลเฉลยของปญหาตัวอยางสําหรับวสัดุสมมุติ 2 โดย
วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซทั้งสองวิธี ส่ิงที่นาสนใจอีกประการหนึ่งก็คือ ผล
เฉลยที่ไดจากการใชคาเฉลีย่ของสมบัติเชิงความรอนไมมีคุณสมบัติการ
ลูเขา กลาวคือ เม่ือคํานวณคาคลาดเคลื่อนโดยเพิ่มจํานวนบัพและลด
ข้ันเวลาก็ไมพบวาคาคลาดเคลื่อนลดลงมากนัก ดังจะเห็นไดจากรูปที่ 4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 4  คาคลาดเคลื่อนเฉลีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
ของปญหาการนําความรอนไมเชิงเสนในวัสดุสมมุติ 2 โดยใชวิธีไฟไนต
ดิฟเฟอเรนซและใชคาเฉลีย่ของสมบัติเชิงความรอน (k = 150 W/m-K 
และ c = 300 J/kg-K) คําอธิบายเสนขอมูลสําหรับกรณีที่จํานวนบัพและ

ข้ันเวลามีคาตาง ๆ กันเหมือนกับในรูปที่ 1 และ 2 
 
 คาความคลาดเคลือ่นของผลเฉลยที่ไดจากปญหาเชิงเสนจะ
ข้ึนอยูกับสมบัติเชิงความรอนของวัสดุ คาคลาดเคลื่อนจะนอยในกรณีที่
สม บัติเชิงความรอนของวัสดุเปลี่ยนแปลงคอนขางนอยตามอุณหภูมิ 
แตคาคลาดเคลื่อนจะมากในกรณีที่สมบัติเชิงความรอนของวัสดุ
เปลี่ยนแปลงอยางมากตามอุณหภูมิ ตารางที่ 2 และ 3 แสดงสมบัติเชิง
ความรอนของแทนทาลัมและยูเรเนียม [2] จะเห็นไดวา สมบัติเชิงความ
รอนของTa เปลีย่นแปลงคอนขางนอยตามอุณหภูมิ แตสมบัติเชิงความ
รอนของU เปลีย่นแปลงอยางมากตามอุณหภูมิ ถาการคํานวณการ
กระจายอุณหภูมิในโดเมนสี่เหลี่ยมไดมาจากการแกปญหาเชิงเสนโดย
ใชคาเฉลี่ย k = 58.6 W/m-K และ c = 146 J/kg-K สําหรับ Ta และ
คาเฉลีย่ k = 34.0 W/m-K และ c = 146 J/kg-K สําหรับ U จะพบวาคา
คลาดเคลื่อนของผลเฉลยมีลักษณะตามรูปที่ 5 และ 6  
 
ตารางที่ 2  สมบัติเชิงความรอนของแทนทาลัม (Ta) 

T (K) ρ (kg/m3) k (W/m-K) c (J/kg-K) 
100 16600 59.2 110 
200 16600 57.5 133 
400 16600 57.8 144 
600 16600 58.6 146 
800 16600 59.4 149 
1000 16600 60.2 152 
1200 16600 61.0 155 

 

ตารางที่ 3  สมบัติเชิงความรอนของยูเรเนียม (U) 
T (K) ρ (kg/m3) k (W/m-K) c (J/kg-K) 
100 19070 21.7 94 
200 19070 25.1 108 
400 19070 29.6 125 
600 19070 34.0 146 
800 19070 38.8 176 
1000 19070 43.9 180 
1200 19070 49.0 161 
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รูปที่ 5  คาคลาดเคลื่อน
ของปญหาการนําความ
เรนซและใชคาเฉลีย่ขอ
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รูปที่ 6  คาคลาดเคลื่อน
ของปญหาการนําความ
เรนซและใชคาเฉลีย่ขอ

 
7. สรุป 
 บทความนี้นําเสนอ
นําความรอนที่ข้ึนกับเวล
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วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซที่ใช
คาเฉลีย่ของสมบัติเชิงความ
200 300 400 500

วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซตามหัวขอ 3 

t (s) 

เฉลีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
รอนไมเชิงเสนใน Ta โดยใชวิธไีฟไนตดิฟเฟอ
งสมบัติเชิงความรอน (k = 58.6 W/m-K และ   

c = 146 J/kg-K)  


วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซที่ใช
คาเฉลีย่ของสมบัติเชิงความ
200 300 400 500

วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซตามหัวขอ 3 

t (s) 

เฉลีย่ระหวางเวลา 0 ถึง 500 s ของผลเฉลย
รอนไมเชิงเสนใน U โดยใชวิธีไฟไนตดิฟเฟอ
งสมบัติเชิงความรอน (k = 34.0 W/m-K และ   

c = 146 J/kg-K)  

วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซสําหรับแกปญหาการ
าโดยวัสดุมีสมบัติเชิงความรอนที่ข้ึนกับ



อุณหภูมิ วิธีดังกลาวอาศยัการแปลงอุณหภูมิเปนตัวแปรใหมดวยการ
แปลงแบบเคอรชอฟ และการประมาณฟงกชันคาการนําความรอนและ
ฟงกชันความจุความรอนเปนฟงกชันเชิงเสนเปนชวง ซ่ึงทําให
กระบวนการหาผลเฉลยงายข้ึน วิธีดังกลาวมีคุณสมบัติการลูเขา 
นอกจากนี้บทความนี้ยังไดแสดงใหเห็นวาการแกปญหาการนําความ
รอนไมเชิงเสนโดยสมมุติวาสมบัติเชิงความรอนของวัสดุมีคาคงที่จะ
ใหผลเฉลยที่มีคาคลาดเคลื่อนสูงกวาผลเฉลยที่ไดจากวิธีที่นําเสนอใน
บทความนี้มาก ทั้งน้ีคาคลาดเคลื่อนจะข้ึนกับชนิดของวัสดุ และคา
คลาดเคลื่อนจะไมลดลงมากแมวาจะเพิ่มจํานวนบัพและลดขั้นเวลาของ
การคํานวณก็ตาม อยางไรก็ตามผูวิเคราะหปญหาอาจยอมรับคา
คลาดเคลื่อนน้ีไดถาเห็นวาคาคลาดเคลื่อนเพียงไมกี่เปอรเซ็นตไมได
เลวรายมากนักเม่ือเทียบกับความสะดวกที่ไดรับจากการใชวิธีไฟไนต
ดิฟเฟอเรนซสําหรับปญหาเชิงเสน 
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