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บทคัดยอ 

บทความวิจัยน้ีนําเสนอการจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบ
สมมาตรรอบแกนของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต โดยใช
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
และ k-ε-γ การวางกริดในระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมน้ีเปนแบบเยื้องกัน
โดยกริดมีขนาดไมสมํ่าเสมอ ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและ
คา Turbulent shear stresses ที่คํานวณไดจะถูกเปรียบเทียบผลการ
คํานวณกับผลการทดลองที่มีอยูแลว ซ่ึงจากการเปรียบเทียบพบวาผลที่
ไดจากแบบจําลอง k-ε และ    k-ε-γ น้ันมีความใกลเคียงกัน รวมท้ังมี
แนวโนมสอดคลองกับผลการทดลอง 
 
Abstract 

This paper presents a finite volume simulation of confined 
axisymmetric turbulent jets with a non-uniform staggered grid. 
Two turbulence models, the k-ε and k-ε-γ,  are used to 
approximate the turbulence effects. The resulting velocity profiles 
and Reynolds stresses are compared with the experimental data. 
It is found that both turbulence models give similar solution and 
agree well with the measurements. 
 
1. บทนํา 
 ในอดีตที่ผานมาไดมีการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับการไหลของเจ็ตอยาง
แพรหลาย เน่ืองจากการไหลแบบเจ็ตน้ีเปนลักษณะการไหลที่มีการพบ
เห็นไดทั่วไป และมีการประยุกตใชอยางกวางขวางในงานดานทาง
วิศวกรรม เชน การผสมในหัวฉีด การจายอากาศของหัวจายในระบบ
ปรับอากาศ ฯลฯ นอกจากนั้นลักษณะการไหลแบบเจ็ตยังพบไดใน
ระบบหรือสวนที่วิศวกร และบุคคลทั่วไปอาจยังไมตระหนักถึงความ
สําคัญ ซ่ึงอาจมีสาเหตุจากการที่เจ็ตเหลาน้ีเปนที่พบเห็นไดโดยทั่วไป

อยางมากจนเกิดความเคยชิน เชน การปลอยนํ้าเสีย หรือนํ้าหลอเย็นลง
สูแมนํ้า การปลอยควันสูบรรยากาศ ซ่ึงเปนการไหลในลักษณะของเจ็ต
เชนกัน   
 ในงานวิจัยที่ผานมานั้น Rajaratnam [1] ไดทําการศึกษาลักษณะ
ของ Circular jet พบวาสามารถแบงลักษณะของเจ็ตได 3 บริเวณ คือ 
1) Potential core region ซ่ึงเปนบริเวณที่มีความเร็วสมํ่าเสมอ 2) Flow 
development region ซ่ึงอยูใกลทางออกของเจ็ต และ 3) บริเวณที่การ
ไหลมีการพัฒนาของ Shear layer  

Antonia and Bilger [2] ทําการทดลองเพื่อศึกษาการไหลของเจ็ต
ใน ก ระแ สลมต าม  (Coflow jet) โด ย ใช อุ โม งค ล ม ที่ มี  Hot wire 
anemometer สําหรับวัดคาของความเร็ว โดยในการทดลองใชอัตรา
สวนความเร็วตออากาศดานนอก (λ=uj

 /ui) มีคาเทากับ 2 และ 3.5 จาก
ผลก ารท ดลอ งพ บ ลั ก ษณ ะซิ มิ ล าริ ตี้ ข อ ง  Mean velocity แล ะ 
Turbulence intensity เม่ือ x/d มีคาตั้งแต 38 และ 152 ตามลําดับ 

Razinsky and Brighton [3] ไดทําการเสนอแบบจําลองทางทฤษฎี 
สําหรับปญหา Nonseparated mixing ของ Confined jet ซ่ึงประกอบ
ดวยเจ็ตที่มีความเร็วสูงในทอกลมหนาตัดคงที่ และตอมา Zhu and 
Shih [4] ไดทําการศึกษาเชิงตัวเลขของ Confined jets ในทอทรง
กระบอกกลม โดยใชแบบจําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบ
จําลอง RNG (Renormalization group based k-ε model) และ แบบ
จําลอง RSM (Reynolds stress equation model) เม่ือทําการเปรียบ
เทียบผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลอง RSM กับผลการทดลอง พบ
วาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากกวาในกรณีที่ใชแบบจําลอง  k-ε สวน
ในกรณี RNG น้ันผลการคํานวณที่ไดแทบจะไมมีความแตกตางจาก
แบบจําลอง k-ε เลย ในปเดียวกัน Zhu and Shih [5] ไดทําการศึกษา
เชิงตัวเลขของการไหลของ Confined jet แบบปนปวนอัดตัวไมได โดย
แบงออกเปน 3 กรณี ตามระดับของ Recirculation คือ กรณีที่ไมมี มี
ขนาดปานกลาง และมีขนาดใหญ โดยใชแบบจําลองความปนปวน k-ε 



 
 

และแบบจําลอง RRSAE (Realizable Reynolds stress algebraic 
equation model) รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากผลการคํานวณที่
ได เปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวาแบบจําลอง RRSAE ใหผล
การคํานวณที่มีความถูกตองดีกวาแบบจําลอง k-ε 

ในบทความนี้ จะทําการศึกษาคุณลักษณะของการไหลของเจ็ตแบบ
ปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต (Confined coflow jet) ดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม โดยใชแบบจําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบ
จําลองความปนปวน Standard k-ε และแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ 
(ซ่ึง Wang and Derksen [6] กลาววาเปนแบบจําลองที่สามารถใช
คํานวณคา Turbulent shear stress ของปญหาการไหลในทอกลมไดดี
กวาแบบจําลอง Standard k-ε) จากน้ันจะนําผลการคํานวณที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่พัฒนาขึ้น [7] ไปเปรียบเทียบกับ
ผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [8]   

 
2. ทฤษฎีการคํานวณ 

การไหลในที่น้ีเปนแบบปนปวนในระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ   
(x, r) โดยมีสมมติฐานวาการไหลเปนแบบอัดตัวไมไดที่สภาวะคงตัว 
และคุณสมบัติของของไหลมีคาคงที่   เน่ืองจากคาของตัวแปรในการ
ไหลแบบปนปวนจะมีคาไมคงที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา ดังน้ันจึงใชหลัก
การ Reynolds decomposition แยกสวนที่เปนคาเฉลี่ยกับสวนที่ ส่ัน 
(Fluctuation) ซ่ึงจะไดสมการความตอเน่ืองและสมการ  โมเมนตัม ดัง
ตอไปน้ี 

 
สมการความตอเน่ือง 
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สมการ x – โมเมนตัม 
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สมการ r – โมเมนตัม 
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จาก Boussinesq’s approximation กําหนดคาของ Reynolds stress 
( jiij uu ′′−= ρτ ) คือพจน uu ′′−ρ , vu ′′−ρ  และ vv ′′−ρ  ในสมการ (2) 
และ (3) ดังน้ี 
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โดยที่ tµ  คือ Eddy viscosity เม่ือแทนคา Reynolds stress น้ีลงใน 
สมการโมเมนตัม (สมการ (2) และ (3)) จะไดสมการโมเมนตัมที่ใชใน
การคํานวณ ดังตอไปน้ี 
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1) แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε [9] 
สมการ Transport ของ Turbulence kinetic energy, k และ 
Dissipation rate, ε  สําหรับพิกัดทรงกระบอก คือ 
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เม่ือ 
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สวนคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลอง k-ε มีคาดังน้ี 
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2) แบบจําลองความปนปวน k-ε-γ  [6,10] 
สมการ Transport ของ k น้ันยังคงเหมือนสมการ (7) ในขณะที่สมการ 
Transport ของ ε และ γ (Intermittency factor) คือ 
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และคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลอง k-ε-γ มีคาดังตอไปน้ี 
 
      01.k =σ ,    31.=εσ ,      01.=γσ , 
 
      3511 .C =ε ,   8012 .C =ε ,    1003 .C =ε , 
 
      6011 .C =γ ,   1502 .C =γ ,    1603 .C =γ , 
 
      090.C =µ ,   100.C =µγ  
 
 จากสมการสําหรับการไหลแบบปนปวนในแบบจําลองความ     
ปนปวนทั้ ง 2 แบบจําลอง สามารถเขียนใหอยู ในรูปแบบสมการ 
Transport ทั่วไปของตัวแปร φ (ซ่ึงแทนคาลักษณะของการไหล U, V, 
k, ε และ γ) ไดดังน้ี 
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เม่ือ  

φΓ คือ  Diffusion coefficient และ φS คือ  Source term สําหรับ
การคํ านวณจะใช ระเบียบวิธี ไฟไนตวอลุมรวมกับ  Non-uniform 
staggered grid โดยเริ่มจากการดิสครีไทซสมการของตัวแปรตาง ๆ ที่
จัดอยูในรูปแบบสมการ (16) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธยอยโดยทําการ
อินทิเกรตตลอดทั้งปริมาตรควบคุมเพื่อเปลี่ยนรูปแบบของสมการ 
Transport ดังกลาวมาเปนสมการพีชคณิตในรูปแบบทั่วไปดังน้ี 
 

φφφφφφ S  a  a  a aa WWEESSNNPP ++++=           (17) 
 
ซ่ึงคาสัมประสิทธิ์ aP, aN, aS, aE และ aW ในสมการ (17) ไดมาจาก

การประมาณคาพจนของการแพรกระจายดวย Central differencing 

scheme และพจนการพาดวย Hybrid scheme [11] สําหรับการแก
ระบบสมการพีชคณิตน้ี จะใชวิธี TDMA รวมกับการใชลําดับข้ันตอนวิธี 
SIMPLE [12] ในการคํานวณความเร็วและความดัน เพื่อใหคาของ
ความเร็วที่คํานวณไดจากสมการโมเมนตัมน้ันมีความสอดคลองกับสม
การความตอเน่ือง 
 
3. ลักษณะของปญหา 
 

2U

1U

Secondary stream

Primary stream

1D

r

x
2D

          
  รูปท่ี 1 โดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนของ Confined  

                   coflow jet 
 
 จากที่ไดกลาวมาขางตน ในงานวิจัยจะทําการศึกษาลักษณะของ
การไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต โดยใชแบบ
จําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบจําลอง Standard k-ε และ 
k-ε-γ โดยแยกพิ จารณ าออกเปน  2 กรณี  คือ  กรณี ที่  R2/R1 = 3 
( 510883Re ×= . ) และ R2/R1 = 6 ( 510767Re ×= . ) เม่ือกําหนดให 
U1/U2 = 10 และ µρ /DU 21Re =   

ในที่น้ีจะสมมติวาของไหลเปนอากาศที่มีความหนาแนน ρ เทากับ 
1.19 kg/m3 และมีความหนืดสัมบูรณ µ เทากับ 1.84x10-5 N.s/m2 
สําหรับเงื่อนไขขอบ จะกําหนดใหความเร็วที่ทางเขาเปนแบบสมํ่าเสมอ 
และใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรที่บริเวณกึ่งกลางทอ รวมทั้งทดสอบ
ความเปน Grid-independent ของการคํานวณกับกริดที่แตกตางกันสาม
ขนาด สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε รูปที่ 2 แสดง 
ผลการคํานวณของความเร็วและ Turbulent shear stress ที่ตําแหนง   
x = 10R2 สําหรับ R2/R1 = 3 จากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสาม
ขนาดคือ 721023262 ××  ,  และ 97122×  จากกราฟจะเห็นวาผลที่
ไดจากการใชกริดขนาด 72102×  และ 97122×  มีความใกลเคียงกัน
มากจึงเลือกใชกริดขนาด 72102×  ในการคํานวณ สําหรับการ
ทดสอบความเปน Grid-independent ของผลลัพธในกรณีที่ R2/R1 = 6 
ก็ใชวิธีแบบเดียวกันในการคํานวณ (ไมไดแสดงรูปในที่น้ี) ซ่ึงจาก
จํานวนกริดสามขนาดคือ 4262× , 82102×  และ 102122×  พบวา 
กริดขนาด 82102×  ใหผลลัพธที่มีลักษณะ Grid-independent แลว 
(สําหรับในกรณีที่ใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ผลของการทดสอบ
ในเร่ือง Grid-independent มีความคลายคลึงกันกับในกรณีของแบบ
จําลองความปนปวน Standard k-ε จึงไมไดแสดงรูปในที่น้ี ซ่ึงไดเลือก
ใชกริดขนาด 72102×  สําหรับกรณีที่ R2/R1 = 3 และใชกริดขนาด 

82102×  สําหรับกรณีที่ R2/R1 = 6) 
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(b) 

รูปท่ี 2 การเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนง x = 10R2  ที่ได 
          จากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
          R2/R1 = 3  

                       (a) การกระจายตัวของความเร็ว  
                (b) Turbulent shear stress  
 
4. ผลการคํานวณ 
 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณโดยใช
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ k-ε-γ ในกรณี R2/R1 = 3 
ที่ตําแหนง x = 4R2/3, x = 16R2/3 และ x = 40R2/3 ถูกนําไปเปรียบ
เทียบกับผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [8] ดังแสดงในรูป
ที่ 3 สําหรับคาอัตราสวนขนาด R2/R1 = 3 และความเร็ว U1/U2 = 10 
พบวาการไหลของ Confined coflow jet เกิดการไหลหมุนวน ซ่ึงชวง
บริเวณกอนที่จะเกิดการไหลหมุนวนและชวงหลังการเกิดการไหลหมุน
วน (ชวงที่กําลังพัฒนาเปน Fully developed flow) ที่ตําแหนง     x = 
4R2/3 และ x = 40R2/3 พบวาผลการคํานวณที่ไดน้ันมีความสอดคลอง
กันดีกับผลการทดลอง แตในชวงบริเวณที่เกิดการไหลหมุนวน เชน ที่
ตําแหนง x = 16R2/3 ผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน
ทั้ง 2 แบบจําลอง ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควร  
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(b)  
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(c) 

รูปท่ี 3 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณี R2/R1 = 3  
         (a) ที่ตําแหนง x = 4R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 16R2/3 
         (c) ที่ตําแหนง x = 40R2/3 
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(b) 
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(c) 

รูปท่ี 4 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณี R2/R1 = 6  
         (a) ที่ตําแหนง x = 4R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 16R2/3 
         (c) ที่ตําแหนง x = 40R2/3 
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(b)  

 รูปท่ี 5  ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence  
                     intensity กรณี R2/R1 = 3  
                     (a) ที่ตําแหนง x = 2R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 30R2 

 
  เม่ือเพิ่มอัตราสวนขนาด R2/R1 = 3 มาเปน R2/R1 = 6 จะพบวา
ปริมาณการไหลหมุนวนจะนอยลง ทําใหผลการคํานวณลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วที่ไดน้ันมีความสอดคลองกับผลการทดลองดี
ข้ึน อยางไรก็ตามจะสังเกตไดวาความเร็วที่ไดจากการคํานวณก็ยังไม
แสดงผลของ Adverse pressure gradient ที่เกิดข้ึนที่ ตําแหนงน้ี ดัง
แสดงในรูปที่ 4 สวนในรูปที่ 5 และ 6 แสดงลักษณะการกระจายตัวของ
คา Axial turbulence intensity และ Turbulent shear stress สําห รับ
กรณี R2/R1 = 3  ซ่ึงเม่ือเปรียบเทียบกับผลการทดลอง จะพบวาแบบ
จําลองความปนปวนทั้ง 2 แบบจําลอง ใหผลการคํานวณที่ไมดีนัก แม
วาผลลัพธที่ไดจะมีแนวโนมในทางเดียวกันกับผลการทดลองก็ตาม ทั้งน้ี
ความผิดพลาดอาจเกิดมาจากหลายสาเหตุ อาทิเชน ความคลาดเคลื่อน
ที่มาจากการใช Wall function ตรงบริเวณการไหลหมุนวน หรืออาจเกิด
มาจากการที่ประมาณพจนของ Turbulent stress ดวย Boussinesq’s 
approximation ที่ไมไดรวมผลของการเกิด Vorticity เขาไป เปนตน   
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(b)  

 รูปท่ี 6 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulent shear stress  
                intensity กรณี R2/R1 = 3  
                   (a) ที่ตําแหนง x = 10R2    (b) ที่ตําแหนง x = 30R2 

 
5. สรุปผล 
 จากการใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ k-ε-γ ใน
การทํานายลักษณะของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขตนั้น 
พบวาผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองทั้งสองนี้ไมมีความแตก
ตางกันมากนัก ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองทั้งสองนี้มีความสอด
คลองกันดีกับผลการทดลองในเรื่องของลักษณะการกระจายความเร็ว 
แต สํ าห รับ ในส วนของ  Axial turbulence intensity และ  Turbulent 
shear stress น้ันผลการคํานวณที่ได ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควรเม่ือ
เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
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