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บทคัดยอ 

บทความวิจัยน้ีนําเสนอการจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบ
สมมาตรรอบแกนของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต โดยใช
ระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมรวมกับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε 
และ k-ε-γ การวางกริดในระเบียบวิธีไฟไนตวอลุมน้ีเปนแบบเยื้องกัน
โดยกริดมีขนาดไมสมํ่าเสมอ ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วและ
คา Turbulent shear stresses ที่คํานวณไดจะถูกเปรียบเทียบผลการ
คํานวณกับผลการทดลองที่มีอยูแลว ซ่ึงจากการเปรียบเทียบพบวาผลที่
ไดจากแบบจําลอง k-ε และ    k-ε-γ น้ันมีความใกลเคียงกัน รวมท้ังมี
แนวโนมสอดคลองกับผลการทดลอง 
 
Abstract 

This paper presents a finite volume simulation of confined 
axisymmetric turbulent jets with a non-uniform staggered grid. 
Two turbulence models, the k-ε and k-ε-γ,  are used to 
approximate the turbulence effects. The resulting velocity profiles 
and Reynolds stresses are compared with the experimental data. 
It is found that both turbulence models give similar solution and 
agree well with the measurements. 
 
1. บทนํา 
 ในอดีตที่ผานมาไดมีการศึกษาวิจัยเกี่ยวกับการไหลของเจ็ตอยาง
แพรหลาย เน่ืองจากการไหลแบบเจ็ตน้ีเปนลักษณะการไหลที่มีการพบ
เห็นไดทั่วไป และมีการประยุกตใชอยางกวางขวางในงานดานทาง
วิศวกรรม เชน การผสมในหัวฉีด การจายอากาศของหัวจายในระบบ
ปรับอากาศ ฯลฯ นอกจากนั้นลักษณะการไหลแบบเจ็ตยังพบไดใน
ระบบหรือสวนที่วิศวกร และบุคคลทั่วไปอาจยังไมตระหนักถึงความ
สําคัญ ซ่ึงอาจมีสาเหตุจากการที่เจ็ตเหลาน้ีเปนที่พบเห็นไดโดยทั่วไป

อยางมากจนเกิดความเคยชิน เชน การปลอยนํ้าเสีย หรือนํ้าหลอเย็นลง
สูแมนํ้า การปลอยควันสูบรรยากาศ ซ่ึงเปนการไหลในลักษณะของเจ็ต
เชนกัน   
 ในงานวิจัยที่ผานมานั้น Rajaratnam [1] ไดทําการศึกษาลักษณะ
ของ Circular jet พบวาสามารถแบงลักษณะของเจ็ตได 3 บริเวณ คือ 
1) Potential core region ซ่ึงเปนบริเวณที่มีความเร็วสมํ่าเสมอ 2) Flow 
development region ซ่ึงอยูใกลทางออกของเจ็ต และ 3) บริเวณที่การ
ไหลมีการพัฒนาของ Shear layer  

Antonia and Bilger [2] ทําการทดลองเพื่อศึกษาการไหลของเจ็ต
ใน ก ระแ สลมต าม  (Coflow jet) โด ย ใช อุ โม งค ล ม ที่ มี  Hot wire 
anemometer สําหรับวัดคาของความเร็ว โดยในการทดลองใชอัตรา
สวนความเร็วตออากาศดานนอก (λ=uj

 /ui) มีคาเทากับ 2 และ 3.5 จาก
ผลก ารท ดลอ งพ บ ลั ก ษณ ะซิ มิ ล าริ ตี้ ข อ ง  Mean velocity แล ะ 
Turbulence intensity เม่ือ x/d มีคาตั้งแต 38 และ 152 ตามลําดับ 

Razinsky and Brighton [3] ไดทําการเสนอแบบจําลองทางทฤษฎี 
สําหรับปญหา Nonseparated mixing ของ Confined jet ซ่ึงประกอบ
ดวยเจ็ตที่มีความเร็วสูงในทอกลมหนาตัดคงที่ และตอมา Zhu and 
Shih [4] ไดทําการศึกษาเชิงตัวเลขของ Confined jets ในทอทรง
กระบอกกลม โดยใชแบบจําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบ
จําลอง RNG (Renormalization group based k-ε model) และ แบบ
จําลอง RSM (Reynolds stress equation model) เม่ือทําการเปรียบ
เทียบผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลอง RSM กับผลการทดลอง พบ
วาผลลัพธที่ไดมีความถูกตองมากกวาในกรณีที่ใชแบบจําลอง  k-ε สวน
ในกรณี RNG น้ันผลการคํานวณที่ไดแทบจะไมมีความแตกตางจาก
แบบจําลอง k-ε เลย ในปเดียวกัน Zhu and Shih [5] ไดทําการศึกษา
เชิงตัวเลขของการไหลของ Confined jet แบบปนปวนอัดตัวไมได โดย
แบงออกเปน 3 กรณี ตามระดับของ Recirculation คือ กรณีที่ไมมี มี
ขนาดปานกลาง และมีขนาดใหญ โดยใชแบบจําลองความปนปวน k-ε 



 
 

และแบบจําลอง RRSAE (Realizable Reynolds stress algebraic 
equation model) รวมกับระเบียบวิธีไฟไนตวอลุม จากผลการคํานวณที่
ได เปรียบเทียบกับผลการทดลอง พบวาแบบจําลอง RRSAE ใหผล
การคํานวณที่มีความถูกตองดีกวาแบบจําลอง k-ε 

ในบทความนี้ จะทําการศึกษาคุณลักษณะของการไหลของเจ็ตแบบ
ปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต (Confined coflow jet) ดวยระเบียบวิธี
ไฟไนตวอลุม โดยใชแบบจําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบ
จําลองความปนปวน Standard k-ε และแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ 
(ซ่ึง Wang and Derksen [6] กลาววาเปนแบบจําลองที่สามารถใช
คํานวณคา Turbulent shear stress ของปญหาการไหลในทอกลมไดดี
กวาแบบจําลอง Standard k-ε) จากน้ันจะนําผลการคํานวณที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรไฟไนตวอลุมที่พัฒนาขึ้น [7] ไปเปรียบเทียบกับ
ผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [8]   

 
2. ทฤษฎีการคํานวณ 

การไหลในที่น้ีเปนแบบปนปวนในระบบพิกัดทรงกระบอก 2 มิติ   
(x, r) โดยมีสมมติฐานวาการไหลเปนแบบอัดตัวไมไดที่สภาวะคงตัว 
และคุณสมบัติของของไหลมีคาคงที่   เน่ืองจากคาของตัวแปรในการ
ไหลแบบปนปวนจะมีคาไมคงที่เปลี่ยนแปลงตามเวลา ดังน้ันจึงใชหลัก
การ Reynolds decomposition แยกสวนที่เปนคาเฉลี่ยกับสวนที่ ส่ัน 
(Fluctuation) ซ่ึงจะไดสมการความตอเน่ืองและสมการ  โมเมนตัม ดัง
ตอไปน้ี 

 
สมการความตอเน่ือง 
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สมการ x – โมเมนตัม 
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สมการ r – โมเมนตัม 
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จาก Boussinesq’s approximation กําหนดคาของ Reynolds stress 
( jiij uu ′′−= ρτ ) คือพจน uu ′′−ρ , vu ′′−ρ  และ vv ′′−ρ  ในสมการ (2) 
และ (3) ดังน้ี 
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โดยที่ tµ  คือ Eddy viscosity เม่ือแทนคา Reynolds stress น้ีลงใน 
สมการโมเมนตัม (สมการ (2) และ (3)) จะไดสมการโมเมนตัมที่ใชใน
การคํานวณ ดังตอไปน้ี 
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1) แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε [9] 
สมการ Transport ของ Turbulence kinetic energy, k และ 
Dissipation rate, ε  สําหรับพิกัดทรงกระบอก คือ 
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เม่ือ 
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สวนคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลอง k-ε มีคาดังน้ี 
 
  3101921441090 21 .   ,.   ,.C   ,.C   ,.C k ===== εεεµ σσ  

 
2) แบบจําลองความปนปวน k-ε-γ  [6,10] 
สมการ Transport ของ k น้ันยังคงเหมือนสมการ (7) ในขณะที่สมการ 
Transport ของ ε และ γ (Intermittency factor) คือ 
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เม่ือ 
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และคาคงที่ตาง ๆ ในแบบจําลอง k-ε-γ มีคาดังตอไปน้ี 
 
      01.k =σ ,    31.=εσ ,      01.=γσ , 
 
      3511 .C =ε ,   8012 .C =ε ,    1003 .C =ε , 
 
      6011 .C =γ ,   1502 .C =γ ,    1603 .C =γ , 
 
      090.C =µ ,   100.C =µγ  
 
 จากสมการสําหรับการไหลแบบปนปวนในแบบจําลองความ     
ปนปวนทั้ ง 2 แบบจําลอง สามารถเขียนใหอยู ในรูปแบบสมการ 
Transport ทั่วไปของตัวแปร φ (ซ่ึงแทนคาลักษณะของการไหล U, V, 
k, ε และ γ) ไดดังน้ี 
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เม่ือ  

φΓ คือ  Diffusion coefficient และ φS คือ  Source term สําหรับ
การคํ านวณจะใช ระเบียบวิธี ไฟไนตวอลุมรวมกับ  Non-uniform 
staggered grid โดยเริ่มจากการดิสครีไทซสมการของตัวแปรตาง ๆ ที่
จัดอยูในรูปแบบสมการ (16) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธยอยโดยทําการ
อินทิเกรตตลอดทั้งปริมาตรควบคุมเพื่อเปลี่ยนรูปแบบของสมการ 
Transport ดังกลาวมาเปนสมการพีชคณิตในรูปแบบทั่วไปดังน้ี 
 

φφφφφφ S  a  a  a aa WWEESSNNPP ++++=           (17) 
 
ซ่ึงคาสัมประสิทธิ์ aP, aN, aS, aE และ aW ในสมการ (17) ไดมาจาก

การประมาณคาพจนของการแพรกระจายดวย Central differencing 

scheme และพจนการพาดวย Hybrid scheme [11] สําหรับการแก
ระบบสมการพีชคณิตน้ี จะใชวิธี TDMA รวมกับการใชลําดับข้ันตอนวิธี 
SIMPLE [12] ในการคํานวณความเร็วและความดัน เพื่อใหคาของ
ความเร็วที่คํานวณไดจากสมการโมเมนตัมน้ันมีความสอดคลองกับสม
การความตอเน่ือง 
 
3. ลักษณะของปญหา 
 

2U

1U

Secondary stream

Primary stream

1D

r

x
2D

          
  รูปท่ี 1 โดเมนของปญหาการไหลแบบปนปวนของ Confined  

                   coflow jet 
 
 จากที่ไดกลาวมาขางตน ในงานวิจัยจะทําการศึกษาลักษณะของ
การไหลของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขต โดยใชแบบ
จําลองความปนปวน 2 แบบจําลอง คือ แบบจําลอง Standard k-ε และ 
k-ε-γ โดยแยกพิ จารณ าออกเปน  2 กรณี  คือ  กรณี ที่  R2/R1 = 3 
( 510883Re ×= . ) และ R2/R1 = 6 ( 510767Re ×= . ) เม่ือกําหนดให 
U1/U2 = 10 และ µρ /DU 21Re =   

ในที่น้ีจะสมมติวาของไหลเปนอากาศที่มีความหนาแนน ρ เทากับ 
1.19 kg/m3 และมีความหนืดสัมบูรณ µ เทากับ 1.84x10-5 N.s/m2 
สําหรับเงื่อนไขขอบ จะกําหนดใหความเร็วที่ทางเขาเปนแบบสมํ่าเสมอ 
และใชเงื่อนไขขอบแบบสมมาตรที่บริเวณกึ่งกลางทอ รวมทั้งทดสอบ
ความเปน Grid-independent ของการคํานวณกับกริดที่แตกตางกันสาม
ขนาด สําหรับแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε รูปที่ 2 แสดง 
ผลการคํานวณของความเร็วและ Turbulent shear stress ที่ตําแหนง   
x = 10R2 สําหรับ R2/R1 = 3 จากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสาม
ขนาดคือ 721023262 ××  ,  และ 97122×  จากกราฟจะเห็นวาผลที่
ไดจากการใชกริดขนาด 72102×  และ 97122×  มีความใกลเคียงกัน
มากจึงเลือกใชกริดขนาด 72102×  ในการคํานวณ สําหรับการ
ทดสอบความเปน Grid-independent ของผลลัพธในกรณีที่ R2/R1 = 6 
ก็ใชวิธีแบบเดียวกันในการคํานวณ (ไมไดแสดงรูปในที่น้ี) ซ่ึงจาก
จํานวนกริดสามขนาดคือ 4262× , 82102×  และ 102122×  พบวา 
กริดขนาด 82102×  ใหผลลัพธที่มีลักษณะ Grid-independent แลว 
(สําหรับในกรณีที่ใชแบบจําลองความปนปวน k-ε-γ ผลของการทดสอบ
ในเร่ือง Grid-independent มีความคลายคลึงกันกับในกรณีของแบบ
จําลองความปนปวน Standard k-ε จึงไมไดแสดงรูปในที่น้ี ซ่ึงไดเลือก
ใชกริดขนาด 72102×  สําหรับกรณีที่ R2/R1 = 3 และใชกริดขนาด 

82102×  สําหรับกรณีที่ R2/R1 = 6) 
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(b) 

รูปท่ี 2 การเปรียบเทียบผลการคํานวณที่ตําแหนง x = 10R2  ที่ได 
          จากการใชจํานวนกริดที่แตกตางกันสามขนาดในกรณีที่ 
          R2/R1 = 3  

                       (a) การกระจายตัวของความเร็ว  
                (b) Turbulent shear stress  
 
4. ผลการคํานวณ 
 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วที่ไดจากการคํานวณโดยใช
แบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ k-ε-γ ในกรณี R2/R1 = 3 
ที่ตําแหนง x = 4R2/3, x = 16R2/3 และ x = 40R2/3 ถูกนําไปเปรียบ
เทียบกับผลการทดลองของ Razinsky and Brighton [8] ดังแสดงในรูป
ที่ 3 สําหรับคาอัตราสวนขนาด R2/R1 = 3 และความเร็ว U1/U2 = 10 
พบวาการไหลของ Confined coflow jet เกิดการไหลหมุนวน ซ่ึงชวง
บริเวณกอนที่จะเกิดการไหลหมุนวนและชวงหลังการเกิดการไหลหมุน
วน (ชวงที่กําลังพัฒนาเปน Fully developed flow) ที่ตําแหนง     x = 
4R2/3 และ x = 40R2/3 พบวาผลการคํานวณที่ไดน้ันมีความสอดคลอง
กันดีกับผลการทดลอง แตในชวงบริเวณที่เกิดการไหลหมุนวน เชน ที่
ตําแหนง x = 16R2/3 ผลการคํานวณที่ไดจากแบบจําลองความปนปวน
ทั้ง 2 แบบจําลอง ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควร  
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(c) 

รูปท่ี 3 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณี R2/R1 = 3  
         (a) ที่ตําแหนง x = 4R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 16R2/3 
         (c) ที่ตําแหนง x = 40R2/3 
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(b) 
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(c) 

รูปท่ี 4 ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว กรณี R2/R1 = 6  
         (a) ที่ตําแหนง x = 4R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 16R2/3 
         (c) ที่ตําแหนง x = 40R2/3 
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(b)  

 รูปท่ี 5  ลักษณะการกระจายตัวของคา Axial turbulence  
                     intensity กรณี R2/R1 = 3  
                     (a) ที่ตําแหนง x = 2R2/3 (b) ที่ตําแหนง x = 30R2 

 
  เม่ือเพิ่มอัตราสวนขนาด R2/R1 = 3 มาเปน R2/R1 = 6 จะพบวา
ปริมาณการไหลหมุนวนจะนอยลง ทําใหผลการคํานวณลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วที่ไดน้ันมีความสอดคลองกับผลการทดลองดี
ข้ึน อยางไรก็ตามจะสังเกตไดวาความเร็วที่ไดจากการคํานวณก็ยังไม
แสดงผลของ Adverse pressure gradient ที่เกิดข้ึนที่ ตําแหนงน้ี ดัง
แสดงในรูปที่ 4 สวนในรูปที่ 5 และ 6 แสดงลักษณะการกระจายตัวของ
คา Axial turbulence intensity และ Turbulent shear stress สําห รับ
กรณี R2/R1 = 3  ซ่ึงเม่ือเปรียบเทียบกับผลการทดลอง จะพบวาแบบ
จําลองความปนปวนทั้ง 2 แบบจําลอง ใหผลการคํานวณที่ไมดีนัก แม
วาผลลัพธที่ไดจะมีแนวโนมในทางเดียวกันกับผลการทดลองก็ตาม ทั้งน้ี
ความผิดพลาดอาจเกิดมาจากหลายสาเหตุ อาทิเชน ความคลาดเคลื่อน
ที่มาจากการใช Wall function ตรงบริเวณการไหลหมุนวน หรืออาจเกิด
มาจากการที่ประมาณพจนของ Turbulent stress ดวย Boussinesq’s 
approximation ที่ไมไดรวมผลของการเกิด Vorticity เขาไป เปนตน   
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(b)  

 รูปท่ี 6 ลักษณะการกระจายตัวของคา Turbulent shear stress  
                intensity กรณี R2/R1 = 3  
                   (a) ที่ตําแหนง x = 10R2    (b) ที่ตําแหนง x = 30R2 

 
5. สรุปผล 
 จากการใชแบบจําลองความปนปวน Standard k-ε และ k-ε-γ ใน
การทํานายลักษณะของเจ็ตแบบปนปวนในบริเวณจํากัดขอบเขตนั้น 
พบวาผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชแบบจําลองทั้งสองนี้ไมมีความแตก
ตางกันมากนัก ซ่ึงผลลัพธที่ไดจากแบบจําลองทั้งสองนี้มีความสอด
คลองกันดีกับผลการทดลองในเรื่องของลักษณะการกระจายความเร็ว 
แต สํ าห รับ ในส วนของ  Axial turbulence intensity และ  Turbulent 
shear stress น้ันผลการคํานวณที่ได ยังไมมีความถูกตองเทาที่ควรเม่ือ
เปรียบเทียบกับผลการทดลอง 
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