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บทคัดยอ

บทความนี้มีวัตถุประสงคเพื่อวิเคราะหหาคาความเร็วสูงสุดที่
เหมาะสมกับรถที่แลนในสนามแขงขันที่กํ าหนด โดยใชวิธีมีนนิมัมไทม
ออปติไมตเซชัน (Minimum time optimization) หาคํ าตอบจากแบบ
จํ าลองทางคณิตศาสตรการเคลื่อนที่อยางงายของรถแขง ซ่ึงมีเงื่อนไข
บังคับเปนสมการกํ าหนดเสนทางวิ่งรูปทรงเรขาคณิต พรอมทั้งกํ าหนด
ชวงขอบเขตแรงขับเคลื่อนและแรงเบรกเปนคาสูงสุดและตํ่ าสุดตาม
ลํ าดับ

บทความนี้เปนประโยชนอยางมากตอนักแขงในการกํ าหนดชวง
จังหวะในการใชความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมในแตละชวงของสนามแขง
ขันเพราะรูคาความเร็วสูงสุดที่ปลอดภัยในแตละชวงของสนามแขงขัน 
แลว โดยไมตองอาศัยประสบการณมาตัดสินใจเพียงอยางเดียว อีกทั้ง
ยังเปนการสรางความมั่นใจใหกับนักขับอีกทางหนึ่ง

Abstract
The purpose of this paper is to analysis optimum maximum

velocity of a racing car along the given path by using the
minimum time optimization method. The simple mathematical
model are the equations of motion with geometrical path
constraints, also total driving and braking forces are upper and
lower bounds, respectively.

 The usefulness of this paper is to predict optimum
maximum velocity of a racing car for driver to know. The driver
can plan to use maximum velocity at each circuit path suitable
safety velocity limit and ensure self-confident to drive.

1. บทนํ า
การออปติไมตเซชัน (Optimization) เปนวิธีการหรือเคร่ืองมือทาง

คณิตศาสตรที่นํ ามาใชโดยมีจุดประสงคเพื่อหาคาที่เหมาะสมที่สุด ซ่ึงคา
เหมาะสมที่สุดน้ีเปนไดทั้งคาที่ตํ่ าสุดหรือคาสูงสุด ตัวอยางการหาคาตํ่ า
สุดที่เหมาะสมเชน การลดนํ้ าหนักของคานรองรับใหตํ่ าที่สุดโดยคา
ความแข็งแรงยังคงเปนที่ยอมรับได, การคํ านวณเวลาที่นอยที่สุดในการ
เคลื่อนที่จากจุดหน่ึงไปยังอีกจุดหน่ึง สวนตัวอยางการหาคาสูงสุดที่
เหมาะสมเชน การออกแบบเครื่องยนตใหมีสมรรถนะสูงสุด, การหาคา
ความเร็วสูงสุดในการเคลื่อนที่ เปนตน ดังน้ัน เปาหมายของการออปติ
ไมตเซชัน (Optimization) ทํ าเพื่อใหมีความคุมคาที่สุดทั้งดานการลง
ทนุ พลังงาน การใชประโยชนและความปลอดภัยน่ันเอง

ไดมีการนํ าเอาวิธีการออปติไมตเซชัน (Optimization) มาใชในการ
ออกแบบสนามแขงและออกแบบรถแขงเพื่อเพิ่มสมรรถนะของรถให
สามารถทํ าความเร็วใหสูงที่สุดเทาที่จะทํ าได    และไดมีการสราง   จี-จี
ไดอะแกรม (g-g planar diagrams) ข้ึนมาเพื่อใชวิเคราะหหาสมรรถนะ
ของรถแขง [1] การคํ านวณหาคาความเร็วเฉลี่ยของรถที่วิ่งในสนามแขง
[1] การหาเสนแนววิ่ง (Racing line) ที่เหมาะสมที่จะสามารถผานโคง
ไปไดดวยเวลาที่นอยที่สุด [2] การคํ านวณหามุมเลี้ยว แรงขับเคลื่อน 
แรงเบรก น้ํ าหนักที่เหมาะสมในอันที่จะทํ าใหเพิ่มความเร็วใหกับรถแขง 
[3,4,5,6] ซ่ึงงานวิจัยตางๆ เหลานี้ก็ไดนํ ามาใชกับการแขงรถในดาน
การปรับแตงหรือปรับปรุงใหรถแขงมีสมรรถนะที่พรอมที่สุดสํ าหรับการ
แขงขัน สวนในดานของนักขับก็ไดมีการวางแผนในการขับข่ีโดยอาศัย
ขอมูลตางๆ ที่ไดจากการวิจัย และจากการฝกซอม

แตปญหาตางๆ ในเร่ืองความเร็วสูงสุดของการแขงขันรถยนตก็ยัง
ไมหมดไป เน่ืองจากวามีตัวแปรที่เกี่ยวของกับความเร็วของรถแขงอยู
มากมาย ซ่ึงงานวิจัยแตละงานก็ไมสามารถทํ าการแกไขไดทั้งหมด อาจ
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จะดวยเหตุผลทางดานเวลา งบประมาณ เครื่องมือ ความซับซอนของ
ปญหา ฯลฯ

ปญหาหนึ่งที่ยังไมไดรับการแกไขหรือใหคํ าตอบที่ชัดเจนอีก
ปญหาหน่ึงน่ันก็คือ ปญหาในเรื่องการทํ านายคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะ
สมกับรถแขงและสภาพของสนามแขงขัน วาคาความเร็วสูงสุดที่รถแขง
ยังทํ าไดจะมีขีดจํ ากัดสูงสุดเปนเทาใดโดยที่จะไมหลุดหรือไถลออกนอก
เสนทางหรือสนามแขง ซ่ึงหากสามารถหาคํ าตอบนี้ไดก็จะเปน
ประโยชนตอนักแขงในการที่จะใชเปนขอมูลในการวางแผนการขับ ใน
การเลือกใชความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมในแตละชวงของสนามแขงขัน ใน
สนามแขงจะมีจุดที่เปนจุดวิกฤตที่สุดอยูที่โคงตางๆ เน่ืองจากวาจะมีคา
ความเร็วที่เหมาะสมที่สุดเพียงคาเดียวเทาน้ันที่จะแลนผานไปไดดวย
ความเร็วสูงสุดที่เหมาะสม ซ่ึงหากรูคาความเร็วน้ีแลวก็จะเปนการเพิ่ม
ความมั่นใจในการขับใหกับนักแขงโดยไมตองกังวลกับปญหาวาจะใช
ความเร็วสักเทาใดในการเขาโคง ซ่ึงในปจจุบันน้ีนักแขงยังคงใชความใจ
กลาและประสบการณมาเปนตัวกํ าหนดในการเลือกใชความเร็วที่นักขับ
เองคิดวาเร็วสูงสุดและปลอดภัยจากการลื่นไถล ดวยการกระทํ าเชนน้ีที่
เราพบเห็นน่ันก็คือมักเกิดอุบัติเหตุจนไมสามารถแขงขันจนจบครบรอบ
การแขงขัน น่ันเอง

บทความนี้จึงมุงไปยังการหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถ
แขง ดวยการสรางแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรการเคลื่อนที่ของรถแขง
ในรูปแบบอยางงายข้ึนมา โดยมีลักษณะรูปรางของสนามหรือเสนทาง
วิ่งเปนเงื่อนไข สวนขีดจํ ากัดลางและขีดจํ ากัดบนนั้นจะใชแรงเบรกและ
แรงขับเคลื่อนที่อานไดจากเครื่องมือวัดซ่ึงสวนใหญมีติดตั้งอยูที่รถแขง
แลวมาเปนตัวกํ าหนด แลวใชวิธีการออปติไมตเซชัน (Dynamic 
Optimization) แกปญหาเพื่อหาเวลาที่นอยที่สุดในการเคลื่อนที่ซ่ึงเปน
คํ าตอบที่เหมาะสม

2. ทฤษฎี
2.1 ทฤษฎีการออปติไมตเซชัน (Optimization)

การออปติไมตเซชัน (Optimization) เปนการหาคาเวกเตอรที่ทํ า
ใหฟงกชันมีคาตํ่ าสุดหรือคาสูงสุดที่เหมาะสม ซ่ึงปญหาทางดาน
วิศวกรรมสวนใหญโดยทั่วไปจะมีอยูสองกรณี [7,8,9] ดังน้ี กรณีแรก
ปญหาเปนแบบไมข้ึนกับเวลา (Static Optimization) มีรูปแบบสมการ
เปน

( ) ( )nxxxxJ ,...,, 21ƒ=ƒ= (1)

โดยจะมีรูปแบบของเงื่อนไขอยู 3 รูปแบบคือ
1. เปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstrained Optimization)
2. เปนแบบมีสมการเปนเงื่อนไข (Equality Constraints) คือ

( ) mlxxxg nl ,...,1,  0,...,, 21 == (2)

3. เปนแบบมีอสมการเปนเงื่อนไข (Inequality Constraints) คือ

( ) mlxxxc nl ,...,1,  0,...,, 21 =≤ (3)

และอาจจะมีการกํ าหนดชวงหรือขอบเขตของตัวแปรดวยหรือไมก็
ได ซ่ึงมีรูปแบบการกํ าหนดดังน้ีคือ

nixxx U
i

L
i ,...,1, =≤≤ (4)

กรณีที่สองปญหาเปนแบบข้ึนกับเวลา (Dynamic Optimization) มี
รูปแบบสมการเปน

( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxxJ n,...,, 21ƒ=ƒ= (5)

โดยทั่วไปแลวปญหาทางดานวิศวกรรมจะบงบอกลักษณะจํ าเพาะ
ของพฤติกรรมอยูในรูปแบบสมการเชิงอนุพันธ (Differential Equation 
Form) โดยตั้งอยูบนกฎพื้นฐานทางกายภาพ ตัวอยางเชน การเคลื่อนที่
ของยานยนตก็จะตั้งอยูบนกฎพื้นฐานทางกลศาสตร การถายเทความ
รอนจากหองสูบรรยากาศก็จะตั้งอยูบนกฎพื้นฐานทางเธอรโมไดนามิกส 
ดังน้ัน สมการโดยทั่วไปของระบบวิศวกรรมจะมีรูปแบบเปนสมการ
อนุพันธ ดังน้ี

( ) nituuxxx mnii ,...,1,  ,,...,,,..., 11 =ƒ=& (6)

เม่ือ xi เปนตัวแปรบอกสภาวะของระบบ (state variable)
ui เปนตัวแปรควบคุมระบบ (control variable)
t เปนเวลา (time)

จากสมการที่ (6) หากกํ าหนดคาเริ่มตนและชวงเวลาที่พิจารณา
( ) fttt tx ≤≤00 ,  จะสามารถหาคาตํ่ าสุดหรือคาสูงสุดที่เหมาะ

สมไดจากสมการดังตอไปน้ี

( ) ( )dt,...,uu,...,xxtL,...,xxtΦJ mn

t

t
ftn

f

111 ,,,
0

∫+= (7)

โดยมีรูปแบบของเงื่อนไขอยู 3 รูปแบบเชนกันคือ
1. เปนแบบไมมีเงื่อนไข (Unconstrained Optimization)
2. เปนแบบมีสมการเปนเงื่อนไข (Equality Constraints) คือ

( ) mlxxxtg nl ,...,1,  0,...,,, 21 == (8)

3. เปนแบบมีอสมการเปนเงื่อนไข (Inequality Constraints) คือ

( ) mlxxxtc nl ,...,1,  0,...,,, 21 =≤ (9)

ทั้งน้ีในการแกปญหาที่ข้ึนกับเวลามีความจํ าเปนที่จะตองระบุเวลา
ของสภาวะเริ่มตนและสภาวะสุดทาย ซ่ึงโดยทั่วไปแลวสามารถทํ าการ
ระบุได 2 รูปแบบ ดังน้ี

แบบกํ าหนดเวลาสุดทาย (Fixed Final Time)
แบบไมกํ าหนดเวลาสุดทาย (Variable Final Time)



ซ่ึงการหาคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมของรถแขงจะตองใช
ลักษณะการกํ าหนดชวงเวลาสุดทายเปนแบบไมกํ าหนดเวลาสุดทาย
(Variable Final Time) ในการแกปญหา

2.2 ทฤษฎีการเคลื่อนท่ีของรถแขง
ในขณะที่รถเคลื่อนที่ไปน้ันจะตองมีการเรง การเบรก การเลี้ยวโคง

หรือการเคลื่อนที่ผานถนนขรุขระ ซ่ึงจะทํ าใหรถเกิดการเคลื่อนที่ในแนว
แกนทั้งสามแกน [10,11,12,13] คือ การเรงหรือเบรกเกิดการเคลื่อนที่
ข้ึนลง (Pitch) การเคลื่อนที่ผานถนนขรุขระเกิดการเหวี่ยงซายขวา
(Yaw) และขณะเลี้ยวโคงจะทํ าใหเกิดการเอียง (Roll) พิจารณาไดจาก
ระบบแกนตามกฎมือขวา ดังรูปที่ 1

ค
ร

ร

ระบบการเคลื่อนที่เชิงหมุน (Rotational Systems)

∑ = xxxx IT α (N)      (13)

∑ = yyyy IT α (N)      (14)

∑ = zzzz IT α (N)      (15)

โดยที่

gdrrrfarf RRRRRFFm
g

W
dt

xdm −−−−−+==2

2     (16)

เม่ือ axd
=2

2
   2

m

รูปที่ 1 ระบบแกนของยานยนต (SAE Vehicle Axis System)

ในการเคลื่อนที่ของยานยนตโดยทั่วไปแลวจะพรรณนาไดดวย
วามเร็วในการเคลื่อนที่ของระบบแกนของยานยนตเปรียบเทียบกับ
ะบบแกนของโลก พิจารณาจากรูปที่ 2

dt  s

Ff = tractive effort of the front tire (N)
Fr = tractive effort of the rear tire (N)
Ra = aerodynamic resistance (N)
Rrf = resistance of the front tire (N)
Rrr = resistance of the rear tire (N)
Rd = drawbar load (N)
Rg = grade resistance (N)

2.3 การทรงตัวของรถแขงบนทางโคง
ในขณะที่รถยนตเลี้ยวโคงน้ัน [14] ลอหนาจะหันเอียงไปทางดานที่

ตองการเลี้ยว แตลอหลังทั้งสองจะหันเอียงไมเทากัน ลอดานในจะเอียง
มากกวาลอดานนอก ซ่ึงการเลี้ยวโคงน้ันจะทํ าใหเกิดแรงเหวี่ยงหนีศูนย
รูปที่ 2 การเคลื่อนที่ของยานยนตในระบบแกนโลก

โดยการใชกฎขอที่สองของนิวตัน พิจารณาการเคลื่อนที่ทั้งสอง
ะบบคือเชิงเสนและเชิงหมุนจะไดสมการในการเคลื่อนที่ของรถดังน้ี

ระบบการเคลื่อนที่เชิงเสน (Translational Systems)

∑ = xx maF (N)      (10)

∑ = yy maF (N)      (11)

∑ = zz maF (N)      (12)

กลางกระทํ ากับรถยนตตรงจุดศูนยกลางมวล ดังรูปที่ 3
รูปที่ 3 แรงเหว่ียงหนีศูนยกลางกระทํ ากับรถยนตในขณะเลี้ยวโคง

ดังน้ันรถจะเริ่มพลิกควํ่ าเม่ือ โมเมนตพลิกควํ่ าเทากับโมเมนตทรง
ตัว ทํ าใหสามารถคํ านวณหาคาความเร็วที่รถจะเร่ิมพลิกควํ่ าไดดังน้ี
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แตโดยทั่วๆไปแลวถนนจะมีการออกแบบใหมีมุมเอียงที่ทางโคงอยู
แลว เพื่อลดคาโมเมนตพลิกควํ่ าและเพิ่มคาโมเมนตทรงตัว ดังรูปที่ 4

gd RR ,  เปนคารวมกันทั้งหมดและเรียกวา 
zyx FFF ,,  ตามแนวแกน

zและyx   ,  ตามลํ าดับ
กํ าหนดใหรถแขงมีมวลรวมทั้งหมดเทากับ 500 กก. และใหแรงขับ

เคลื่อนและแรงเบรกมีคาเทากับ 100 และ –100 นิวตัน โดยใหรถแขงวิ่ง
ในสนามแขงรูปวงกลมมีรัศมี 20 ม. ถนนเรียบและรถไมเคลื่อนที่ในแนว
แกน z  ทํ าใหไดสมการตางๆ ดังตอไปน้ี
รูปที่ 4 การทรงตัวของรถยนตบนทางโคง

ดังน้ันหากพิจารณาจากรูปที่ 4 ขณะรถยนตเขาโคงอาจจะเกิดเหตุ
การณได 2 กรณี คือ

กรณีแรกคือ รถยนตพลิกควํ่ ารอบแกน A-A ดังน้ันความเร็วสูงสุด
ที่ทํ าใหรถเร่ิมพลิกควํ่ าก็คือ
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กรณีที่สองคือ รถยนตลื่นไถลออกนอกถนน เน่ืองจากแรงเสียด
ทานระหวางยางกับพื้นถนนไมเพียงพอ และความเร็วสูงสุดที่ทํ าใหเร่ิม
มีการลื่นไถลคือ
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เม่ือ r  = รัศมีโคง (m)
h = ความสูงของศูนยกลางมวล (m)
t  = ระยะหางลอซายและขวา (m)
θ = ความเอียงของถนน (องศา)
µ = สัมประสิทธิ์ความเสียดทาน
g = ความเรงจากแรงโนมถวง (m/s2)

3. การวิเคราะหหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขง
จากสมการที่ (10), (11) และ (12) เปนสมการการเคลื่อนที่อยาง

งายที่สุดของรถแขงโดยใหคาตัวแปรตางๆ เชน rrrfarf RRRFF ,,,,
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กํ าหนดแกน x y และ z  ดังตอไปน้ี

zxyxxx === 321    ,   ,      (21)

สนามแขงเปนรูปวงกลมมีขนาดดังน้ี

0400,  2
2

2
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22
2

2
1 =−+=+ xxrxx               (22)

รูปที่ 5 แสดงจุดเริ่มตนและจุดส้ินสุดของรถที่วิ่งในสนามแขง (r=20 m)

จากสมการที่ (6) ทํ าการจัดรูปสมการและตัวแปรจากสมการที่ (20)-
(22) ไดดังน้ี
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ที่เวลาเริ่มตน ( ) fttt tx ≤≤00 ,  ที่สภาวะเริ่มตนตัวแปรตางๆ มี
คาดังน้ี
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จุดเริ่มและส้ินสุด

r



ที่เวลาสุดทาย ( ) ff ttt tx ≤≤0,  ที่สภาวะสุดทายตัวแปรตางๆ มี
คาดังน้ี
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ทํ าการหาคํ าตอบคือคา ( ) ( ) ??, 54 == ff txtx  ซ่ึงก็คือคา

21  และ xx &&  (ความเร็วสุดทายที่สูงสุด) โดยใชโปรแกรมแมทแลบ
(Matlab) คํ าตอบที่ไดก็คือคาความเร็วสูงสุดที่เหมาะสมกับรถแขงคันน้ี
น่ันเอง

4. ผลการวิเคราะหหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขง รูปที่ 8 ขีดจํ ากัดลางและบนของแรงตามแนวแกน x
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รูปที่ 6 การเคลื่อนที่ตามแนวแกน x
รูปที่ 9 การเคลื่อนที่ตามแนวแกน y
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รูปที่ 7 ความเร็วในการเคลื่อนที่ตามแนวแกน x
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รูปที่ 10 ความเร็วในการเคลื่อนที่ตามแนวแกน y
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100
รูปที่ 11 ขีดจํ ากัดลางและบนของแรงตามแนวแกน y

5. สรุป
ดวยการใชวิธีการออบติไมตเซชัน (Optimization) เขามาแก

ปญหาหลังจากที่ไดทํ าการสรางแบบจํ าลองทางคณิตศาสตรในรูปแบบ
สมการการเคลื่อนที่อยางงายที่สุดของรถแขงแลวผลปรากฏวาสามารถ
หาคํ าตอบของคาความเร็วสูงสุดของรถแขงที่เหมาะสมได แตทั้งน้ียังไม
ไดใชสมการที่ (17) (18) และ (19) มาตรวจสอบคาความเร็วที่หาได แต
ผลลัพธที่ไดจากการวิเคราะหน้ีก็สามารถยืนยันไดวา วิธีการออบติไมต
เซชัน (Optimization) มีศักยภาพเพียงพอที่จะนํ าไปใชในการแกปญหา
การหาคาความเร็วสูงสุดของรถแขงได

ดังน้ัน สามารถที่จะนํ าเอาหลักการนี้ไปแกไขสมการการเคลื่อนที่
ใหเสมือนจริงไดตอไปในอนาคต
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