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บทคัดยอ

ในการทํานายพฤติกรรมทางพลศาสตรของโครงสรางทางกล เพื่อ
นําไปออกแบบวิธีควบคุมการสั่นของโครงสราง สามารถทําไดหลายวิธี
เชนการสรางแบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตของโครงสรางเปนตน อยางไร
ก็ตามจากความไมสมบูรณของการยึดขอตอโครงสราง และคุณสมบัติ
วัสดุเองทําใหคาสภาวะขอบเขต มวลและความแข็งตึงสปริงรวมถึงการ
หนวงของโครงสรางจริงมีแนวโนมที่จะตางไปจากแบบจําลอง การ
ทดสอบโมดัลจะใชเพื่อสรางแบบจําลองทางโหมดการสั่นที่ใหความถูก
ตองของแบบจําลองพลศาสตรที่แมนยํากวา ซ่ึงในการศึกษานี้จะแสดง
ใหเห็นวา จากแบบจําลองโมดัลของคานยื่นซ่ึงไดมาจากการทดสอบ
และดึงขอมูลโหมดการสั่นดวยเทคนิคโพลีเรฟเฟอเรนซ จะใหความถูก
ตองของแบบจําลองที่สามารถนําไปควบคุมการสั่นของโครงสรางได
อยางมีประสิทธิภาพ ดังแสดงการศึกษาทดลองเชิงตัวเลขของระบบ
ควบคุมแบบปอนกลับความเร็วคาลบ เพื่อเพิ่มสัมประสิทธิ์การหนวงให
กับโหมดการสั่น ซ่ึงความถูกตองของโหมดที่ใชในแบบจําลองจะมีผล
ตอประสิทธิภาพในการควบคุมลดการสั่น

Abstract
For design of active vibration control, prediction of dynamic
behaviour of a mechanical structure can be obtained from several
techniques, for example, finite element modelling of a structure.
However, non-ideal structural joints and material properties are
resulted to differ boundary conditions and physical properties of a
real structure from those of the model. Nevertheless, modal
testing is an experimental technique used for obtaining more

descriptive model of a real structure. In this study, modal models
of cantilever beams, is constructed from experimental modal data
using the Polyreference technique. The models are provided with
more accurate prediction to perform active vibration control of the
structures. Performance of a negative velocity feedback controller
is studied to damping augmenting of vibrational modes. An
accuracy of the modes is effected to performance of structural
vibration suppression.

1. บทนํา
โครงสรางทางกลที่มีลักษณะผนังบาง (Thin-walled structures) มี

แนวโนมที่จะเกี่ยวของกับปญหาดานการสั่นสะเทือนเม่ือเผชิญสภาวะ
การรบกวนจากภายนอก เน่ืองจากโครงสรางมีความแข็งตึงสปริง
(Stiffness) ของโครงสรางเองคอนขางต่ํา ฉะน้ันแลวจึงนับเปนปญหา
ประการหน่ึงในการออกแบบระบบโครงสรางน้ําหนักเบาตางๆ ที่จะตอง
พิจารณาวิธีแกปญหาการรบกวนที่จะมีผลตอการสั่นโครงสรางในข้ัน
ตอนการออกแบบ

วิธีการควบคุมการสั่นของโครงสรางผนังบางทําไดดวยกันหลายวิธี 
เชนวิธีการแบบพาสซีฟ (Passive control) โดยการเพิ่มการหนวง
(Damping) เสริมเขาไปในโครงสราง ซ่ึงแบบจําลองทางคณิตศาสตร
ของโครงสรางมีสวนนํามาใชชวยตัดสินใจในการแกไขปญหาการสั่นได 
ในอีกวิธีการหนึ่งของการควบคุมการสั่นโดยเฉพาะอยางยิ่งในโครงสราง
ผนังบางคือวิธีการแบบแอกทีฟ (Active control) ซ่ึงอาศัยอุปกรณหยั่ง
สัญญาณและกระตุนควบคุม (Sensor/actuator) หรืออาจรวมกับตัว
ประมวลผลสัญญาณแบบดิจิตอล (Digital signal processor) เพื่อ
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คํานวณสั่งการควบคุมดวยอัลกอริทึมการคํานวณที่ซับซอนได ซ่ึงการ
ควบคุมโหมดการสั่นที่เดน (Mode of vibration) ถือเปนการควบคุมที่
สามารถลดระดับการสั่นไดมีประสิทธิภาพ  [1] ในตัวระบบควบคุม
(Controller) บางระบบตองการแบบจําลองคณิตศาสตรที่ใหความถูก
ตองของโหมดโครงสรางจริงที่ตองการควบคุม ดังน้ันการทดสอบโครง
สรางเพื่อนําผลที่ไดมาชวยสรางแบบที่ถูกตองจึงมีความจําเปน

การทดสอบโมดัล (Modal testing) เปนวิธีการทางการทดลองเพื่อ
ใหไดขอมูลที่พอเพียงในการนําไปสรางแบบจําลองคณิตศาสตรเชิง
โหมด (Modal model) ซ่ึงนับตั้งแตยุคแรกๆ ของการพัฒนาอัลกอริทึม
ในการคํานวณเพื่อสรางแบบจําลองทางโหมดมีทั้งการพัฒนาโดยใชขอ
มูลการสั่นที่ทดสอบในโดเมนเวลาและโดเมนความถี่ ซ่ึงวิธีการในทาง
ความถี่จะเห็นโหมดการสั่นที่เดนไดชัดเจนและสามารถดึงขอมูลทาง
โหมด (Modal data) คือ ความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies)
อัตราสวนการหนวง (Damping ratio) และรูปรางการสั่น (Mode
shapes) เหลานี้ออกมา ยกตัวอยางวิธีการทางความถี่คือ เทคนิคเลือก
ยอด (Peak Picking) [2] หรือเปนการประมาณแตละยอดโหมดการสั่น
ของฟงกชันตอบสนองความถี่ (Frequency Response Function, FRF)
ที่ไดจากความสัมพันธสเปกตรัมปริมาณออกหารดวยสเปกตรัมปริมาณ
เขาระบบ หรือเม่ือมองเปนฟงกชันเชิงซอน FRF จะเปนการประมาณ
แบบจําลองดวยเทคนิค Circle Fit ซ่ึงวิธีการเชนน้ีสามารถใชไดดีใน
กรณีที่ระบบมีการหนวงไมมากและโหมดการสั่นคอนขางแยกเดนจาก
กันชัดเจน แตสําหรับในกรณีที่โหมดการสั่นมีการหนวงมากและมีโหมด
การสั่นที่เกิดชิดกัน วิธีการเทคนิคแบบใชขอมูลโหมดในแกนเวลาจะ
เหมาะสมกวา เชนเทคนิคเอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Complex
exponential) [2] เทคนิคอิบราฮิม (Ibrahim Time Domain, ITD) [3]
หรือเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ (Polyreference) [4] โดยเทคนิคโพลี
เรฟเฟอรเรนซถูกพัฒนาใหสามารถใชกับการกระตุนพรอมกันหลายจุด
และวัดสัญญาณออกจากหลายจุดวัดได ซ่ึงเหมาะกับโครงสรางขนาด
ใหญที่การกระตุนเพียงจุดเดียวไมสามารถทําใหเกิดการพริ้วไหวตอบ
สนองทั้งโครงสรางได เชน โครงสรางเครื่องบิน ตูโบกี้รถไฟ เปนตน ซ่ึง
ในงานวิจัยน้ีจะไดทําการแสดงการใชเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซเพื่อ
สรางแบบจําลองคณิตศาสตรเชิงโหมดของโครงสรางคานยื่น และแสดง
ผลความถูกตองของแบบจําลองเทียบกับผลการทดสอบ และในสวนที่
สองจะเปนการแสดงใหเห็นวา ความสําคัญของแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรที่ถูกตองในงานควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟ ซ่ึงจะเปรียบ
เทียบระหวางตัวควบคุมที่สรางจากแบบจําลองดวยเทคนิคไฟไนตอิลิ
เมนต แบบจําลองทางโหมดจากการทดสอบที่ถูกตอง และแบบจําลอง
ทางโหมดที่ผิดพลาด

2. ทฤษฏี
2.1 แบบจําลองพลศาสตรโมดัล
พิจารณาสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางกล
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กรณีที่ไมมีเทอมการหนวงหรือในรูปปญหาทางไอเกน (Eigenproblem)

}{}]){[]([ 2 fxMK =−ω (2)

ถาให ])[]([)]([ 2 MKZ ωω −=

}{})]{([ fxZ =ω (3)

ดังน้ัน }{)]([}{ 1 fZx −= ω (4)

โดยอินเวอรสเมตริกซ 1)]([ −ωZ  นิยามเปนเมตริกซ FRF ในเทอม
Receptance )]([ ωα  และให ][Φ  เปนเมตริกซไอเกน
(Eigenmatrix)
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ในกรณีที่มีเทอมการหนวงหรือมีเมตริกซ ][C  จะไดฟงกชัน
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โดย rs คือคาไอเกนวาลู เทากับ 21 rrrrr is ζωζω −±−=  โดย rζ

คือคาอัตราสวนการหนวง (Damping ratio) ซ่ึงตัวแปรเชิงโหมดในแบบ
จําลองคณิตศาสตรตามสมการที่ (8) ซ่ึงแสดง FRF ที่กระตุน ณ จุด k
และวัดหยั่งสัญญาณออก ณ จุด j ประกอบดวย ความถี่ธรรมชาติที่แต
ละโหมด r, rω  คาอัตราสวนการหนวงที่แตละโหมด rζ  และคาคงที่
โหมด ณ จุดวัด j, jrφ  หรือเปนเทอมหน่ึงในไอเกนเวกเตอร
2.2 เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ
เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ (Polyreference Complex Exponential)
เปนเทคนิคการหาโมดัลพารามิเตอรดวยวิธีน้ีถูกพัฒนามาจากเทคนิค
เอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Complex Exponential) และเทคนิคกําลังสอง
นอยสุดของเอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Least-Square Complex
Exponential) [5] เพื่อเพิ่มความสามารถใหกับเทคนิคทั้งสองใหสามารถ
วิเคราะหปญหาแบบ Multiple Input – Multiple Output (MIMO) ได ซ่ึง
ในการวิเคราะหปญหาแบบ Single Input – Single Output (SISO)
และ SIMO



สําหรับการหาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคน้ีเราจะเริ่มจากสมการอิม
พัลสโดยนําสมการที่ (8) พิจารณาในโดเมนเวลา สําหรับจุดวัดที่ “j” ตอ
แรงที่กระตุนที่จุด “k” เปน
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และเราทราบวาขนาดของการสั่นสะเทือนจะมีความสัมพันธกับรูปราง
การสั่นสะเทือนเปน

krjrrjkr QA ΨΨ=                                      (10)
โดยที่ jkr A  เทอมเศษเหลือ (Residues)

rQ = คาคงที่หรือสเกลโหมดที่ r (Scaling Factor)
jrΨ = คาไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ “r” สําหรับจุดตําแหนงวัดที่ “j”

krΨ = คาไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ “r” สําหรับจุดตําแหนงกระตุน
ที่ “k”

จากสมการที่ (10) เราพบวาคาคงที่ rQ  ที่จุดวัดเดียวกันและที่
โหมดความถี่เดียวกันจะมีคาเทากัน จะไดความสัมพันธของ jir A
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แทนความสัมพันธ
11 jrkrjkr AWA = (12)

จากสมการที่ (12) ทําใหเราสามารถทราบความสัมพันธของคาเทอม
เศษเหลือสําหรับจุดวัดอื่นๆ ไดโดยใชคาเทอมเศษเหลือที่จุดวัดที่ 1 
(จุดอางอิง) คูณกับคา 1krW  ที่เราหาได
จากสมการที่ (9) ถาหากระบบที่เราทดสอบมีแรงกระทําทั้งหมด q จุด 
และมีจุดวัดจุดเดียวคือจุดที่ “j” เราจะสามารถเขียนสมการแบบ SIMO 
สําหรับอิมพัลสทั้ง q สมการเปน
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ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเมตริกซเปน
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หรือเขียนใหงายข้ึนโดยใชตัวแปรเมตริกซ
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จากสมการที่ (14) คาที่เราทราบจะมีเพียงเทอมดานซายของสมการเทา
น้ัน (ซ่ึงไดจากการทดสอบระบบจริง) สวนเทอมดานขวาเปนคาที่เราไม
ทราบ ซ่ึงสามารถแกสมการแบบนี้ไดโดยใชเทคนิค “Prony method” 
[6] ซ่ึงไดนิยามไววา “สมการโพลีโนเมียลกําลัง L ใดๆ จะสามารถหาคา
สัมประสิทธิ์ที่ทําใหผลรวมของโพลีโนเมียลเทากับศูนยได” โดยสามารถ
เขียนเปนสมการทางคณิตศาสตรไดเปน

0...2
210 =++++ L

rLrr VVV ββββ (16)

โดยที่ Lββ  , ... , 0  จะเปนคาคงที่จํานวนจริง
และ เม่ือใช Prony method กับสมการที่เปนเมตริกซโพลีโนเมียลได
เปน

[ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ] [ ]0VW...VWVW 2
210 =++++ L
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สามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมเมตริกซไดเปน
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ในข้ันตอไปเราจะหาคาเมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]kβ  ออกมา โดยเริ่มจาก
สมการที่ (15) กําหนดใหชวงเวลาของขอมูลคือ 0 ถึง tL∆  โดยที่ L 
เปนจํานวนเต็มหนวยใดๆ และ t∆  เปนชวงเวลาระหวางขอมูล ซ่ึงจะ
ได

[ ][ ]
[ ][ ]

[ ][ ] }A{VW)}({h

}A{VW)}({h

}A{VW)}0({h

1

1
1

1
0

j
L

j

jj

jj

tL

t

=∆

=∆

=

M
(19)

สมการที่ (18) คูณดวยเมตริกซสัมประสิทธิ์เดียวกับสมการโพลีโนเมียล
ในสมการที่ (17) ดังน้ัน
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เราพบวาจากนิยามของ Prony เทอมดานขวาจะเทากับศูนย
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กําหนดให
[ ] [ ] I =Lβ

ดังน้ันสมการที่ (21) จะสามารถเขียนใหมไดเปน
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แตเน่ืองจากสมการที่ (22) ใชขอมูลการสั่นสะเทือนเพียง L จุดขอมูล
เทานั้น ดังน้ันเพื่อใหเมตริกซเปนแบบ Full rank เราจะเพิ่มจํานวนหลัก
ขอมูลในการคํานวณใหมากข้ึน โดยการเลื่อนจุดขอมูลไปทีละ t∆
เปนจํานวน Nt ชุด ซ่ึงกลายเปน
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หรือเขียนในรูปอยางงายเปน

[ ] [ ] [ ]  versionSIMO    hh
)()()(
tt Nq
j

NLq
j

Lqq
TB

×××

′= (23)

ในทํานองเดียวกันกรณีที่เรามีแรงกระทํากับระบบและจุดวัดเพียงจุด
เดียว เราสามารถเขียนสมการที่ (23) ใหมเปน

[ ] [ ] [ ]  versionSISO    hh
)1()()1( tt NNLL

TB
×××

′= (24)

จากสมการที่ (23) และสมการที่ (24) แสดงความสัมพันธระหวาง
เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซกับเทคนิคกําลังสองนอยสุดของเอกโพเนนเชี
ยลเชิงซอนและเทคนิคเอกโพเนนเชียลเชิงซอนตามลําดับ และมีหลักใน
การเลือก Nt คือจะตองให Nt > L เพื่อใหการคํานวณสัมประสิทธิ์ไดขอ
มูลที่ถูกตอง (Full rank) โดยที่ L คือคาคงที่ที่คูณกับชวงเวลา (จํานวน
จุดของขอมูล) ซ่ึงรากของสมการเมตริกซโพลีโนเมียลในสมการที่ (17)
ควรจะเทากับจํานวนโหมดของระบบ NqL 2=×  แตเน่ืองจากใน
ทางปฏิบัติการกําหนดเลือกใช NqL 2=×  อาจไดผลการคํานวณไม
ถูกตองทั้งหมดทั้งน้ีเน่ืองจากขอมูลที่ไดจากการทดสอบอาจมีผลเนื่อง
จากสัญญาณรบกวนหรือผลกระทบจากปจจัยอื่นๆ ดังน้ันเราควรใช

NqL 2≥×

ซ่ึงสามารถสรุปวิธีการเลือกคาตัวแปรสําหรับเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ
ไดดังน้ี

qNLNt 2>>
โดยที่
Nt = จํานวนชุดของขอมูลที่ใชในสมการที่ (23) เพื่อใหไดจํานวน
จุดขอมูลมากเพียงพอ
L = จํานวนจุดของขอมูลใน 1 ชุด (1 หลัก) ของสมการที่ (23)
2N = จํานวนโหมดทั้งหมดของระบบที่ตองการประมาณ
q = จํานวนจุดที่แรงกระทําตอระบบ
สําหรับกรณีที่ตองการใชจุดวัดหลายจุด (j = 1 , … , p) เราสามารถ
เขียนสมการที่ (24) เปน
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และตัวแปรสําหรับการคํานวณโพลีเรฟเฟอรเรนซจะเปลี่ยนเปน
qNLpNt 2>>

ถึงตอนน้ีเราสามารถหาคาสัมประสิทธของสมการโพลีโนเมียลได  โดย
การคูณเมตริกซทรานสโพสทั้งสองดานเพื่อใหเมตริกซทางดานซายเปน
เมตริกซจัตุรัสแลวยายมาดานขวาเปน
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ตอไปเราจะหาคาเมตริกซ [ ] [ ]V , W   โดยพยายามจัดสมการที่ (17)
ใหอยูในรูปปญหาแบบไอเกนมาตรฐาน ดังน้ัน
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คูณสมการดานบนดวยเมตริกซขนาด 2Nx1 โดยใหสมาชิกในเมตริกซ
เปนศูนยหมดยกเวนแถวที่เราตองการหาคาโหมดของระบบ เชน ใน
กรณีที่เราตองการหาไอเกนวาลูและไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ 1 เรา
จะสามารถเขียนไดเปน
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ทํานองเดียวกันหากเราตองการหาไอเกนวาลูและไอเกนเวกเตอรที่
โหมดที่เหลือ สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วๆ ไปเปน
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และพบวาคาของ { } { }N21 W , ... , W  จะเปนเมตริกซซ่ึงไมเปนศูนย
และไมข้ึนอยูกับผลรวมของ k และการหา { }rW  ทั้ง 2N ตัว ฉะน้ัน  
จะตองคํานวณสมการที่ (29) ทั้งหมด 2N คร้ังดวยกัน
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แทนสมการที่ (30) เขียนใหมไดเปน
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }1111100 ... −−− −=+++ LrLL zVzzz βββ

(32)
หรือ
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(33)
เรียกวา “companion matrix equation of the eigenproblem”  ซ่ึงเปน
สมการที่อยูในรูปปญหาแบบไอเกนมาตรฐาน

[ ] [ ][ ]{ } { }0xIλA =− (34)

ซ่ึงเราสามารถนําไปใชหาคา rV  และ { }kz  (ไอเกนวาลูและไอเกนเวก
เตอร) โดยที่ไอเกนวาลูมีความสัมพันธกับรากของระบบเปน

tS
r

reV ∆= (35)
สวนเมตริกซ [W] หาไดจาก q แถวสุดทายของไอเกนเวกเตอรในสม
การที่ (34) ซ่ึงจะตองหาทั้งหมด 2N คร้ัง
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(36)

มาถึงตอนน้ีเราจะสามารถหาคาเมตริกซที่ไมทราบคาเกือบทั้งหมดแลว
เหลือเพียงเมตริกซ { }1jA  เทานั้น  ซ่ึงเราจะหาไดจากสมการซึ่ง
สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซดังตอไปน้ี
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หรือเขียนใหอยูในรูปตัวแปรเมตริกซเปน
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ซ่ึงเราจะหาคาเมตริทซ { }1jA  ไดโดยใชวิธีเดียวกับการหาคาเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ของสมการเมตริกซโพลีโนเมียล

{ } [ ] [ ] [ ] }{HW)WW(A j
H

V
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V
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Vj1
−= (39)

โดยที่ [ ]H  คือ Hermitian transpose
จะเห็นวาคา { }1A j  จะแปรผันตาม { }jH   ซ่ึงเปนเมตริกซอิมพัลสที่
ไดจากการวัดที่จุดที่ “j”  และในกรณีที่มีจุดวัดหลายจุด เราสามารถหา
คา { }1A j  ที่ j = 1, 2, …, p ได  โดยการเปลี่ยน { }jH  ใหสัมพันธกับ
จุดวัดที่เราตองการ

เทคนิคน้ีจะสามารถหาคารากของระบบที่เปนรากซ้ําและรากที่อยู
ชิดกันมากๆ ได  ซ่ึงถือวาเปนขอดีของวิธีน้ี สวนขอไดเปรียบอยางเห็น
ไดชัดสําหรับเทคนิคน้ีคือสามารถใชวิเคราะหระบบที่มีแรงกระตุนและ
จุดวัดสัญญาณหลายๆ จุดพรอมกันได (MIMO) และไมจําเปนตองใช
แรงกระตุน หรือจุดวัดสัญญาณครบทุกจุด  ซ่ึงหากเราเก็บขอมูลโดยใช
แรงกระตุน 1 จุด และจุดวัดสัญญาณ 1 จุด (SISO) ก็จะเหมือนกับการ
หาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคเอกโปเนนเชียลเชิงซอนหรือหากใช
จํานวนจุดแรงกระตุน 1 จุด สวนจุดวัดสัญญาณหลายจุด (SIMO) 
เทคนิคน้ีก็จะเหมือนกับการหาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคกําลังสอง
นอยสุดเอกโปเนนเชียลเชิงซอน ซ่ึงจะเห็นวามีความยืดหยุนเปนอยาง
มาก อีกทั้งไอเกนเวกเตอรที่คํานวณไดจากผลการทดสอบคอนขางให
ความถูกตอง (Mass normalized) ดีกวาเทคนิคอื่น เชน เทคนิคอิบราฮิ
ม

3. การทดสอบโมดัลของคานยื่น
เพื่อแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซเพื่อใชในการ
สรางแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดของระบบโครงสรางทางกล ใน
งานนี้เลือกใชโครงสรางแบบคานเหล็กยื่นซ่ึงมีความยาว 510 มม. หนา
6 มม. กวาง 45 มม. ทําการแบงจุดบนคานออกเปน 5 จุด โดยจุดแรก
หางจากปลายคานเทากับ 10 มม. และระยะหางถึงจุดตอๆ มาเทาๆ กัน
คือ 100 มม. ดังแสดงการจับยึดคานในรูปที่ 1 ซ่ึงชุดทดสอบประกอบ
ดวยตัวหยั่งสัญญาณแรงที่คอนเคาะ (Impact hammer) และตัวหยั่ง
สัญญาณความเรง (Accelerometer) ที่ติดบนคาน และผานสัญญาณที่
วัดไดทั้งสองเขาอุปกรณขยายสัญญาณกอนเขาเครื่องวิเคราะห
สัญญาณ (Dynamic analyzer) รูปที่ 2 แสดงตําแหนงการแบงจุดบน
คานทดสอบ เน่ืองจากการทดสอบนี้เปนโครงสรางขนาดเล็กจะใชการ
หาพารามิเตอรโหมดดวยเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ SIMO ก็เพียงพอ
ในการสรางแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมด ซ่ึงผลจากการคํานวณ
จากโปรแกรมแสดงคาพารามิเตอรโหมดในตารางที่ 1 และผลการพลอต
FRF ที่ไดจากการสรางแบบจําลองกับจากการทดสอบจริงไดเปรียบ



เทียบกันดังในรูปที่ 3 และ 4 ซ่ึงมาจากการเคาะใสแรงอางอิงที่จุด 1 ทั้ง
คูและวัดสัญญาณออกจากจุด 1 และ จุด 3 ตามลําดับ (FRF11,
FRF13) ซ่ึงขอมูลทางโหมดจํานวน 10 โหมดแรกถูกใชเพื่อสรางแบบ
จําลอง แตโหมดที่เปนโหมดการดัดตัว (Bending) จะแสดงใหเห็นเพียง
5 โหมดเทานั้นดังในรูป และแบบจําลองใหผลสอดคลองกับผลการ
ทดสอบจากระบบจริงไดดีในแงของความถูกตองทางโหมด และเทอม
เศษเหลือที่ใชแสดงรูปรางการสั่นของโครงสราง

รูปที่ 1 ชุดอุปกรณทดสอบคานยื่นเพื่อหาฟงกชันตอบสนองความถี่ (FRF) จากทั้ง 5
จุดโหนดบนคาน

รูปที่ 2 แสดงจุดวัดที่แบงทั้ง 5 จุดโหนดของคานยื่นโดยตําแหนงที่จุด 1 เปนตําแหนง
ใสแรงกระทําอางอิง

ตารางที่ 1 ตัวแปรทางโหมดที่ไดจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซแบบ SIMO

ลําดับ
โหมด

ความถี่ธรรม
ชาติ

, Wr (Hz)

คาสัดสวนการหนวง,
Zr ไอเกนวาลู, Sr เทอมเศษเหลือโหมด

Ar11

1 17.52 0.01784 -1.964 ± 110.1i -4.18 ± 10.31i

2 114.7 0.00563 -4.06 ± 721i -9.94 ± 6.29i

3 205.8 0.0216 -27.9 ± 1293i -0.424 ± 0.1881i

4 326.4 0.01005 -20.6 ± 2051i -9.45 ± 4.29i

5 390.8 0.00736 -18.07 ± 2455i -0.0249 ± 0.00273i

6 631.3 0.001671 -6.63 ± 3967i -3.02 ± 2.97i

7 813.2 0.0111 -56.7 ± 5109i -0.1379 ± 0.18951i

8 1048.8 0.00419 -27.7 ± 6590i 2.3671 ± 4.89i

9 1166.7 0.00251 -18.39 ± 7330i -0.984 ± 0.6354i

10 1184.5 0.000743 -5.53 ± 7442i -0.358 ± 0.1373i

รูปที่ 3 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF11 เสนทึบแทนการทํานายระบบจากแบบ
จําลองคณิตศาสตรทางโหมด เสนบางผลจากการทดสอบจริง

รูปที่ 4 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 เสนทึบแทนการทํานายระบบจากแบบ
จําลองคณิตศาสตรทางโหมด เสนบางผลจากการทดสอบจริง

4. การจําลองควบคุมการสั่นแบบปอนกลับความเร็วคาลบ
ในบางลักษณะงานควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟที่ตองการความถูกตอง
ของแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดเพื่อการสรางคําสั่งสัญญาณควบ
คุมการสั่น แบบจําลองที่สรางจากขอมูลการทดสอบระบบจริงจะใหประ
สิทธิภาพในงานควบคุมบางลักษณะที่ดีกวา ดังตัวอยางที่นําเสนอตอไป
น้ีจะเปนรูปแบบของโครงสรางคานยื่นที่สมมติใหวา ระบบมีการรบกวน
ใหเกิดการสั่นที่ตําแหนงจุด 3 บนคานยื่น (รูปที่ 2) และการควบคุม
กระทําที่ตําแหนงปลายคานหรือตําแหนงจุด 1 ซ่ึงจะทําการหยั่ง
สัญญาณออกจากจุด 1 และปอนกลับคาความเร็วคาลบจากจุดน้ีเปนคํา
ส่ังแรงควบคุม หรือที่ทราบทั่วไปในเทคนิคปอนกลับความเร็วคาลบ [7]
ซ่ึงแสดงแผนภาพการควบคุมดังในรูปที่ 5 ซ่ึงเม่ือแสดงการตอบสนอง
ความถี่ของระบบที่ไมมีการควบคุมและมีการควบคุมการสั่นเทียบกันใน
รูปที่ 6 และเชนเดียวกันแตแสดงการตอบสนองในแกนเวลาในรูปที่ 7

X3 X1

f1



รูปที่ 5 แผนภาพกลองจาก Simulink MATLAB (บน) แทนระบบที่ถูกควบคุมดวยการ
ปอนกลับความเร็วคาลบกระตุนควบคุมที่ปลายคานซึ่งมีการรบกวนที่จุดที่ 3 (ลาง)

ระบบที่ไมมีการควบคุม

รูปที่ 6 แสดงฟงกชันตอบสนองความถี่ของแบบจําลองระบบในรูปที่ 5 โดยเสนทึบคือ
ระบบที่มีการควบคุม เสนบางคือระบบที่ไมมีการควบคุม

  
รูปที่ 7 การตอบสนองอิมพัลส (ซาย) ระบบไมไดควบคุม (ขวา) ระบบถูกควบคุม ตาม

รูปที่ 5

ซ่ึงแผนภาพการควบคุมในรูปที่ 5 ถือเปนการควบคุมที่ใชผลการตอบ
สนองจริงมาทําการปอนกลับควบคุมและใชเปนผลตอบสนองอางอิงกับ
แบบจําลองอื่นๆ ตอไป แตถาเราใหโจทยวาโครงสรางนี้ไมสามารถวัด
สัญญาณที่ปลายคานหรือจุดที่ 1 ได แตสามารถวัดสัญญาณที่เขารบ
กวนที่จุดที่ 3 ได ฉะน้ันแลวจากสัญญาณรบกวนเขาระบบจริงจะนํา
สัญญาณรบกวนนี้มาสรางสัญญาณจําลองความเร็วที่จุดที่ 1 ซ่ึงอาศัย
แบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดที่ไดทําการประมาณหามาในการ
ทดสอบหัวขอกอนน้ี ซ่ึงรูปแบบการทดสอบประสิทธิภาพการจําลอง

สัญญาณควบคุมจะแสดงผานหลายรูปแบบของแบบจําลอง โดยแบบ
จําลองที่ 1 จะใหวาใชจํานวนโหมดทั้งหมด 5 โหมดจากแบบจําลองเต็ม
10 โหมดเพื่อดูผลจากการละเลยโหมดความถี่สูงหรือโหมดที่ไมเดน
อื่นๆ สวนแบบจําลองที่ 2 จะลดจํานวนโหมดที่ใชลงเหลือเพียง 3 โหมด
ในการสรางแบบจําลองควบคุม แบบจําลองที่ 3 จะใชผลจากการจําลอง
แบบดวยวิธีไฟไนตอิลิเมนตมาสรางแบบจําลองควบคุม ซ่ึงแสดงคาตัว
แปรโหมดจากการคํานวณในตารางที่ 2 และแบบจําลองที่ 4 จะเปน
แบบจําลองที่ใชจํานวนโหมด 5 โหมดแตสองโหมดแรกมีการเลื่อนไม
ตรงกับระบบจริงโดยใหความถี่โหมดเปน 20 และ 150 Hz ตามลําดับ
(เทียบกับคาโหมดในตารางที่ 1)

รูปที่ 8 ระบบที่ใชตัวควบคุมที่สรางจากโหมดการสั่น 5 โหมดแรกเพื่อควบคุมการสั่น

รูปที่ 9 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 แสดงเทียบกันระหวาง (เสนเต็ม) ตัวควบ
คุมแบบ 10 โหมด (เสนประ) ตัวควบคุมแบบ 5 โหมด (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิม

พัลส



รูปที่ 10 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 แสดงเทียบกันระหวาง (เสนเต็ม) ตัวควบ
คุมแบบ 10 โหมด (เสนประ) ตัวควบคุมแบบ 3 โหมด (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิม

พัลส

ตารางที่ 2 ตัวแปรทางโหมดจากวิธีไฟไนตอิลิเมนต
ลําดับ
โหมด

ความถี่ธรรมชาติ,
Wr (Hz) อิลิเมนตในไอเกนเมตริกซ

1 21.75 1.999 2.002 2.015 2.034 1.818
2 136.4 1.394 -0.0375 -0.981 -1.362 -0.948
3 383.2 0.843 -1.293 -0.682 1.085 1.208
4 757.8 0.377 -1.261 1.349 -0.0214 -1.370
5 1262 0.0712 -0.367 0.835 -1.282 1.648

รูปที่ 11 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 (เสนทึบ) ระบบจากแบบจําลองไฟไนตอิลิ
เมนต (เสนบาง) ระบบจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ

รูปที่ 12 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 กรณีตัวควบคุมสรางจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนต (เสนทึบ) ตัวควบคุม 10 โหมด (เสนบาง) ตัวควบคุมจากไฟไนตอิลิ

เมนต (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิมพัลส

รูปที่ 13 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 (เสนทึบ) ระบบจากแบบจําลองที่เลื่อนสอง
โหมดแรก (เสนบาง) ระบบจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ

รูปที่ 14 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 กรณีตัวควบคุมสรางจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนต (เสนทึบ) ตัวควบคุม 10 โหมด (เสนบาง) ตัวควบคุม 5 โหมด โดยสอง

โหมดแรกถูกเลื่อน (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิมพัลส



จากผลการจําลองเชิงตัวเลขแสดงใหเห็นวากรณีแบบจําลองที่ 1 และ 2
ซ่ึงใชจํานวนโหมดที่สรางตัวควบคุมปอนกลับความเร็วคาลบในจํานวน
โหมดที่จํากัด (5 และ 3 โหมดแรกตามลําดับ) ยังคงสามารถใหความถูก
ตองของแบบจําลองที่ควบคุมการสั่นไดดีของระบบอางอิงที่แทนดวย 10
โหมดการสั่น แตสําหรับแบบจําลองที่ 3 และ 4 ที่ไดจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนตและแบบจําลองที่ใช 5 โหมดการสั่นแรกโดยทั้งสองแบบ
จําลองมีขอมูลทางโหมดไมตรงกับระบบจริงกลาวคือ แบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนตใหผลของการเลื่อนในทุกๆ โหมดออกไปจากคาจริงทั้งน้ี
เน่ืองจากสภาวะขอบเขตการทดสอบจริงของคานยื่นไมไดมีความแข็ง
เกร็งมากตามทฤษฎี สวนกรณีแบบจําลอง 5 โหมดไดทําการเลื่อน
ความถี่ธรรมชาติของ 2 โหมดแรกออกไป ซ่ึงแบบจําลองไฟไนตอิลิ
เมนตไมสามารถทําการควบคุมการสั่นของระบบได สวนแบบจําลอง
เลื่อนโหมดจะสามารถควบคุมโหมดที่ทํานายถูกตองไดคือ โหมด 3 แต
โหมด 1 และ 2 จะไมสามารถควบคุมไดเพราะขอมูลทางโหมดในแบบ
จําลองไมถูกตอง

5. สรุป
การพัฒนาแบบจําลองคณิตศาสตรเพื่ออธิบายพฤติกรรมทางพลศาสตร
ของโครงสรางผนังบางที่มีการสั่นเกิดข้ึน โดยแบบจําลองทางโหมดคือ
แบบจําลองที่นํามาใชอธิบายโครงสรางที่มีการสั่นไดดี และมีความซับ
ซอนของแบบจําลองไมมาก ขอมูลทางโหมดการสั่น เชน ความถี่ธรรม
ชาติ คาอัตราสวนการหนวง และเทอมเศษเหลือหรือสัมพันธกับรูปราง
การสั่นที่แตละความถี่ธรรมชาติ โดยในบทความนี้ ไดใชเทคนิคโพลีเรฟ
เฟอรเรนซเพื่อดึงขอมูลเหลาน้ีจากการทดสอบตอบสนองอิมพัลสมาส
รางแบบจําลองซึ่งใหการหาเทอมเศษเหลือสามารถแสดงความสอด
คลองกับผลการทดสอบ (Normalized eigenvectors) โดยความสําคัญ
ของขอมูลทางโหมดที่ถูกตองไดถูกนําเสนอผานการจําลองเชิงตัวเลข
ของการควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟดวยตัวควบคุมปอนกลับความเร็ว
คาลบ ซ่ึงในผลการจําลองแสดงใหเห็นวาระบบที่มีการจําลองแบบ
คณิตศาสตรไดสอดคลองกับระบบทดสอบจริงสามารถนํามาใชสรางตัว
ควบคุมเพื่อลดการสั่นไดอยางมีประสิทธิภาพ

6. กิตติกรรมประกาศ
ผูเขียนที่หน่ึงขอขอบคุณ ศูนยวิจัยวิศวกรรมคํานวณชั้นสูง ภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระนครเหนือ ที่ให
ทุนเปนผูชวยวิจัยในงานวิจัยน้ี
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