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บทคัดยอ

ในการทํานายพฤติกรรมทางพลศาสตรของโครงสรางทางกล เพื่อ
นําไปออกแบบวิธีควบคุมการสั่นของโครงสราง สามารถทําไดหลายวิธี
เชนการสรางแบบจําลองไฟไนตอิลิเมนตของโครงสรางเปนตน อยางไร
ก็ตามจากความไมสมบูรณของการยึดขอตอโครงสราง และคุณสมบัติ
วัสดุเองทําใหคาสภาวะขอบเขต มวลและความแข็งตึงสปริงรวมถึงการ
หนวงของโครงสรางจริงมีแนวโนมที่จะตางไปจากแบบจําลอง การ
ทดสอบโมดัลจะใชเพื่อสรางแบบจําลองทางโหมดการสั่นที่ใหความถูก
ตองของแบบจําลองพลศาสตรที่แมนยํากวา ซ่ึงในการศึกษานี้จะแสดง
ใหเห็นวา จากแบบจําลองโมดัลของคานยื่นซ่ึงไดมาจากการทดสอบ
และดึงขอมูลโหมดการสั่นดวยเทคนิคโพลีเรฟเฟอเรนซ จะใหความถูก
ตองของแบบจําลองที่สามารถนําไปควบคุมการสั่นของโครงสรางได
อยางมีประสิทธิภาพ ดังแสดงการศึกษาทดลองเชิงตัวเลขของระบบ
ควบคุมแบบปอนกลับความเร็วคาลบ เพื่อเพิ่มสัมประสิทธิ์การหนวงให
กับโหมดการสั่น ซ่ึงความถูกตองของโหมดที่ใชในแบบจําลองจะมีผล
ตอประสิทธิภาพในการควบคุมลดการสั่น

Abstract
For design of active vibration control, prediction of dynamic
behaviour of a mechanical structure can be obtained from several
techniques, for example, finite element modelling of a structure.
However, non-ideal structural joints and material properties are
resulted to differ boundary conditions and physical properties of a
real structure from those of the model. Nevertheless, modal
testing is an experimental technique used for obtaining more

descriptive model of a real structure. In this study, modal models
of cantilever beams, is constructed from experimental modal data
using the Polyreference technique. The models are provided with
more accurate prediction to perform active vibration control of the
structures. Performance of a negative velocity feedback controller
is studied to damping augmenting of vibrational modes. An
accuracy of the modes is effected to performance of structural
vibration suppression.

1. บทนํา
โครงสรางทางกลที่มีลักษณะผนังบาง (Thin-walled structures) มี

แนวโนมที่จะเกี่ยวของกับปญหาดานการสั่นสะเทือนเม่ือเผชิญสภาวะ
การรบกวนจากภายนอก เน่ืองจากโครงสรางมีความแข็งตึงสปริง
(Stiffness) ของโครงสรางเองคอนขางต่ํา ฉะน้ันแลวจึงนับเปนปญหา
ประการหน่ึงในการออกแบบระบบโครงสรางน้ําหนักเบาตางๆ ที่จะตอง
พิจารณาวิธีแกปญหาการรบกวนที่จะมีผลตอการสั่นโครงสรางในข้ัน
ตอนการออกแบบ

วิธีการควบคุมการสั่นของโครงสรางผนังบางทําไดดวยกันหลายวิธี 
เชนวิธีการแบบพาสซีฟ (Passive control) โดยการเพิ่มการหนวง
(Damping) เสริมเขาไปในโครงสราง ซ่ึงแบบจําลองทางคณิตศาสตร
ของโครงสรางมีสวนนํามาใชชวยตัดสินใจในการแกไขปญหาการสั่นได 
ในอีกวิธีการหนึ่งของการควบคุมการสั่นโดยเฉพาะอยางยิ่งในโครงสราง
ผนังบางคือวิธีการแบบแอกทีฟ (Active control) ซ่ึงอาศัยอุปกรณหยั่ง
สัญญาณและกระตุนควบคุม (Sensor/actuator) หรืออาจรวมกับตัว
ประมวลผลสัญญาณแบบดิจิตอล (Digital signal processor) เพื่อ
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คํานวณสั่งการควบคุมดวยอัลกอริทึมการคํานวณที่ซับซอนได ซ่ึงการ
ควบคุมโหมดการสั่นที่เดน (Mode of vibration) ถือเปนการควบคุมที่
สามารถลดระดับการสั่นไดมีประสิทธิภาพ  [1] ในตัวระบบควบคุม
(Controller) บางระบบตองการแบบจําลองคณิตศาสตรที่ใหความถูก
ตองของโหมดโครงสรางจริงที่ตองการควบคุม ดังน้ันการทดสอบโครง
สรางเพื่อนําผลที่ไดมาชวยสรางแบบที่ถูกตองจึงมีความจําเปน

การทดสอบโมดัล (Modal testing) เปนวิธีการทางการทดลองเพื่อ
ใหไดขอมูลที่พอเพียงในการนําไปสรางแบบจําลองคณิตศาสตรเชิง
โหมด (Modal model) ซ่ึงนับตั้งแตยุคแรกๆ ของการพัฒนาอัลกอริทึม
ในการคํานวณเพื่อสรางแบบจําลองทางโหมดมีทั้งการพัฒนาโดยใชขอ
มูลการสั่นที่ทดสอบในโดเมนเวลาและโดเมนความถี่ ซ่ึงวิธีการในทาง
ความถี่จะเห็นโหมดการสั่นที่เดนไดชัดเจนและสามารถดึงขอมูลทาง
โหมด (Modal data) คือ ความถี่ธรรมชาติ (Natural frequencies)
อัตราสวนการหนวง (Damping ratio) และรูปรางการสั่น (Mode
shapes) เหลานี้ออกมา ยกตัวอยางวิธีการทางความถี่คือ เทคนิคเลือก
ยอด (Peak Picking) [2] หรือเปนการประมาณแตละยอดโหมดการสั่น
ของฟงกชันตอบสนองความถี่ (Frequency Response Function, FRF)
ที่ไดจากความสัมพันธสเปกตรัมปริมาณออกหารดวยสเปกตรัมปริมาณ
เขาระบบ หรือเม่ือมองเปนฟงกชันเชิงซอน FRF จะเปนการประมาณ
แบบจําลองดวยเทคนิค Circle Fit ซ่ึงวิธีการเชนน้ีสามารถใชไดดีใน
กรณีที่ระบบมีการหนวงไมมากและโหมดการสั่นคอนขางแยกเดนจาก
กันชัดเจน แตสําหรับในกรณีที่โหมดการสั่นมีการหนวงมากและมีโหมด
การสั่นที่เกิดชิดกัน วิธีการเทคนิคแบบใชขอมูลโหมดในแกนเวลาจะ
เหมาะสมกวา เชนเทคนิคเอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Complex
exponential) [2] เทคนิคอิบราฮิม (Ibrahim Time Domain, ITD) [3]
หรือเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ (Polyreference) [4] โดยเทคนิคโพลี
เรฟเฟอรเรนซถูกพัฒนาใหสามารถใชกับการกระตุนพรอมกันหลายจุด
และวัดสัญญาณออกจากหลายจุดวัดได ซ่ึงเหมาะกับโครงสรางขนาด
ใหญที่การกระตุนเพียงจุดเดียวไมสามารถทําใหเกิดการพริ้วไหวตอบ
สนองทั้งโครงสรางได เชน โครงสรางเครื่องบิน ตูโบกี้รถไฟ เปนตน ซ่ึง
ในงานวิจัยน้ีจะไดทําการแสดงการใชเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซเพื่อ
สรางแบบจําลองคณิตศาสตรเชิงโหมดของโครงสรางคานยื่น และแสดง
ผลความถูกตองของแบบจําลองเทียบกับผลการทดสอบ และในสวนที่
สองจะเปนการแสดงใหเห็นวา ความสําคัญของแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรที่ถูกตองในงานควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟ ซ่ึงจะเปรียบ
เทียบระหวางตัวควบคุมที่สรางจากแบบจําลองดวยเทคนิคไฟไนตอิลิ
เมนต แบบจําลองทางโหมดจากการทดสอบที่ถูกตอง และแบบจําลอง
ทางโหมดที่ผิดพลาด

2. ทฤษฏี
2.1 แบบจําลองพลศาสตรโมดัล
พิจารณาสมการการเคลื่อนที่ของระบบทางกล
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กรณีที่ไมมีเทอมการหนวงหรือในรูปปญหาทางไอเกน (Eigenproblem)
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โดยอินเวอรสเมตริกซ 1)]([ −ωZ  นิยามเปนเมตริกซ FRF ในเทอม
Receptance )]([ ωα  และให ][Φ  เปนเมตริกซไอเกน
(Eigenmatrix)
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หรือ
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หรือถาพิจารณาที่แตละเทอมในเมตริกซ Receptance
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ในกรณีที่มีเทอมการหนวงหรือมีเมตริกซ ][C  จะไดฟงกชัน
Receptance น้ีคือ
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โดย rs คือคาไอเกนวาลู เทากับ 21 rrrrr is ζωζω −±−=  โดย rζ

คือคาอัตราสวนการหนวง (Damping ratio) ซ่ึงตัวแปรเชิงโหมดในแบบ
จําลองคณิตศาสตรตามสมการที่ (8) ซ่ึงแสดง FRF ที่กระตุน ณ จุด k
และวัดหยั่งสัญญาณออก ณ จุด j ประกอบดวย ความถี่ธรรมชาติที่แต
ละโหมด r, rω  คาอัตราสวนการหนวงที่แตละโหมด rζ  และคาคงที่
โหมด ณ จุดวัด j, jrφ  หรือเปนเทอมหน่ึงในไอเกนเวกเตอร
2.2 เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ
เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ (Polyreference Complex Exponential)
เปนเทคนิคการหาโมดัลพารามิเตอรดวยวิธีน้ีถูกพัฒนามาจากเทคนิค
เอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Complex Exponential) และเทคนิคกําลังสอง
นอยสุดของเอกโปเนนเชียลเชิงซอน (Least-Square Complex
Exponential) [5] เพื่อเพิ่มความสามารถใหกับเทคนิคทั้งสองใหสามารถ
วิเคราะหปญหาแบบ Multiple Input – Multiple Output (MIMO) ได ซ่ึง
ในการวิเคราะหปญหาแบบ Single Input – Single Output (SISO)
และ SIMO



สําหรับการหาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคน้ีเราจะเริ่มจากสมการอิม
พัลสโดยนําสมการที่ (8) พิจารณาในโดเมนเวลา สําหรับจุดวัดที่ “j” ตอ
แรงที่กระตุนที่จุด “k” เปน
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และเราทราบวาขนาดของการสั่นสะเทือนจะมีความสัมพันธกับรูปราง
การสั่นสะเทือนเปน

krjrrjkr QA ΨΨ=                                      (10)
โดยที่ jkr A  เทอมเศษเหลือ (Residues)

rQ = คาคงที่หรือสเกลโหมดที่ r (Scaling Factor)
jrΨ = คาไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ “r” สําหรับจุดตําแหนงวัดที่ “j”

krΨ = คาไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ “r” สําหรับจุดตําแหนงกระตุน
ที่ “k”

จากสมการที่ (10) เราพบวาคาคงที่ rQ  ที่จุดวัดเดียวกันและที่
โหมดความถี่เดียวกันจะมีคาเทากัน จะไดความสัมพันธของ jir A
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แทนความสัมพันธ
11 jrkrjkr AWA = (12)

จากสมการที่ (12) ทําใหเราสามารถทราบความสัมพันธของคาเทอม
เศษเหลือสําหรับจุดวัดอื่นๆ ไดโดยใชคาเทอมเศษเหลือที่จุดวัดที่ 1 
(จุดอางอิง) คูณกับคา 1krW  ที่เราหาได
จากสมการที่ (9) ถาหากระบบที่เราทดสอบมีแรงกระทําทั้งหมด q จุด 
และมีจุดวัดจุดเดียวคือจุดที่ “j” เราจะสามารถเขียนสมการแบบ SIMO 
สําหรับอิมพัลสทั้ง q สมการเปน
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ซ่ึงสามารถเขียนใหอยูในรูปของสมการเมตริกซเปน
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หรือเขียนใหงายข้ึนโดยใชตัวแปรเมตริกซ
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จากสมการที่ (14) คาที่เราทราบจะมีเพียงเทอมดานซายของสมการเทา
น้ัน (ซ่ึงไดจากการทดสอบระบบจริง) สวนเทอมดานขวาเปนคาที่เราไม
ทราบ ซ่ึงสามารถแกสมการแบบนี้ไดโดยใชเทคนิค “Prony method” 
[6] ซ่ึงไดนิยามไววา “สมการโพลีโนเมียลกําลัง L ใดๆ จะสามารถหาคา
สัมประสิทธิ์ที่ทําใหผลรวมของโพลีโนเมียลเทากับศูนยได” โดยสามารถ
เขียนเปนสมการทางคณิตศาสตรไดเปน
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โดยที่ Lββ  , ... , 0  จะเปนคาคงที่จํานวนจริง
และ เม่ือใช Prony method กับสมการที่เปนเมตริกซโพลีโนเมียลได
เปน
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สามารถเขียนใหอยูในรูปของผลรวมเมตริกซไดเปน
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โดยที่ [ ]
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ในข้ันตอไปเราจะหาคาเมตริกซสัมประสิทธิ์ [ ]kβ  ออกมา โดยเริ่มจาก
สมการที่ (15) กําหนดใหชวงเวลาของขอมูลคือ 0 ถึง tL∆  โดยที่ L 
เปนจํานวนเต็มหนวยใดๆ และ t∆  เปนชวงเวลาระหวางขอมูล ซ่ึงจะ
ได
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สมการที่ (18) คูณดวยเมตริกซสัมประสิทธิ์เดียวกับสมการโพลีโนเมียล
ในสมการที่ (17) ดังน้ัน
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เราพบวาจากนิยามของ Prony เทอมดานขวาจะเทากับศูนย
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กําหนดให
[ ] [ ] I =Lβ

ดังน้ันสมการที่ (21) จะสามารถเขียนใหมไดเปน
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แตเน่ืองจากสมการที่ (22) ใชขอมูลการสั่นสะเทือนเพียง L จุดขอมูล
เทานั้น ดังน้ันเพื่อใหเมตริกซเปนแบบ Full rank เราจะเพิ่มจํานวนหลัก
ขอมูลในการคํานวณใหมากข้ึน โดยการเลื่อนจุดขอมูลไปทีละ t∆
เปนจํานวน Nt ชุด ซ่ึงกลายเปน
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หรือเขียนในรูปอยางงายเปน

[ ] [ ] [ ]  versionSIMO    hh
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j
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Lqq
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′= (23)

ในทํานองเดียวกันกรณีที่เรามีแรงกระทํากับระบบและจุดวัดเพียงจุด
เดียว เราสามารถเขียนสมการที่ (23) ใหมเปน

[ ] [ ] [ ]  versionSISO    hh
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จากสมการที่ (23) และสมการที่ (24) แสดงความสัมพันธระหวาง
เทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซกับเทคนิคกําลังสองนอยสุดของเอกโพเนนเชี
ยลเชิงซอนและเทคนิคเอกโพเนนเชียลเชิงซอนตามลําดับ และมีหลักใน
การเลือก Nt คือจะตองให Nt > L เพื่อใหการคํานวณสัมประสิทธิ์ไดขอ
มูลที่ถูกตอง (Full rank) โดยที่ L คือคาคงที่ที่คูณกับชวงเวลา (จํานวน
จุดของขอมูล) ซ่ึงรากของสมการเมตริกซโพลีโนเมียลในสมการที่ (17)
ควรจะเทากับจํานวนโหมดของระบบ NqL 2=×  แตเน่ืองจากใน
ทางปฏิบัติการกําหนดเลือกใช NqL 2=×  อาจไดผลการคํานวณไม
ถูกตองทั้งหมดทั้งน้ีเน่ืองจากขอมูลที่ไดจากการทดสอบอาจมีผลเนื่อง
จากสัญญาณรบกวนหรือผลกระทบจากปจจัยอื่นๆ ดังน้ันเราควรใช

NqL 2≥×

ซ่ึงสามารถสรุปวิธีการเลือกคาตัวแปรสําหรับเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ
ไดดังน้ี

qNLNt 2>>
โดยที่
Nt = จํานวนชุดของขอมูลที่ใชในสมการที่ (23) เพื่อใหไดจํานวน
จุดขอมูลมากเพียงพอ
L = จํานวนจุดของขอมูลใน 1 ชุด (1 หลัก) ของสมการที่ (23)
2N = จํานวนโหมดทั้งหมดของระบบที่ตองการประมาณ
q = จํานวนจุดที่แรงกระทําตอระบบ
สําหรับกรณีที่ตองการใชจุดวัดหลายจุด (j = 1 , … , p) เราสามารถ
เขียนสมการที่ (24) เปน
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และตัวแปรสําหรับการคํานวณโพลีเรฟเฟอรเรนซจะเปลี่ยนเปน
qNLpNt 2>>

ถึงตอนน้ีเราสามารถหาคาสัมประสิทธของสมการโพลีโนเมียลได  โดย
การคูณเมตริกซทรานสโพสทั้งสองดานเพื่อใหเมตริกซทางดานซายเปน
เมตริกซจัตุรัสแลวยายมาดานขวาเปน
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ตอไปเราจะหาคาเมตริกซ [ ] [ ]V , W   โดยพยายามจัดสมการที่ (17)
ใหอยูในรูปปญหาแบบไอเกนมาตรฐาน ดังน้ัน
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คูณสมการดานบนดวยเมตริกซขนาด 2Nx1 โดยใหสมาชิกในเมตริกซ
เปนศูนยหมดยกเวนแถวที่เราตองการหาคาโหมดของระบบ เชน ใน
กรณีที่เราตองการหาไอเกนวาลูและไอเกนเวกเตอรของโหมดที่ 1 เรา
จะสามารถเขียนไดเปน
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ทํานองเดียวกันหากเราตองการหาไอเกนวาลูและไอเกนเวกเตอรที่
โหมดที่เหลือ สามารถเขียนใหอยูในรูปแบบทั่วๆ ไปเปน
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และพบวาคาของ { } { }N21 W , ... , W  จะเปนเมตริกซซ่ึงไมเปนศูนย
และไมข้ึนอยูกับผลรวมของ k และการหา { }rW  ทั้ง 2N ตัว ฉะน้ัน  
จะตองคํานวณสมการที่ (29) ทั้งหมด 2N คร้ังดวยกัน
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โดยกําหนดให
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แทนสมการที่ (30) เขียนใหมไดเปน
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หรือ
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(33)
เรียกวา “companion matrix equation of the eigenproblem”  ซ่ึงเปน
สมการที่อยูในรูปปญหาแบบไอเกนมาตรฐาน

[ ] [ ][ ]{ } { }0xIλA =− (34)

ซ่ึงเราสามารถนําไปใชหาคา rV  และ { }kz  (ไอเกนวาลูและไอเกนเวก
เตอร) โดยที่ไอเกนวาลูมีความสัมพันธกับรากของระบบเปน

tS
r

reV ∆= (35)
สวนเมตริกซ [W] หาไดจาก q แถวสุดทายของไอเกนเวกเตอรในสม
การที่ (34) ซ่ึงจะตองหาทั้งหมด 2N คร้ัง
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มาถึงตอนน้ีเราจะสามารถหาคาเมตริกซที่ไมทราบคาเกือบทั้งหมดแลว
เหลือเพียงเมตริกซ { }1jA  เทานั้น  ซ่ึงเราจะหาไดจากสมการซึ่ง
สามารถเขียนใหอยูในรูปของเมตริกซดังตอไปน้ี
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หรือเขียนใหอยูในรูปตัวแปรเมตริกซเปน
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ซ่ึงเราจะหาคาเมตริทซ { }1jA  ไดโดยใชวิธีเดียวกับการหาคาเมตริกซ
สัมประสิทธิ์ของสมการเมตริกซโพลีโนเมียล

{ } [ ] [ ] [ ] }{HW)WW(A j
H

V
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V
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Vj1
−= (39)

โดยที่ [ ]H  คือ Hermitian transpose
จะเห็นวาคา { }1A j  จะแปรผันตาม { }jH   ซ่ึงเปนเมตริกซอิมพัลสที่
ไดจากการวัดที่จุดที่ “j”  และในกรณีที่มีจุดวัดหลายจุด เราสามารถหา
คา { }1A j  ที่ j = 1, 2, …, p ได  โดยการเปลี่ยน { }jH  ใหสัมพันธกับ
จุดวัดที่เราตองการ

เทคนิคน้ีจะสามารถหาคารากของระบบที่เปนรากซ้ําและรากที่อยู
ชิดกันมากๆ ได  ซ่ึงถือวาเปนขอดีของวิธีน้ี สวนขอไดเปรียบอยางเห็น
ไดชัดสําหรับเทคนิคน้ีคือสามารถใชวิเคราะหระบบที่มีแรงกระตุนและ
จุดวัดสัญญาณหลายๆ จุดพรอมกันได (MIMO) และไมจําเปนตองใช
แรงกระตุน หรือจุดวัดสัญญาณครบทุกจุด  ซ่ึงหากเราเก็บขอมูลโดยใช
แรงกระตุน 1 จุด และจุดวัดสัญญาณ 1 จุด (SISO) ก็จะเหมือนกับการ
หาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคเอกโปเนนเชียลเชิงซอนหรือหากใช
จํานวนจุดแรงกระตุน 1 จุด สวนจุดวัดสัญญาณหลายจุด (SIMO) 
เทคนิคน้ีก็จะเหมือนกับการหาโมดัลพารามิเตอรดวยเทคนิคกําลังสอง
นอยสุดเอกโปเนนเชียลเชิงซอน ซ่ึงจะเห็นวามีความยืดหยุนเปนอยาง
มาก อีกทั้งไอเกนเวกเตอรที่คํานวณไดจากผลการทดสอบคอนขางให
ความถูกตอง (Mass normalized) ดีกวาเทคนิคอื่น เชน เทคนิคอิบราฮิ
ม

3. การทดสอบโมดัลของคานยื่น
เพื่อแสดงประสิทธิภาพของเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซเพื่อใชในการ
สรางแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดของระบบโครงสรางทางกล ใน
งานนี้เลือกใชโครงสรางแบบคานเหล็กยื่นซ่ึงมีความยาว 510 มม. หนา
6 มม. กวาง 45 มม. ทําการแบงจุดบนคานออกเปน 5 จุด โดยจุดแรก
หางจากปลายคานเทากับ 10 มม. และระยะหางถึงจุดตอๆ มาเทาๆ กัน
คือ 100 มม. ดังแสดงการจับยึดคานในรูปที่ 1 ซ่ึงชุดทดสอบประกอบ
ดวยตัวหยั่งสัญญาณแรงที่คอนเคาะ (Impact hammer) และตัวหยั่ง
สัญญาณความเรง (Accelerometer) ที่ติดบนคาน และผานสัญญาณที่
วัดไดทั้งสองเขาอุปกรณขยายสัญญาณกอนเขาเครื่องวิเคราะห
สัญญาณ (Dynamic analyzer) รูปที่ 2 แสดงตําแหนงการแบงจุดบน
คานทดสอบ เน่ืองจากการทดสอบนี้เปนโครงสรางขนาดเล็กจะใชการ
หาพารามิเตอรโหมดดวยเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ SIMO ก็เพียงพอ
ในการสรางแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมด ซ่ึงผลจากการคํานวณ
จากโปรแกรมแสดงคาพารามิเตอรโหมดในตารางที่ 1 และผลการพลอต
FRF ที่ไดจากการสรางแบบจําลองกับจากการทดสอบจริงไดเปรียบ



เทียบกันดังในรูปที่ 3 และ 4 ซ่ึงมาจากการเคาะใสแรงอางอิงที่จุด 1 ทั้ง
คูและวัดสัญญาณออกจากจุด 1 และ จุด 3 ตามลําดับ (FRF11,
FRF13) ซ่ึงขอมูลทางโหมดจํานวน 10 โหมดแรกถูกใชเพื่อสรางแบบ
จําลอง แตโหมดที่เปนโหมดการดัดตัว (Bending) จะแสดงใหเห็นเพียง
5 โหมดเทานั้นดังในรูป และแบบจําลองใหผลสอดคลองกับผลการ
ทดสอบจากระบบจริงไดดีในแงของความถูกตองทางโหมด และเทอม
เศษเหลือที่ใชแสดงรูปรางการสั่นของโครงสราง

รูปที่ 1 ชุดอุปกรณทดสอบคานยื่นเพื่อหาฟงกชันตอบสนองความถี่ (FRF) จากทั้ง 5
จุดโหนดบนคาน

รูปที่ 2 แสดงจุดวัดที่แบงทั้ง 5 จุดโหนดของคานยื่นโดยตําแหนงที่จุด 1 เปนตําแหนง
ใสแรงกระทําอางอิง

ตารางที่ 1 ตัวแปรทางโหมดที่ไดจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซแบบ SIMO

ลําดับ
โหมด

ความถี่ธรรม
ชาติ

, Wr (Hz)

คาสัดสวนการหนวง,
Zr ไอเกนวาลู, Sr เทอมเศษเหลือโหมด

Ar11

1 17.52 0.01784 -1.964 ± 110.1i -4.18 ± 10.31i

2 114.7 0.00563 -4.06 ± 721i -9.94 ± 6.29i

3 205.8 0.0216 -27.9 ± 1293i -0.424 ± 0.1881i

4 326.4 0.01005 -20.6 ± 2051i -9.45 ± 4.29i

5 390.8 0.00736 -18.07 ± 2455i -0.0249 ± 0.00273i

6 631.3 0.001671 -6.63 ± 3967i -3.02 ± 2.97i

7 813.2 0.0111 -56.7 ± 5109i -0.1379 ± 0.18951i

8 1048.8 0.00419 -27.7 ± 6590i 2.3671 ± 4.89i

9 1166.7 0.00251 -18.39 ± 7330i -0.984 ± 0.6354i

10 1184.5 0.000743 -5.53 ± 7442i -0.358 ± 0.1373i

รูปที่ 3 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF11 เสนทึบแทนการทํานายระบบจากแบบ
จําลองคณิตศาสตรทางโหมด เสนบางผลจากการทดสอบจริง

รูปที่ 4 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 เสนทึบแทนการทํานายระบบจากแบบ
จําลองคณิตศาสตรทางโหมด เสนบางผลจากการทดสอบจริง

4. การจําลองควบคุมการสั่นแบบปอนกลับความเร็วคาลบ
ในบางลักษณะงานควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟที่ตองการความถูกตอง
ของแบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดเพื่อการสรางคําสั่งสัญญาณควบ
คุมการสั่น แบบจําลองที่สรางจากขอมูลการทดสอบระบบจริงจะใหประ
สิทธิภาพในงานควบคุมบางลักษณะที่ดีกวา ดังตัวอยางที่นําเสนอตอไป
น้ีจะเปนรูปแบบของโครงสรางคานยื่นที่สมมติใหวา ระบบมีการรบกวน
ใหเกิดการสั่นที่ตําแหนงจุด 3 บนคานยื่น (รูปที่ 2) และการควบคุม
กระทําที่ตําแหนงปลายคานหรือตําแหนงจุด 1 ซ่ึงจะทําการหยั่ง
สัญญาณออกจากจุด 1 และปอนกลับคาความเร็วคาลบจากจุดน้ีเปนคํา
ส่ังแรงควบคุม หรือที่ทราบทั่วไปในเทคนิคปอนกลับความเร็วคาลบ [7]
ซ่ึงแสดงแผนภาพการควบคุมดังในรูปที่ 5 ซ่ึงเม่ือแสดงการตอบสนอง
ความถี่ของระบบที่ไมมีการควบคุมและมีการควบคุมการสั่นเทียบกันใน
รูปที่ 6 และเชนเดียวกันแตแสดงการตอบสนองในแกนเวลาในรูปที่ 7

X3 X1

f1



รูปที่ 5 แผนภาพกลองจาก Simulink MATLAB (บน) แทนระบบที่ถูกควบคุมดวยการ
ปอนกลับความเร็วคาลบกระตุนควบคุมที่ปลายคานซึ่งมีการรบกวนที่จุดที่ 3 (ลาง)

ระบบที่ไมมีการควบคุม

รูปที่ 6 แสดงฟงกชันตอบสนองความถี่ของแบบจําลองระบบในรูปที่ 5 โดยเสนทึบคือ
ระบบที่มีการควบคุม เสนบางคือระบบที่ไมมีการควบคุม

  
รูปที่ 7 การตอบสนองอิมพัลส (ซาย) ระบบไมไดควบคุม (ขวา) ระบบถูกควบคุม ตาม

รูปที่ 5

ซ่ึงแผนภาพการควบคุมในรูปที่ 5 ถือเปนการควบคุมที่ใชผลการตอบ
สนองจริงมาทําการปอนกลับควบคุมและใชเปนผลตอบสนองอางอิงกับ
แบบจําลองอื่นๆ ตอไป แตถาเราใหโจทยวาโครงสรางนี้ไมสามารถวัด
สัญญาณที่ปลายคานหรือจุดที่ 1 ได แตสามารถวัดสัญญาณที่เขารบ
กวนที่จุดที่ 3 ได ฉะน้ันแลวจากสัญญาณรบกวนเขาระบบจริงจะนํา
สัญญาณรบกวนนี้มาสรางสัญญาณจําลองความเร็วที่จุดที่ 1 ซ่ึงอาศัย
แบบจําลองคณิตศาสตรทางโหมดที่ไดทําการประมาณหามาในการ
ทดสอบหัวขอกอนน้ี ซ่ึงรูปแบบการทดสอบประสิทธิภาพการจําลอง

สัญญาณควบคุมจะแสดงผานหลายรูปแบบของแบบจําลอง โดยแบบ
จําลองที่ 1 จะใหวาใชจํานวนโหมดทั้งหมด 5 โหมดจากแบบจําลองเต็ม
10 โหมดเพื่อดูผลจากการละเลยโหมดความถี่สูงหรือโหมดที่ไมเดน
อื่นๆ สวนแบบจําลองที่ 2 จะลดจํานวนโหมดที่ใชลงเหลือเพียง 3 โหมด
ในการสรางแบบจําลองควบคุม แบบจําลองที่ 3 จะใชผลจากการจําลอง
แบบดวยวิธีไฟไนตอิลิเมนตมาสรางแบบจําลองควบคุม ซ่ึงแสดงคาตัว
แปรโหมดจากการคํานวณในตารางที่ 2 และแบบจําลองที่ 4 จะเปน
แบบจําลองที่ใชจํานวนโหมด 5 โหมดแตสองโหมดแรกมีการเลื่อนไม
ตรงกับระบบจริงโดยใหความถี่โหมดเปน 20 และ 150 Hz ตามลําดับ
(เทียบกับคาโหมดในตารางที่ 1)

รูปที่ 8 ระบบที่ใชตัวควบคุมที่สรางจากโหมดการสั่น 5 โหมดแรกเพื่อควบคุมการสั่น

รูปที่ 9 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 แสดงเทียบกันระหวาง (เสนเต็ม) ตัวควบ
คุมแบบ 10 โหมด (เสนประ) ตัวควบคุมแบบ 5 โหมด (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิม

พัลส



รูปที่ 10 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 แสดงเทียบกันระหวาง (เสนเต็ม) ตัวควบ
คุมแบบ 10 โหมด (เสนประ) ตัวควบคุมแบบ 3 โหมด (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิม

พัลส

ตารางที่ 2 ตัวแปรทางโหมดจากวิธีไฟไนตอิลิเมนต
ลําดับ
โหมด

ความถี่ธรรมชาติ,
Wr (Hz) อิลิเมนตในไอเกนเมตริกซ

1 21.75 1.999 2.002 2.015 2.034 1.818
2 136.4 1.394 -0.0375 -0.981 -1.362 -0.948
3 383.2 0.843 -1.293 -0.682 1.085 1.208
4 757.8 0.377 -1.261 1.349 -0.0214 -1.370
5 1262 0.0712 -0.367 0.835 -1.282 1.648

รูปที่ 11 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 (เสนทึบ) ระบบจากแบบจําลองไฟไนตอิลิ
เมนต (เสนบาง) ระบบจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ

รูปที่ 12 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 กรณีตัวควบคุมสรางจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนต (เสนทึบ) ตัวควบคุม 10 โหมด (เสนบาง) ตัวควบคุมจากไฟไนตอิลิ

เมนต (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิมพัลส

รูปที่ 13 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 (เสนทึบ) ระบบจากแบบจําลองที่เลื่อนสอง
โหมดแรก (เสนบาง) ระบบจากเทคนิคโพลีเรฟเฟอรเรนซ

รูปที่ 14 ฟงกชันตอบสนองความถี่ FRF13 กรณีตัวควบคุมสรางจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนต (เสนทึบ) ตัวควบคุม 10 โหมด (เสนบาง) ตัวควบคุม 5 โหมด โดยสอง

โหมดแรกถูกเลื่อน (กรอบเล็ก) การตอบสนองอิมพัลส



จากผลการจําลองเชิงตัวเลขแสดงใหเห็นวากรณีแบบจําลองที่ 1 และ 2
ซ่ึงใชจํานวนโหมดที่สรางตัวควบคุมปอนกลับความเร็วคาลบในจํานวน
โหมดที่จํากัด (5 และ 3 โหมดแรกตามลําดับ) ยังคงสามารถใหความถูก
ตองของแบบจําลองที่ควบคุมการสั่นไดดีของระบบอางอิงที่แทนดวย 10
โหมดการสั่น แตสําหรับแบบจําลองที่ 3 และ 4 ที่ไดจากแบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนตและแบบจําลองที่ใช 5 โหมดการสั่นแรกโดยทั้งสองแบบ
จําลองมีขอมูลทางโหมดไมตรงกับระบบจริงกลาวคือ แบบจําลองไฟ
ไนตอิลิเมนตใหผลของการเลื่อนในทุกๆ โหมดออกไปจากคาจริงทั้งน้ี
เน่ืองจากสภาวะขอบเขตการทดสอบจริงของคานยื่นไมไดมีความแข็ง
เกร็งมากตามทฤษฎี สวนกรณีแบบจําลอง 5 โหมดไดทําการเลื่อน
ความถี่ธรรมชาติของ 2 โหมดแรกออกไป ซ่ึงแบบจําลองไฟไนตอิลิ
เมนตไมสามารถทําการควบคุมการสั่นของระบบได สวนแบบจําลอง
เลื่อนโหมดจะสามารถควบคุมโหมดที่ทํานายถูกตองไดคือ โหมด 3 แต
โหมด 1 และ 2 จะไมสามารถควบคุมไดเพราะขอมูลทางโหมดในแบบ
จําลองไมถูกตอง

5. สรุป
การพัฒนาแบบจําลองคณิตศาสตรเพื่ออธิบายพฤติกรรมทางพลศาสตร
ของโครงสรางผนังบางที่มีการสั่นเกิดข้ึน โดยแบบจําลองทางโหมดคือ
แบบจําลองที่นํามาใชอธิบายโครงสรางที่มีการสั่นไดดี และมีความซับ
ซอนของแบบจําลองไมมาก ขอมูลทางโหมดการสั่น เชน ความถี่ธรรม
ชาติ คาอัตราสวนการหนวง และเทอมเศษเหลือหรือสัมพันธกับรูปราง
การสั่นที่แตละความถี่ธรรมชาติ โดยในบทความนี้ ไดใชเทคนิคโพลีเรฟ
เฟอรเรนซเพื่อดึงขอมูลเหลาน้ีจากการทดสอบตอบสนองอิมพัลสมาส
รางแบบจําลองซึ่งใหการหาเทอมเศษเหลือสามารถแสดงความสอด
คลองกับผลการทดสอบ (Normalized eigenvectors) โดยความสําคัญ
ของขอมูลทางโหมดที่ถูกตองไดถูกนําเสนอผานการจําลองเชิงตัวเลข
ของการควบคุมการสั่นแบบแอกทีฟดวยตัวควบคุมปอนกลับความเร็ว
คาลบ ซ่ึงในผลการจําลองแสดงใหเห็นวาระบบที่มีการจําลองแบบ
คณิตศาสตรไดสอดคลองกับระบบทดสอบจริงสามารถนํามาใชสรางตัว
ควบคุมเพื่อลดการสั่นไดอยางมีประสิทธิภาพ

6. กิตติกรรมประกาศ
ผูเขียนที่หน่ึงขอขอบคุณ ศูนยวิจัยวิศวกรรมคํานวณชั้นสูง ภาควิชา
วิศวกรรมเครื่องกล สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาพระนครเหนือ ที่ให
ทุนเปนผูชวยวิจัยในงานวิจัยน้ี
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