
การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 17

15-17 ตุลาคม 2546 จังหวัดปราจีนบุรี

การออกแบบตัวควบคุมสํ าหรับระบบเครนโดยใชอสมการเมตริกซเชิงเสนเปนฐาน
Linear Matrix Inequalities Based Controller Design for Crane System

พชัรนันท  ศรีธนาอุทัยกร   สุดชาย บุญโต   เอก ไชยสวัสดิ์

ภาควชิาวศิวกรรมระบบควบคุมและเครื่องมือวัด คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีพระจอมเกลาธนบุรี

91 ถนนประชาอุทิศ แขวงบางมด เขตทุงครุ  กรุงเทพฯ  10140

โทร 0-2470-9095 โทรสาร 0-2470-9092  E-mail: patcharanun_s@yahoo.com, sudchai.boo@kmutt.ac.th

Patcharanun Sritana-uthaikorn   Sudchai Boonto   Ake Chaisawadi

Instrumentation and Control System Engineering Department, Faculty of Engineering,

King Mongkut’s University of Technology Thonburi

91 Pracha-uthit Rd, Bangmod, Thungkru, Bangkok 10140 Thailand

Tel: 0-2470-9095 Fax: 0-2470-9092  E-mail: patcharanun_s@yahoo.com, sudchai.boo@kmutt.ac.th

บทคัดยอ
บทความนี้นํ าเสนอวิธีการออกแบบระบบควบคุมปอนกลับสถานะ

สํ าหรับระบบเครน  วธิกีารนี้แสดงใหเห็นการใชเทคนิคการออกแบบตัว

ควบคุม H2  ภายใตการกํ าหนดตํ าแหนงโพล (Pole placement)  โดย

ใชอสมการเมตริกซเชิงเสนเปนฐาน  การจํ าลองการทํ างานของระบบ

แสดงใหเห็นวิธีการปรับแตงพารามิเตอร ที่สามารถเลือกระหวางเวลา

การเขาสูสภาวะคงตัวกับสัญญาณควบคุมไดอยางมีประสิทธิภาพ จาก

การเปรียบเทียบผลตอบสนองของระบบที่ไดกับผลตอบสนองจากวิธี 

การควบคุมกํ าลังสองเชิงเสน ( Linear Quadratic Regulator: LQR )

ใหผลตอบสนองที่ดีกวาทั้งเวลาการในการเคลื่อนที่ของเครนและมุมการ

แกวงของภาระ

Abstract
In this paper, state feedback design and tuning of crane 

system is considered. The approach is based on Linear Matrix 

Inequalities (LMIs) technique for H2 design under pole region 

constraints. System modeling illustrated how the design 

parameter can be tuned and effectively selected between settling 

time and control signal. The simulation results are compared with 

that of well-known Linear Quadratic Regulator (LQR) method. 

The state feedback design has given better response in time and 

sway angle than LQR.

1. บทนํ า
เครนเปนอุปกรณที่ใชขนถายภาระหนักที่ใชกันอยางกวางขวางทั้ง

ในงานอุตสาหกรรมและงานกอสราง เพื่อเคล่ือนยายภาระไปยังที่ที่ตอง 

การซึ่งตองการความรวดเร็วและถูกตอง หากเราขับเคล่ือนเครนดวย

ความเร็วที่ไมเหมาะสมก็จะทํ าใหภาระที่หอยอยูเกิดการแกวงไปมา จะ

กอใหเกิดความเสียหายกับภาระและสิ่งที่อยูรอบขางได จึงจํ าเปนตองใช

ผูชํ านาญการในการบังคับการเคลื่อนที่ของเครน แตถาไมมีผูชํ านาญ 

การก็จะทํ าใหเกิดปญหาขึ้นได ทํ าใหมีการศึกษาเพื่อพฒันาตัวควบคุม

แบบอัตโนมัติสํ าหรับเครนหลายวิธีเชน [1], [3], [4] และ [5] ซึ่งใชวิธี

การแตกตางกันไปแตก็มีจุดหมายเดียวกันคือ เพื่อใหสามารถควบคุม

เครนใหเคล่ือนภาระไปยังจุดหมายไดอยางรวดเร็วและตรงกับตํ าแหนง

ที่ตองการและเกิดการแกวงของภาระนอยที่สุดโดยไมจํ าเปนตองใชผู

ชํ านาญการในการควบคุมการเคลื่อนที่ของเครน ในการออกแบบการ

ควบคุมนั้นเราทํ าการออกแบบสัญญาณควบคุมเพื่อบังคับการทํ างาน

ของมอเตอรของเครนใหเครนเคลื่อนไปยังตํ าแหนงที่กํ าหนดอยางรวด

เรว็และมุมการแกวงของภาระนอยที่สุด

บทความนี้นํ าเสนอวิธีการออกแบบตัวควบคุม ใหกับระบบการ

เคล่ือนที่ของเครน โดยใชวิธีการพิจารณา H2 norm ภายใตขอบังคับ

การกํ าหนดตํ าแหนงโพลของระบบวงปด แลวจัดรูปแบบของวิธีการดัง

กลาวในรูปของอสมการเมตริกซเชิงเสน (Linear matrix inequalities 

:LMIs) เพื่อหาตัวควบคุมที่เหมาะสมที่สุด ซึ่งจะแสดงผลการจํ าลองดวย

ระบบคอมพิวเตอร เพื่อใหเห็นวาตัวควบคุมปอนกลับสถานะที่ได

สามารถทํ าใหผลของการออกแบบเปนไปตามที่ตองการและเปรียบ

เทียบผลการจํ าลองกับวิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสน

ลํ าดับการนํ าเสนอบทความนี้เริ่มจาก สวนที่ 2 กลาวถึงแบบจํ า

ลองของเครนและปญหาการควบคุม สวนที่ 3 นํ าเสนอวิธีการควบคุม

และการออกแบบในรูปของอสมการเมตริกซเชิงเสน สวนที่ 4 แสดงผล

การจํ าลองและเปรียบเทียบผลการควบคุมจากการออกแบบกับการควบ 

คุมกํ าลังสองเชิงเสน และทายสุดเปนการวิเคราะหและสรุปผลการออก

แบบตัวควบคุม
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รปูที่ 1 ระบบการเคลื่อนที่ของเครน

2. แบบจํ าลองของเครน
การสรางแบบจํ าลองทางพลศาสตรเปนสิ่งจํ าเปนสํ าหรับการ

ศึกษาระบบควบคุม เพื่อศึกษาลักษณะเฉพาะของระบบไดอยางถูกตอง

หรือใกลเคียงกับความเปนจริง ลักษณะการทํ างานของเครนสามารถ

แบงไดหลายสวนดวยกัน ในบทความนี้พิจารณาในสวนที่เครนยกภาระ

ข้ึนมาแลวและเคลื่อนที่ไปยังจุดหมาย การสรางแบบจํ าลองทาง

พลศาสตรของระบบในรูปที่ 1 โดยใชวิธีลากรองจ (Lagrange) จะได
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เมื่อ xT คอื ระยะทางที่เครนเคลื่อนที่ (m), J คอื โมเมนตความเฉื่อยของ

ชดุมอเตอรลาก (kg.m2), mC คอื มวลของเครน (kg), mP คอื มวลของ

ภาระ (kg), r คือ รัศมีของมอเตอรลาก (m), θ คอื มุมการแกวงของ

ภาระ (rad) ,l คอื ความยาวเชือกของเครน (m) และ T คือ แรงบิดของ

มอเตอรลาก (Nm)

ระบบสมการที่ (1) และ (2) เปนแบบไมเปนเชิงเสนซึ่งสามารถทํ า

ใหเปนเชิงเสนโดยใชวิธีจาโคเบียน (Jacobean method) ณ จุดทํ างาน

)0,0(),( =∗∗ ux  กํ าหนดให Txx =1 , Txx =2 (ความเร็วของ

เครน), θ=3x , และ θ=4x (ความเร็วเชิงมุมของภาระ) แลวจัดรูป

สมการเปน

                 BuAxx += , (3)

      DuCxy +=      (4)

เมื่อ x คอืตวัแปรสถานะของระบบ, u เปนสัญญาณควบคุม และ y คือ

สัญญาณเอาตพุท  โดยพารามิเตอรของเครน คือ r = 0.0144 m., J =

3.75 kg.m2, mc = 6000 kg, mp = 42500 kg, g = 9.81 m/s2, l = 15

m. ไดเมตริกซ A, B, C และ D ดังสมการที่ 5

ตํ าแหนงโพลของระบบวงเปดนี้มี 4 ตํ าแหนงซึ่งอยูบนแกนจินต

ภาพทั้งหมด เปนเสถียรภาพวิกฤติทํ าใหระบบวงเปดมีผลตอบสนองที่มี

การแกวงสูงจึงตองออกแบบตัวควบคุม เพื่อใหระบบทํ างานไดอยางมี

เสถียรภาพโดยที่มีการแกวงนอยลงหรือไมมีเลย
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3. การออกแบบการควบคุม
ปญหาการควบคุมการทํ างานของระบบเครนเปนปญหาแบบการ

ตดิตามคาอางอิง (Tracking problem) เพื่อใหผลตอบสนองลูเขาสูคา

อางอิงที่ตั้งไวโดยมีคาผิดพลาดและมีการแกวงนอยที่สุด ในงานวิจัยนี้

เลือกใชการปอนกลับสถานะ (State feedback) รวมกับตัวควบคุม

ปริพันธ (Integrator) และ yr −=ξ   เมือ่ r เปนสัญญาณอางอิงและ 

y คือเอาตพุทของระบบทํ าใหสมการที่ 3 เปล่ียนไปเปน
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โดยที่สัญญาณควบคุม u(t) คือ

   u = -Kx + Kiξ  (7)

หรือ      
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เมื่อ ξ คอืเอาตพุทของเครื่องหาปริพันธ, K คือเวกเตอรอัตราขยายปอน

กลับสถานะ (State feedback gain vector) และ Ki คอือัตราขยายของ

เครื่องหาปริพันธ ซึ่งเราสามารถพิจารณาอัตราขยายดังกลาวไดจาก

ระบบสมการที่ (6) และ (7) ตามบล็อกไดอะแกรมในรูปที่ 2
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รปูที ่2 บล็อกไดอะแกรมของการควบคุมแบบปอนกลับ

3.1 การวางตํ าแหนงโพล(Pole-placement)
ถาระบบสามารถควบคุมไดแลว เราสามารถทํ าการเปลี่ยนแปลง

ตํ าแหนงโพลของระบบวงปดเพื่อใหผลตอบสนองเปนไปตามขอกํ าหนด

ได  ขอบเขตของการวางตํ าแหนงโพลของระบบวงปด อาจเปนขอบเขต

D ทีอ่ยูในระนาบเชิงซอนดังรูปที่ 3 ซึ่งเขียนในรูปเมตริกซ L = LT และ

เมตริกซ M ที่เปนเซตของจํ านวนเชิงซอนที่สอดคลองกับขอบังคับ

อสมการเมตริกซเชิงเสนไดดังนี้ [8],

}0:{ <++∈= sMMsLCsD T (8)



รปูที่ 3 ขอบเขตบังคับการวางโพล

เมื่อ s  หมายถึง สงัยุคเชิงซอนของ s เราเรียกขอบเขตนี้วาขอบเขต

ของอสมการเมตริกซเชิงเสน

ในรูปที่ 3 จะเห็นขอบเขตบังคับที่เกิดจากเสน 3 เสนคือ เสนตรง

รูปกรวยที่ทํ ามุมเปด θ กบัแกนนอน เสนตรงที่หางจากแนวตั้งเปน

ระยะα และสวนของวงกลมที่มีจุดศูนยกลางอยูที่ (0,0) รัศมี r ซึ่งเรา

สามารถจัดขอบเขตบังคับที่เกิดจากเสนตางๆ ใหอยูในรูปของอสมการ

เมตริกซเชิงเสนไดดังอสมการที่ (9) – (11) ตามลํ าดับ
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โดยที่ Acl ซึง่เปนเมตริกซระบบของระบบวงปด

3.2 การควบคุมแบบ H2

การควบคุมแบบ H2 พจิารณาเพื่อหาตัวควบคุมที่มีสัดสวนคาจริง

และเหมาะสมที่ทํ าใหระบบมีเสถียรภาพและลด H2 norm ของฟงกชัน

ถายโอนใหเล็กที่สุด โดยให G(s) เปนฟงกชันถายโอนของระบบ

2)(sG  ของ G(s) สามารถพิจารณาไดจาก

22
2 )()( υ<= TCPCtracesG      (12)

2)(sG ของระบบจะนอยกวา υ กต็อเมื่อมีเมตริกซ 0>= TPP  ที่

สอดคลองกับอสมการริคคาติที่ (13)

01 ≥+−+ − QPBPRBPAAP TT      (13)

โดยที่
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RI

IQ
      (14)

กํ าหนดเมตริกซชวย W  โดยให

TCPCW >      (15)

สวนเติมเต็ม Schur (Schur complement) นํ ามาใชเพื่อจัดอสมการที่

(15) ใหอยูในรูปอสมการเมตริกซเชิงเสน

0>
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จากอสมการที่ (12) และ (15) จะไดความสัมพันธ

  2)( υ<Wtrace         (17)

หลังจากพิจารณาระบบเปนระบบวงปดเราสามารถแทนที่เมตริกซ A

และ C เดิมดวยเมตริกซ Acl = A - BK และ Ccl = C - DK ตามลํ าดับลง

ในอสมการที่ (13) และ (16)  ไดดังนี้
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เมื่อกํ าหนดให Y = KP

ในการหาตัวควบคุมจะใชอสมการที่ (9) ถึง (11) และอสมการที่

(17) ถงึ (19) โดยที่มีตัวแปรที่ตองการทราบคาคือ P, Y และ W ซึ่งการ

หาคาของเมตริกซเหลานี้ทํ าไดโดยใช LMI Toolbox [9] เมื่อหาคาตัว

แปรเหลานี้ไดแลวสามารถหาตัวควบคุมไดจาก
1−=YPK       (20)

ซึ่งเปนตัวควบคุมที่เกิดจาก   การพิจารณาเงื่อนไขของการวางตํ าแหนง

โพลและ 2)(sG  ทีน่อยที่สุด ตัวควบคุมในสมการที่ (20) เปนคาของ

อตัราขยายปอนกลับสถานะ และอัตราขยายของเครื่องหาปริพันธตาม

สมการที่ (7) ที่เรานํ ามาปอนกลับตามบล็อกไดอะแกรมในรูปที่ 2

4.  ผลของการควบคุมแบบ H2 รวมกับการกํ าหนดตํ าแหนงโพล
ในการควบคุมแบบ H2 รวมกับการกํ าหนดตํ าแหนงโพลที่กลาวใน

สวนที่ 3 นั้นมีพารามิเตอรที่ตองคํ านึงถึงกอนในการออกแบบ คือ

เมตริกซถวงนํ้ าหนัก Q และ R,  ขอบเขตของการวางโพลที่พิจารณา

จากมุม θ ที่ทํ ากับแนวนอน, ระยะ α ทีห่างจากแกนจินตภาพ และ

รัศมีของวงกลม r  เพื่อนํ ามากํ าหนดเวลาการเขาสูสภาวะคงตัวของผล

ตอบสนอง แนวทางหนึ่งในการกํ าหนดคาพารามิเตอรตางๆ นีค้ือการ

ทดลองโดยการปรับพารามิเตอร แลวพิจารณาคาเวลาการเขาสูสภาวะ

คงตัวและขนาดของสัญญาณควบคุมมากที่สุด ซึง่เปนลักษณะเฉพาะที่

เราสนใจ

อยางไรก็ดี พารามิเตอร R, Q และรัศมี r มีผลตอการเปลี่ยนแปลง

ของลักษณะเฉพาะดังกลาวนอยมาก จึงกํ าหนดให R = 1, Q เทากับ

เมตริกซเอกลักษณและรัศมี r = 50 เมื่อทํ าการปรับคามุม θ และระยะ

α จะไดกราฟแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรทั้งสองกับขนาดของ

สญัญาณควบคุม u(t), ระยะเวลาการเขาสูสภาวะคงตัวและเปอรเซ็นต

ของคาพุงเกิน (Overshoot) ดังแสดงในรูปที่ 4 ถึง 6 จะเห็นไดวามุม θ



มผีลตอลักษณะเฉพาะที่สนใจนอย แตระยะ α ที่คานอยกวา 0.5 จะทํ า

ใหคาสัญญาณควบคุมไมสูงมากและคาพุงเกินไมเกิน 1% แตจะใหระยะ

เวลาการเขาสูสภาวะคงตัวนานขึ้น ดังนั้นเพื่อใหพารามิเตอรในการปรับ

แตงตัวควบคุมลดลงเหลือเพียงตัวเดียว จึงกํ าหนดให θ คงที่ที่ 50°

และพิจารณาเฉพาะความสัมพันธระหวาง ระยะเวลาเขาสูสภาวะคงตัว

และสัญญาณควบคุมสูงสุดกับระยะ α ดังแสดงในรูปที่ 7 และ 8

ระยะ α ที่ใหผลการตอบสนองที่ดีที่สุด ในที่นี้คือ α = 0.10  ซึง่จะได

เวกเตอรอัตราขยายปอนกลับสถานะ และอัตราขยายของเครื่องหา

ปริพันธดังนี้  

รปูที ่4 ความสัมพันธของระยะ α กบัมุม θ ทีม่ตีอสัญญาณควบคุม

  
รปูที ่5 ความสัมพันธของระยะ α กบัมุม θ ทีม่ีตอเวลาการเขาสู

สภาวะคงตัว

รปูที ่ 6 ความสัมพันธของระยะ α กบัมุม θ ที่มีตอเปอรเซนตการพุง

เกิน

K = [42933    81584    -99630    922776],       Ki =  6515

และ 2)(sG มีคาเทากับ  0.2763

 ผลตอบสนองแบบขั้นของระบบวงปดแสดงดังรูปที่ 9 จะเห็นวา

เครนเขาสูสภาวะคงตัวที่เวลา 17.7 วินาที (พจิารณาที่ 2% ของคาอาง

อิง) และมมุการแกวงของภาระจะมีการแกวงในตอนเริ่มตนเทานั้นและ

หยุดแกวงที่เวลา 19.3 วินาที สวนในรูปที่ 10 และ 11 แสดงผลการ

เปรียบเทียบผลตอบสนองแบบขั้นของตํ าแหนงเครน และมุมการแกวง

ของภาระของวิธีที่นํ าเสนอเทียบกับ วิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนจะ

เห็นไดวาผลตอบสนองแบบขั้นของตํ าแหนงเครนที่ควบคุมดวยวิธีนี้  ลู

เขาสูสภาวะคงตัวไดเร็วกวา วิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนและไมมีคา

พุงเกินในสวนของการเคลื่อนที่ของเครน      ทํ าใหเครนไมเคล่ือนที่เกิน

ตํ าแหนงที่กํ าหนดจึงสามารถใหเครนเคลื่อนที่ไดจนสุดปลายรางของ

เครน ผลของวิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนลูเขาสูสภาวะคงตัวที่เวลา

22.6 วนิาที มุมการแกวงของภาระยังคงมีการแกวงกลับไปกลับมาและลู

เขาสูสภาวะคงตัวชากวาวิธีที่นํ าเสนอ สวนขนาดของสัญญาณควบคุม

รปูที ่7 ความสัมพันธระหวาง α กับเวลาการเขาสูสภาวะคงตัว

รปูที ่8 ความสัมพันธระหวาง α กับสญัญาณควบคุม

ตารางที่ 1 การเปรียบเทียบคาลักษณะเฉพาะ

Method
% Overshoot

(Position)

Settling time

(Position)

Control

input (umax)

LMI H2 0.000 17.7 103.822

LQR 9.072 22.6      31.047



ใกลเคียงกัน และตารางที่ 1 ไดสรุปคาของลักษณะเฉพาะที่สนใจของทั้ง

สองวิธีซึ่งในที่นี้ในสวนของวิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนใชเมตริกซ 

R = 0.001 เพื่อใหผลการเขาสูสภาวะคงตัวใกลเคียงกันในการเปรียบ 

เทียบกับวิธีที่นํ าเสนอ เวกเตอรอัตราขยายปอนกลับสถานะและอัตรา

ขยายของเครื่องหาปริพันธของวิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนคือ

  K = [198    606    1654    5262] ,        Ki =  32

และ 2)(sG มีคาเทากับ  0.3214

5.  สรุป
เราสามารถใชเงื่อนไขการควบคุมแบบอสมการเมตริกซเชิงเสนที่มี

ขอบังคับรวมกันระหวาง H2 norm และการวางตํ าแหนงโพลมาควบคุม

การเคลื่อนที่ของเครนใหมีคุณลักษณะเปนไปตามที่ตองการได โดย

สามารถลดการแกวงของภาระและคาพุงเกินของการเคลื่อนที่ของเครน

ลงได ซึ่งใหผลตอบสนองที่ดีกวาวิธีการควบคุมกํ าลังสองเชิงเสนในแง

ของคาเวลาการเขาที่และคาพุงเกิน นอกจากนั้นวิธีที่นํ าเสนอยังมีความ 

สามารถในเรื่องของการปรับแตง เนื่องจากใชพารามิเตอรในการปรับ 

แตงเพียงตัวเดียวคือ α ทัง้นี้ผูปรับแตงสามารถเลือกการปรับแตงได

ระหวางความเร็วที่เพิ่มข้ึนกับขนาดของสัญญาณอินพุทที่ปอนใหกับ

ระบบโดยพิจารณาจากกราฟในรูปที่ 7 และ 8
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รูปที่ 9 ผลตอบสนองแบบขั้นของตํ าแหนงเครน (บน) และมุมการแกวง

ของภาระ (ลาง) ที่ควบคุมดวยวิธี LMI H2

รูปที่ 10 ผลตอบสนองแบบขั้นของตํ าแหนงเครนที่ควบคุม

รปูที ่11 ผลตอบสนองแบบขั้นของมุมการแกวงของภาระ

รูปที่ 12 ขนาดของสัญญาณควบคุม


