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บทคัดยอ 
การคํานวณปญหาทางพลศาสตรของไหลดวยคอมพิวเตอร หรือ 

CFD น้ันเร่ิมเปนที่ยอมรับกันอยางกวางขวางวาเปนเครื่องมือที่ชวยใน
การออกแบบที่จําเปนสําหรับวิศวกร โดยการไหลตามความเปนจริง
สวนใหญ เปนการไหลแบบปนปวนและหนึ่ งในสาเหตุหลักของ
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนจากการใชซอฟตแวร CFD เม่ือเปรียบเทียบ
กับสถานการณจริงคือ ความคลาดเคลื่อนเน่ืองจากแบบจําลองความปน
ปวนของการไหล การพัฒนาแบบจําลองความปนปวนใหมีความถูกตอง
มากข้ึนกวาแบบจําลองความปนปวนที่มีใชกันทั่วไปในซอฟตแวร CFD  
สําเร็จรูปจึงเปนส่ิงจําเปน แบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสนเร่ิม
เปนที่นิยมใชในการจําลองการไหลแบบปนปวนเน่ืองจากใหความถูก
ตองมากกวาแบบจําลองชนิดเชิงเสนที่นิยมใชในซอฟตแวรสําเร็จรูป 
งานวิจัยน้ีจึงมุงเนนไปที่การเพิ่มความสามารถของแบบจําลองชนิดไม
เชิงเสนใหสามารถจําลองการไหลใหใกลเคียงกับความเปนจริงที่สุด 
โดยในบทความนี้เสนอการเปรียบเทียบสมการความเคนเรยโนลดแบบ
ตางๆ ที่ใชในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน เพื่อที่จะหาสม
การความเคนเรยโนลดที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองคาความเคนเรย
โนลดใหถูกตองที่สุด โดยขอมูลจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง ซ่ึงถือ

วาเปนขอมูลที่มีความนาเชื่อถือในระดับเดียวกับขอมูลจากการทดลอง 
ถูกนํามาใชในการเปรียบเทียบความถูกตองของสมการความเคนเรย
โนลดแบบตางๆ สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน 
 
Abstract 

Computational fluid dynamics (CFD) is now recognized as an 
essential design tool for engineers. Most practical flows are 
turbulent and one of the main causes for the errors encountered 
in the CFD software is the error from the turbulence models. The 
need is therefore arisen for the development of the turbulence 
models that give the higher accuracy than the present turbulence 
models commonly used in the commercial software. The non-
linear eddy-viscosity turbulence models have become very 
popular during the past decade to simulate turbulent flows due to 
its higher accuracy compared to the linear eddy-viscosity models. 
The present work aims to compare the accuracy of different 
constitutive expressions for the Reynolds stresses used in the 
non-linear eddy-viscosity turbulence models in order to find the 
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most suitable expression that gives the accurate stress 
anisotropy near the wall. The Direct Numerical Simulation (DNS) 
data of fully-developed turbulent channel flow are used to 
evaluate the performance of various constitutive expressions. 
 
1. บทนํา 

การไหลแบบปนปวน (Turbulent Flows) เปนการไหลที่เกิดข้ึนทั่ว
ไปในธรรมชาติและงานทางวิศวกรรม การจําลองการไหลแบบปนปวน
ใหถูกตองน้ันมีความสําคัญตอการการคํานวณปญหาทางพลศาสตรของ
ไหลดวยคอมพิวเตอร หรือ CFD ในการทํานายลักษณะการไหลเพื่อ
ชวยในการออกแบบชิ้นงานใหถูกตอง การจําลองการไหลแบบปนปวน
ตางจากการจําลองการไหลแบบราบเรียบ (Laminar Flows) ตรงที่การ
จําลองการไหลแบบปนปวนน้ันจะตองใชแบบจําลองความปนปวนของ
การไหล (Turbulence Models) เพิ่มเติมเพื่อที่จะจําลองพจนความเคน
เรยโนลด (Reynolds Stresses) ซ่ึงเปนพจนที่ เกิดข้ึนเน่ืองมาจาก
กระบวนการในการที่จะแกสมการการเคลื่อนที่ Navier-Stokes ในกรณี
ที่การไหลเปนการไหลแบบปนปวน  

แบบจําลองความปนปวนที่เปนที่นิยมใชในงานทางวิศวกรรมคือ
แบบจําลองความปนปวนชนิดความหนืดหมุนวนแบบเชิงเสน (Linear 
Eddy-Viscosity Turbulence Models) เน่ืองจากสามารถจําลองลักษณะ
การไหลแบบปนปวนที่มีรูปแบบการไหลที่ไมซับซอนนักไดคอนขางถูก
ตอง ไมใชกําลังคอมพิวเตอรและเวลาในการคํานวณนานเกินไป อยาง
ไรก็ตาม แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสนน้ันจําลองคาความเคน
เรยโนลดที่เกิดข้ึนผิดจากความเปนจริงมาก ซ่ึงจะมีผลทําใหการจําลอง
คาความเร็วของการไหลคลาดเคลื่อนจากความเปนจริง โดยเฉพาะ
อยางยิ่งถาเปนการไหลที่มีลักษณะซับซอน เชน การไหลที่เกิดการแยก
ตัว (Separation) การไหลที่เกิดการติดกลับ (Reattachment) หรือการ
ไหลที่เกิดการหมุนวน (Recirculation) ทั้งน้ีเน่ืองมาจากแบบจําลอง
ความปนปวนชนิดเชิงเสนน้ันใช สมการความสัมพันธแบบเชิงเสนใน
การจําลองพจนความเคนเรยโนลดที่ใชในแบบจําลอง ซ่ึงเปนสมมติฐาน
ที่คอนขางหยาบและผิดจากความเปนจริงมาก แบบจําลองความปน
ปวนชนิดความหนืดหมุนวนแบบไม เชิ งเสน  (Non-Linear Eddy-
Viscosity Turbulence Models) จึงเปนแบบจําลองที่ เร่ิมไดรับความ
นิยมในระยะ 10 ปมานี้ในการจําลองการไหลแบบปนปวน เน่ืองมาจาก
แบบจําลองชนิดไมเชิงเสนน้ันใชสมการความสัมพันธแบบไมเชิงเสนใน
การจําลองพจนความเคนเรยโนลด ดังน้ันแบบจําลองความปนปวนชนิด
ไมเชิงเสนจึงใหความถูกตองกวาแบบจําลองชนิดเชิงเสน  

งานวิจัยน้ีจึงมุงเนนไปที่การพัฒนาแบบจําลองความปนปวนชนิด
ไมเชิงเสนให ถูกตองมากขึ้น โดยผูวิ จัยพบวา หน่ึงในสาเหตุของ
ความคลาดเคลื่อนในการจําลองลักษณะการไหลของแบบจําลองชนิดไม
เชิงเสน มาจาก สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลด ที่ใช
ในแบบจําลอง ยังไมเหมาะสม โดยในบทความวิจัยน้ีจะนําเสนอการ
เปรียบเทียบความถูกตองของสมการความสัมพันธของพจนความเคน
เรยโนลดแบบตางๆ ที่ใชในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน 
เพื่อที่จะหาสมการความเคนเรยโนลดที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองคา
ความเคนเรยโนลดใหถูกตองที่สุด โดยขอมูลจากการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ของ Kim et al. [1] ถูก

นํามาใชในการเปรียบเทียบ สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คู
ขนานกัน  

 
2. สมการการเคลื่อนท่ีสําหรับการไหลแบบปนปวน 

สมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนน้ัน ประกอบไปดวย 
สมการกฎทรงมวล และสมการโมเมนตัม เชนเดียวกับการไหลแบบราบ
เรียบ แตดวยลักษณะที่ตางกันของการไหลแบบราบเรียบและการไหล
แบบปนปวน ที่ทําใหสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนตาง
จากสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบราบเรียบ โดยสมการการ
เคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนมีความซับซอนมากกวาเนื่องมาจาก
ความปนปวนที่เกิดข้ึนในการไหล ในทางวิศวกรรม ส่ิงที่วิศวกรสนใจ
สวนใหญคือคาเฉลี่ยของการไหล ดังน้ัน วิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด 
(Reynolds Averaging) จึงถูกนํามาใชกับสมการการเคลื่อนที่ของการ
ไหลแบบปนปวน เพื่อแปลงสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปน
ปวน ใหอยูในรูปของคาเฉลี่ย ดังน้ี 
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โดยสมการโมเมนตัมที่ถูกเฉลี่ยดวยวิธีการของเรยโนลด ตางจากสม
การโมเมนตัมที่ยังไมไดถูกเฉลี่ย เน่ืองจากมีพจนที่เกิดข้ึนเน่ืองจากการ
ใชวิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด คือ พจนความเคนเรยโนลด (Reynolds 
stresses) i ju u′ ′  ซ่ึงพจนที่เกิดข้ึนน้ีเปนพจนที่ เกิดข้ึนเน่ืองมาจาก
ความปนปวนที่เกิดข้ึนในการไหล โดยแบบจําลองความปนปวนของ
การไหล (Turbulence Models) เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร ที่ถูก
นํามาใชเพื่อจําลองพจนความเคนเรยโนลด ที่เกิดข้ึนเน่ืองจากการใชวิธี
การเฉลี่ยของเรยโนลด กับสมการโมเมนตัมน้ี  
 
3. แบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดเชิงเสน 

แบบจําลองความปนปวนของการไหล  คือแบบจําลองทาง
คณิตศาสตร ที่ใชจําลองพจนความปนปวนของการไหล ซ่ึงเกิดข้ึนเน่ือง
จากการใชวิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด กับสมการการเคลื่อนที่ของการ
ไหลแบบปนปวน ซ่ึงพจนที่เกิดข้ึนจากการเฉลี่ยน้ีเรียกวา พจนความ
เคนเรยโนลด i ju u′ ′  ดังน้ันแบบจําลองความปนปวนของการไหลจึงมี
หนาที่ในการจําลองพจนความเคนเรยโนลด ที่เกิดข้ึนน้ี  

แบบจําลองความปนปวนของการไหลน้ันมีหลายชนิด แตชนิดที่
นิยมใชในซอฟตแวร CFD สําเร็จรูปคือ แบบจําลองความปนปวนชนิด
เชิงเสน k ε−  ซ่ึงแบบจําลองชนิดน้ีประกอบไปดวยสมการ 2 สมการ

 
 



คือ สมการการเคลื่อนที่ของพลังงานจลนของความปนปวน  และ สม
การการเคลื่อนที่ของอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวน 
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แบบจําลองความปนปวนชนิด k  เปนแบบจําลองหนึ่งใน
หลายแบบจําลองที่ ใชแนวความคิดของความหนืดหมุนวน (Eddy 
Viscosity) ที่นําเสนอโดย Boussinesq [2] กลาวคือ พจนความเคนเรย
โนลด 

ε−

i ju u′ ′  ที่เกิดข้ึนจากการใชวิธีการเฉลี่ยของเรยโนลดกับสมการ

โมเมนตัม จะถูกจําลองผานพจนความหนืดหมุนวน ( ) โดยใช สม
การความสัมพันธของพจนความเคน เรย โนลด  ที่ นํ าเสนอโดย 
Boussinesq ดังน้ี 
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 ∂ ∂ ′ ′ = − + ∂ ∂  เคนเรยโนลด
อตัราการเปล่ียนแปลงของความเครียด

  (3) 

 
โดย  คือคาความหนืดหมุนวน ซ่ึงคาความหนืดหมุนวนนี้ ข้ึนอยูกับ
คุณสมบัติของการไหล (Flow) ไมไดข้ึนอยูกับคุณสมบัติของของไหล 
(Fluid) เหมือนคาความหนืด µ  โดยสมการของคาความหนืดหมุนวน 

 น้ีข้ึนอยูกับชนิดของแบบจําลองความปนปวนที่ใช โดยสําหรับแบบ
จําลองความปนปวนชนิด  คาความหนืดหมุนวน  สามารถ
หาไดจากสมการ 
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โดยที่คาพลังงานจลนของความปนปวน  และ คาอัตราการลดลงของ
พลังงานจลนของความปนปวน  ε  สามารถคํานวณหาไดจากสมการ
การเคลื่อนที่ของ  และ สมการการเคลื่อนที่ของ ตามลําดับ โดย
แบบจําลองความปนปวนชนิด   ที่นิยมใชในปจจุบันคือ  แบบ
จําลองความปนปวนชนิด   ของ Launder และ Sharma [3] 
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 ในบทความวิจัยน้ี การไหลที่พิจารณาคือ การไหลแบบปนปวน
ระห ว า งแผ น ระน าบที่ คู ข น าน กั น  (Fully-Developed Turbulent 
Channel Flow) ดังน้ัน สมการที่ใชจําลองพจนความเคนเรยโนลดใน
แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสนที่นําเสนอโดย Boussinesq จาก
สมการ (3) สามารถลดรูปไดดังน้ี 
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โดย vu ′′  คือ ความเคนเรยโนลดเฉือน (Shear Reynolds Stress) 
และ ww,vv,uu ′′′′′′  คือ ความเคนเรย โนลด ในแนวตั้ งฉาก 
(Normal Reynolds Stress) ในทิศ x, y และ z ตามลําดับ 
 จากสมการ (6) ถึง (8) จะเห็นไดวา คาความเคนเรยโนลดในแนว
ตั้งฉากมีคาเทากันทั้งใน 3 ทิศทาง ซ่ึงผิดจากสิ่งที่เกิดข้ึนจริง ในการ
ไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน 
 
4. แบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดไมเชิงเสน 
 ความแตกตางที่เห็นไดชัดระหวางแบบจําลองความปนปวนของ
การไหลชนิดเชิงเสนและชนิดไมเชิงเสนคือ สมการที่ใชจําลองพจน
ความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวน แบบจําลองชนิดเชิงเสน
ใช สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลด ที่นําเสนอโดย 
Boussinesq ดังแสดงในสมการ (3) ซ่ึงเปนสมการที่แสดงวา พจนความ
เคนเรยโนลดข้ึนอยูกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเครียด (Strain 
Rate) เทานั้น ซ่ึงตางจากแบบจําลองชนิดไมเชิงเสนที่จําลองพจนความ
เคนเรยโนลดโดยใชสมการความสัมพันธที่แสดงวา พจนความเคนเรย
โนลดข้ึนอยูกับทั้งอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเครียด ความหมุนวน 
และความโคงของเสน Streamline ซ่ึงเปนการจําลองพจนความเคนเรย
โนลดที่ใกลเคียงกับความเปนจริงมากกวา 

จากการตรวจเอกสาร ผูวิจัยคนพบวา มีกลุมวิจัยหลักๆ อยูดวย
กัน 8 กลุม ที่นําเสนอสมการที่ใชจําลองพจนความเคนเรยโนลดแบบไม
เชิงเสนน้ี  โดยในบทความนี้ไดทําการลดรูปสมการสําหรับการไหล
ระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน และจัดรูปแบบของสมการพจนความ
เคนเรยโนลดที่นําเสนอโดยนักวิจัยกลุมตางๆ ใหอยูในรูปแบบที่ใกล
เคียงกันเพื่อความชัดเจนในการวิเคราะห เน่ืองจากความซับซอนของ
สมการเต็มรูปแบบและขอจํากัดของพื้นที่ ตามตารางที่ 1  
 
5. ผลและวิเคราะห 
 ความถูกตอง ของ สมการความสัมพันธที่ใชจําลองพจนความเคน
เรยโนลด ในแบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดไมเชิงเสน ที่นํา
เสนอโดยกลุมวิจัยตางๆ ถูกนํามาเปรียบเทียบในบทความวิจัยน้ี  
สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน โดยใชขอมูลจากการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) หรือ 
ขอมูล  DNS ของ Kim et al. [1] ที่  Re  = 180 โดย ν≡ ττ /hu

ρτ≡τ /u w  คือ Friction Velocity ν คือ ความหนืดของของ
ไหล และ h  คือความสูงครึ่งหน่ึงระหวางแผนระนาบ ตามรูปที่ 1 
 

 
 



 
รูปที่ 1 การไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน (Kim et al. [1]) 

 
 การเปรียบเทียบความถูกตองของแตละสมการความเคนเรยโนลด 
ในบทความวิจัยน้ี จะทําการเปรียบเทียบโดยการใชขอมูล DNS แทนคา
เขาไปในแตละพจนของสมการความเคนเรยโนลดที่นําเสนอโดยแตละ
กลุมวิจัย และทําการเปรียบเทียบความถูกตองของแตละสมการความ
เคนเรยโนลด วาสามารถจําลองคาความเคนเรยโนลดไดใกลเคียงความ
เปนจริงมากเพียงไร โดยการแสดงผานเสนกราฟสําหรับทั้งความเคน
เรยโนลดเฉือน ( vu ′′ ) และความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉากทั้งใน 3 
ทิศทาง ( ww,vv,uu ′′′′′′ ) ตามรูปที่ 2 ถึง 5 ตามลําดับ ซ่ึงถาสม
การของกลุมวิจัยใดสามารถจําลองคาความเคนเรยโนลดไดใกลเคียงกับ
ขอมูล DNS ของความเคนเรยโนลดน้ันๆ ไดมากที่สุด ก็แสดงวาสมการ
ความเคนเรยโนลดของกลุมวิจัยน้ัน  เหมาะสมที่จะนําไปใชในแบบ
จําลองความปนปวนของการไหล เพื่อใชจําลองลักษณะการไหลใน 
CFD มากที่สุด โดยจากการวิเคราะหรูปของความเคนเรยโนลดทั้งหมด 
จะเห็นไดวา สมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสนของ Myong และ 
Kasagi [10]  ใหคาความเคนเรยโนลดเฉือน และ คาความเคนเรยโนลด
ในแนวตั้งฉากตรงบริเวณใกลกึ่งกลางระหวางแผนระนาบคู ไดใกลเคียง
กับขอมูล DNS มากที่สุด โดยความคลาดเคลื่อนตรงบริเวณใกลผิวแผน
ระนาบ นาจะมาจากการที่ สมการความเคนเรยโนลดของ Myong และ 
Kasagi ไมไดใช damping function ที่เหมาะสมในบริเวณใกลพ้ืนผิว
เพื่อแสดงถึงผลกระทบของพื้นผิวที่มีตอความปนปวนของการไหล  

 
6. สรุป 
 การตรวจสอบความถูกตองของสมการความเคนเรยโนลดแบบไม
เชิงเสนสําหรับแบบจําลองความปนปวนของการไหล โดยใชขอมูล 
DNS แทนคาเขาไปในแตละพจนของสมการ เปนการลดความผิดพลาด
ที่อาจจะเกิดข้ึนจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใน CFD โดยจากผลการ
เปรียบเทียบระหวางสมการความเคนเรยโนลดจากกลุมวิจัยหลายๆ 
กลุม พบวา สมการของ Myong และ Kasagi เหมาะสมที่สุดที่จะนํามา
พัฒนาเพื่อเพิ่มความถูกตองของแบบจําลองความปนปวนของการไหล 
โดยการปรับปรุง Damping Function ที่ใชในสมการเพื่อใหสามารถ
จําลองคาความเคนเรยโนลดในบริเวณใกลพ้ืนผิวไดถูกตองมากข้ึน 
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