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บทคัดยอ 
การคํานวณปญหาทางพลศาสตรของไหลดวยคอมพิวเตอร หรือ 

CFD น้ันเร่ิมเปนที่ยอมรับกันอยางกวางขวางวาเปนเครื่องมือที่ชวยใน
การออกแบบที่จําเปนสําหรับวิศวกร โดยการไหลตามความเปนจริง
สวนใหญ เปนการไหลแบบปนปวนและหนึ่ งในสาเหตุหลักของ
ความคลาดเคลื่อนที่เกิดข้ึนจากการใชซอฟตแวร CFD เม่ือเปรียบเทียบ
กับสถานการณจริงคือ ความคลาดเคลื่อนเน่ืองจากแบบจําลองความปน
ปวนของการไหล การพัฒนาแบบจําลองความปนปวนใหมีความถูกตอง
มากข้ึนกวาแบบจําลองความปนปวนที่มีใชกันทั่วไปในซอฟตแวร CFD  
สําเร็จรูปจึงเปนส่ิงจําเปน แบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสนเร่ิม
เปนที่นิยมใชในการจําลองการไหลแบบปนปวนเน่ืองจากใหความถูก
ตองมากกวาแบบจําลองชนิดเชิงเสนที่นิยมใชในซอฟตแวรสําเร็จรูป 
งานวิจัยน้ีจึงมุงเนนไปที่การเพิ่มความสามารถของแบบจําลองชนิดไม
เชิงเสนใหสามารถจําลองการไหลใหใกลเคียงกับความเปนจริงที่สุด 
โดยในบทความนี้เสนอการเปรียบเทียบสมการความเคนเรยโนลดแบบ
ตางๆ ที่ใชในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน เพื่อที่จะหาสม
การความเคนเรยโนลดที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองคาความเคนเรย
โนลดใหถูกตองที่สุด โดยขอมูลจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง ซ่ึงถือ

วาเปนขอมูลที่มีความนาเชื่อถือในระดับเดียวกับขอมูลจากการทดลอง 
ถูกนํามาใชในการเปรียบเทียบความถูกตองของสมการความเคนเรย
โนลดแบบตางๆ สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน 
 
Abstract 

Computational fluid dynamics (CFD) is now recognized as an 
essential design tool for engineers. Most practical flows are 
turbulent and one of the main causes for the errors encountered 
in the CFD software is the error from the turbulence models. The 
need is therefore arisen for the development of the turbulence 
models that give the higher accuracy than the present turbulence 
models commonly used in the commercial software. The non-
linear eddy-viscosity turbulence models have become very 
popular during the past decade to simulate turbulent flows due to 
its higher accuracy compared to the linear eddy-viscosity models. 
The present work aims to compare the accuracy of different 
constitutive expressions for the Reynolds stresses used in the 
non-linear eddy-viscosity turbulence models in order to find the 
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most suitable expression that gives the accurate stress 
anisotropy near the wall. The Direct Numerical Simulation (DNS) 
data of fully-developed turbulent channel flow are used to 
evaluate the performance of various constitutive expressions. 
 
1. บทนํา 

การไหลแบบปนปวน (Turbulent Flows) เปนการไหลที่เกิดข้ึนทั่ว
ไปในธรรมชาติและงานทางวิศวกรรม การจําลองการไหลแบบปนปวน
ใหถูกตองน้ันมีความสําคัญตอการการคํานวณปญหาทางพลศาสตรของ
ไหลดวยคอมพิวเตอร หรือ CFD ในการทํานายลักษณะการไหลเพื่อ
ชวยในการออกแบบชิ้นงานใหถูกตอง การจําลองการไหลแบบปนปวน
ตางจากการจําลองการไหลแบบราบเรียบ (Laminar Flows) ตรงที่การ
จําลองการไหลแบบปนปวนน้ันจะตองใชแบบจําลองความปนปวนของ
การไหล (Turbulence Models) เพิ่มเติมเพื่อที่จะจําลองพจนความเคน
เรยโนลด (Reynolds Stresses) ซ่ึงเปนพจนที่ เกิดข้ึนเน่ืองมาจาก
กระบวนการในการที่จะแกสมการการเคลื่อนที่ Navier-Stokes ในกรณี
ที่การไหลเปนการไหลแบบปนปวน  

แบบจําลองความปนปวนที่เปนที่นิยมใชในงานทางวิศวกรรมคือ
แบบจําลองความปนปวนชนิดความหนืดหมุนวนแบบเชิงเสน (Linear 
Eddy-Viscosity Turbulence Models) เน่ืองจากสามารถจําลองลักษณะ
การไหลแบบปนปวนที่มีรูปแบบการไหลที่ไมซับซอนนักไดคอนขางถูก
ตอง ไมใชกําลังคอมพิวเตอรและเวลาในการคํานวณนานเกินไป อยาง
ไรก็ตาม แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสนน้ันจําลองคาความเคน
เรยโนลดที่เกิดข้ึนผิดจากความเปนจริงมาก ซ่ึงจะมีผลทําใหการจําลอง
คาความเร็วของการไหลคลาดเคลื่อนจากความเปนจริง โดยเฉพาะ
อยางยิ่งถาเปนการไหลที่มีลักษณะซับซอน เชน การไหลที่เกิดการแยก
ตัว (Separation) การไหลที่เกิดการติดกลับ (Reattachment) หรือการ
ไหลที่เกิดการหมุนวน (Recirculation) ทั้งน้ีเน่ืองมาจากแบบจําลอง
ความปนปวนชนิดเชิงเสนน้ันใช สมการความสัมพันธแบบเชิงเสนใน
การจําลองพจนความเคนเรยโนลดที่ใชในแบบจําลอง ซ่ึงเปนสมมติฐาน
ที่คอนขางหยาบและผิดจากความเปนจริงมาก แบบจําลองความปน
ปวนชนิดความหนืดหมุนวนแบบไม เชิ งเสน  (Non-Linear Eddy-
Viscosity Turbulence Models) จึงเปนแบบจําลองที่ เร่ิมไดรับความ
นิยมในระยะ 10 ปมานี้ในการจําลองการไหลแบบปนปวน เน่ืองมาจาก
แบบจําลองชนิดไมเชิงเสนน้ันใชสมการความสัมพันธแบบไมเชิงเสนใน
การจําลองพจนความเคนเรยโนลด ดังน้ันแบบจําลองความปนปวนชนิด
ไมเชิงเสนจึงใหความถูกตองกวาแบบจําลองชนิดเชิงเสน  

งานวิจัยน้ีจึงมุงเนนไปที่การพัฒนาแบบจําลองความปนปวนชนิด
ไมเชิงเสนให ถูกตองมากขึ้น โดยผูวิ จัยพบวา หน่ึงในสาเหตุของ
ความคลาดเคลื่อนในการจําลองลักษณะการไหลของแบบจําลองชนิดไม
เชิงเสน มาจาก สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลด ที่ใช
ในแบบจําลอง ยังไมเหมาะสม โดยในบทความวิจัยน้ีจะนําเสนอการ
เปรียบเทียบความถูกตองของสมการความสัมพันธของพจนความเคน
เรยโนลดแบบตางๆ ที่ใชในแบบจําลองความปนปวนชนิดไมเชิงเสน 
เพื่อที่จะหาสมการความเคนเรยโนลดที่เหมาะสมที่สุดในการจําลองคา
ความเคนเรยโนลดใหถูกตองที่สุด โดยขอมูลจากการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ของ Kim et al. [1] ถูก

นํามาใชในการเปรียบเทียบ สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คู
ขนานกัน  

 
2. สมการการเคลื่อนท่ีสําหรับการไหลแบบปนปวน 

สมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนน้ัน ประกอบไปดวย 
สมการกฎทรงมวล และสมการโมเมนตัม เชนเดียวกับการไหลแบบราบ
เรียบ แตดวยลักษณะที่ตางกันของการไหลแบบราบเรียบและการไหล
แบบปนปวน ที่ทําใหสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนตาง
จากสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบราบเรียบ โดยสมการการ
เคลื่อนที่ของการไหลแบบปนปวนมีความซับซอนมากกวาเนื่องมาจาก
ความปนปวนที่เกิดข้ึนในการไหล ในทางวิศวกรรม ส่ิงที่วิศวกรสนใจ
สวนใหญคือคาเฉลี่ยของการไหล ดังน้ัน วิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด 
(Reynolds Averaging) จึงถูกนํามาใชกับสมการการเคลื่อนที่ของการ
ไหลแบบปนปวน เพื่อแปลงสมการการเคลื่อนที่ของการไหลแบบปน
ปวน ใหอยูในรูปของคาเฉลี่ย ดังน้ี 
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โดยสมการโมเมนตัมที่ถูกเฉลี่ยดวยวิธีการของเรยโนลด ตางจากสม
การโมเมนตัมที่ยังไมไดถูกเฉลี่ย เน่ืองจากมีพจนที่เกิดข้ึนเน่ืองจากการ
ใชวิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด คือ พจนความเคนเรยโนลด (Reynolds 
stresses) i ju u′ ′  ซ่ึงพจนที่เกิดข้ึนน้ีเปนพจนที่ เกิดข้ึนเน่ืองมาจาก
ความปนปวนที่เกิดข้ึนในการไหล โดยแบบจําลองความปนปวนของ
การไหล (Turbulence Models) เปนแบบจําลองทางคณิตศาสตร ที่ถูก
นํามาใชเพื่อจําลองพจนความเคนเรยโนลด ที่เกิดข้ึนเน่ืองจากการใชวิธี
การเฉลี่ยของเรยโนลด กับสมการโมเมนตัมน้ี  
 
3. แบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดเชิงเสน 

แบบจําลองความปนปวนของการไหล  คือแบบจําลองทาง
คณิตศาสตร ที่ใชจําลองพจนความปนปวนของการไหล ซ่ึงเกิดข้ึนเน่ือง
จากการใชวิธีการเฉลี่ยของเรยโนลด กับสมการการเคลื่อนที่ของการ
ไหลแบบปนปวน ซ่ึงพจนที่เกิดข้ึนจากการเฉลี่ยน้ีเรียกวา พจนความ
เคนเรยโนลด i ju u′ ′  ดังน้ันแบบจําลองความปนปวนของการไหลจึงมี
หนาที่ในการจําลองพจนความเคนเรยโนลด ที่เกิดข้ึนน้ี  

แบบจําลองความปนปวนของการไหลน้ันมีหลายชนิด แตชนิดที่
นิยมใชในซอฟตแวร CFD สําเร็จรูปคือ แบบจําลองความปนปวนชนิด
เชิงเสน k ε−  ซ่ึงแบบจําลองชนิดน้ีประกอบไปดวยสมการ 2 สมการ

 
 



คือ สมการการเคลื่อนที่ของพลังงานจลนของความปนปวน  และ สม
การการเคลื่อนที่ของอัตราการลดลงของพลังงานจลนของความปนปวน 
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Viscosity) ที่นําเสนอโดย Boussinesq [2] กลาวคือ พจนความเคนเรย
โนลด 
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โดย  คือคาความหนืดหมุนวน ซ่ึงคาความหนืดหมุนวนนี้ ข้ึนอยูกับ
คุณสมบัติของการไหล (Flow) ไมไดข้ึนอยูกับคุณสมบัติของของไหล 
(Fluid) เหมือนคาความหนืด µ  โดยสมการของคาความหนืดหมุนวน 

 น้ีข้ึนอยูกับชนิดของแบบจําลองความปนปวนที่ใช โดยสําหรับแบบ
จําลองความปนปวนชนิด  คาความหนืดหมุนวน  สามารถ
หาไดจากสมการ 
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โดยที่คาพลังงานจลนของความปนปวน  และ คาอัตราการลดลงของ
พลังงานจลนของความปนปวน  ε  สามารถคํานวณหาไดจากสมการ
การเคลื่อนที่ของ  และ สมการการเคลื่อนที่ของ ตามลําดับ โดย
แบบจําลองความปนปวนชนิด   ที่นิยมใชในปจจุบันคือ  แบบ
จําลองความปนปวนชนิด   ของ Launder และ Sharma [3] 

k

k ε
k
ε

ε−
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 ในบทความวิจัยน้ี การไหลที่พิจารณาคือ การไหลแบบปนปวน
ระห ว า งแผ น ระน าบที่ คู ข น าน กั น  (Fully-Developed Turbulent 
Channel Flow) ดังน้ัน สมการที่ใชจําลองพจนความเคนเรยโนลดใน
แบบจําลองความปนปวนชนิดเชิงเสนที่นําเสนอโดย Boussinesq จาก
สมการ (3) สามารถลดรูปไดดังน้ี 
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โดย vu ′′  คือ ความเคนเรยโนลดเฉือน (Shear Reynolds Stress) 
และ ww,vv,uu ′′′′′′  คือ ความเคนเรย โนลด ในแนวตั้ งฉาก 
(Normal Reynolds Stress) ในทิศ x, y และ z ตามลําดับ 
 จากสมการ (6) ถึง (8) จะเห็นไดวา คาความเคนเรยโนลดในแนว
ตั้งฉากมีคาเทากันทั้งใน 3 ทิศทาง ซ่ึงผิดจากสิ่งที่เกิดข้ึนจริง ในการ
ไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน 
 
4. แบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดไมเชิงเสน 
 ความแตกตางที่เห็นไดชัดระหวางแบบจําลองความปนปวนของ
การไหลชนิดเชิงเสนและชนิดไมเชิงเสนคือ สมการที่ใชจําลองพจน
ความเคนเรยโนลดในแบบจําลองความปนปวน แบบจําลองชนิดเชิงเสน
ใช สมการความสัมพันธของพจนความเคนเรยโนลด ที่นําเสนอโดย 
Boussinesq ดังแสดงในสมการ (3) ซ่ึงเปนสมการที่แสดงวา พจนความ
เคนเรยโนลดข้ึนอยูกับอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเครียด (Strain 
Rate) เทานั้น ซ่ึงตางจากแบบจําลองชนิดไมเชิงเสนที่จําลองพจนความ
เคนเรยโนลดโดยใชสมการความสัมพันธที่แสดงวา พจนความเคนเรย
โนลดข้ึนอยูกับทั้งอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเครียด ความหมุนวน 
และความโคงของเสน Streamline ซ่ึงเปนการจําลองพจนความเคนเรย
โนลดที่ใกลเคียงกับความเปนจริงมากกวา 

จากการตรวจเอกสาร ผูวิจัยคนพบวา มีกลุมวิจัยหลักๆ อยูดวย
กัน 8 กลุม ที่นําเสนอสมการที่ใชจําลองพจนความเคนเรยโนลดแบบไม
เชิงเสนน้ี  โดยในบทความนี้ไดทําการลดรูปสมการสําหรับการไหล
ระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน และจัดรูปแบบของสมการพจนความ
เคนเรยโนลดที่นําเสนอโดยนักวิจัยกลุมตางๆ ใหอยูในรูปแบบที่ใกล
เคียงกันเพื่อความชัดเจนในการวิเคราะห เน่ืองจากความซับซอนของ
สมการเต็มรูปแบบและขอจํากัดของพื้นที่ ตามตารางที่ 1  
 
5. ผลและวิเคราะห 
 ความถูกตอง ของ สมการความสัมพันธที่ใชจําลองพจนความเคน
เรยโนลด ในแบบจําลองความปนปวนของการไหลชนิดไมเชิงเสน ที่นํา
เสนอโดยกลุมวิจัยตางๆ ถูกนํามาเปรียบเทียบในบทความวิจัยน้ี  
สําหรับการไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน โดยใชขอมูลจากการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) หรือ 
ขอมูล  DNS ของ Kim et al. [1] ที่  Re  = 180 โดย ν≡ ττ /hu

ρτ≡τ /u w  คือ Friction Velocity ν คือ ความหนืดของของ
ไหล และ h  คือความสูงครึ่งหน่ึงระหวางแผนระนาบ ตามรูปที่ 1 
 

 
 



 
รูปที่ 1 การไหลระหวางแผนระนาบที่คูขนานกัน (Kim et al. [1]) 

 
 การเปรียบเทียบความถูกตองของแตละสมการความเคนเรยโนลด 
ในบทความวิจัยน้ี จะทําการเปรียบเทียบโดยการใชขอมูล DNS แทนคา
เขาไปในแตละพจนของสมการความเคนเรยโนลดที่นําเสนอโดยแตละ
กลุมวิจัย และทําการเปรียบเทียบความถูกตองของแตละสมการความ
เคนเรยโนลด วาสามารถจําลองคาความเคนเรยโนลดไดใกลเคียงความ
เปนจริงมากเพียงไร โดยการแสดงผานเสนกราฟสําหรับทั้งความเคน
เรยโนลดเฉือน ( vu ′′ ) และความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉากทั้งใน 3 
ทิศทาง ( ww,vv,uu ′′′′′′ ) ตามรูปที่ 2 ถึง 5 ตามลําดับ ซ่ึงถาสม
การของกลุมวิจัยใดสามารถจําลองคาความเคนเรยโนลดไดใกลเคียงกับ
ขอมูล DNS ของความเคนเรยโนลดน้ันๆ ไดมากที่สุด ก็แสดงวาสมการ
ความเคนเรยโนลดของกลุมวิจัยน้ัน  เหมาะสมที่จะนําไปใชในแบบ
จําลองความปนปวนของการไหล เพื่อใชจําลองลักษณะการไหลใน 
CFD มากที่สุด โดยจากการวิเคราะหรูปของความเคนเรยโนลดทั้งหมด 
จะเห็นไดวา สมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสนของ Myong และ 
Kasagi [10]  ใหคาความเคนเรยโนลดเฉือน และ คาความเคนเรยโนลด
ในแนวตั้งฉากตรงบริเวณใกลกึ่งกลางระหวางแผนระนาบคู ไดใกลเคียง
กับขอมูล DNS มากที่สุด โดยความคลาดเคลื่อนตรงบริเวณใกลผิวแผน
ระนาบ นาจะมาจากการที่ สมการความเคนเรยโนลดของ Myong และ 
Kasagi ไมไดใช damping function ที่เหมาะสมในบริเวณใกลพ้ืนผิว
เพื่อแสดงถึงผลกระทบของพื้นผิวที่มีตอความปนปวนของการไหล  

 
6. สรุป 
 การตรวจสอบความถูกตองของสมการความเคนเรยโนลดแบบไม
เชิงเสนสําหรับแบบจําลองความปนปวนของการไหล โดยใชขอมูล 
DNS แทนคาเขาไปในแตละพจนของสมการ เปนการลดความผิดพลาด
ที่อาจจะเกิดข้ึนจากระเบียบวิธีเชิงตัวเลขใน CFD โดยจากผลการ
เปรียบเทียบระหวางสมการความเคนเรยโนลดจากกลุมวิจัยหลายๆ 
กลุม พบวา สมการของ Myong และ Kasagi เหมาะสมที่สุดที่จะนํามา
พัฒนาเพื่อเพิ่มความถูกตองของแบบจําลองความปนปวนของการไหล 
โดยการปรับปรุง Damping Function ที่ใชในสมการเพื่อใหสามารถ
จําลองคาความเคนเรยโนลดในบริเวณใกลพ้ืนผิวไดถูกตองมากข้ึน 
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Lien, Chen and Leschziner [5] Apsley and Leschziner [6] 

20.667 k U
u v

k U y
1.25 1.9

y

∂
′ ′ = −

∂ ε ∂
+

ε ∂

 
     
             

 
2

22
k U

k Uy
u v

y

0.267 0.071

P
0.8

∂

∂ε ∂′ ′ =
ε ∂

− +

+
ε

               
       
  

 

( ) ( ) ( )( )
( )23

3 3 2

2 6.226 k U
u u k

3 yk U k U
1000 1.25 1.9

y y

∂
′ ′ = +

∂ε∂ ∂
+ +

ε ∂ ε ∂

 
   
  
    
    

 2

23

2
0.167

k U
u u

y

2 0.213
k
3 P

0.8

−
∂

′ ′ =
∂ε

+

+
ε

 
     
            

 

( ) ( ) ( )( )
( )23

3 3 2

2 3.780 k U
v v k

3 yk U k U
1000 1.25 1.9

y y

∂
′ ′ = −

∂ε∂ ∂
+ +

ε ∂ ε ∂

 
   
  
    
    

 

23

2

k U
v v

y

2
k 0.167
3

∂
′ ′ =

∂ε
−

  
    

 

( ) ( ) ( )( )
( )23

3 3 2

2 2.446
w w k

3 yk U k U
1000 1.25 1.9

y y

∂
′ ′ = −

∂ε∂ ∂
+ +

ε ∂ ε ∂

 
   
  
    
    

k U  
2

23

2

k U
w w

y

2 0.071
k
3 P

0.8

∂
′ ′ =

∂ε
−

+
ε

  
     

 
 

 

 
 
 
 

 
 



Nisizima and Yoshizawa [7] Speziale [8] Rubinstein and Barton [9] 
   

23

2

k U
u u

y

2
k 0.0022
3

∂
′ ′ =

∂ε
+

  
    

 
2

xy
u u

2 5.6
k
3 k

′ ′ =
τ

+
ρ

 
 
 

 ( )( )
23

2

k U
u u

y

2
k 0.4 0.0845
3

∂
′ ′ =

∂ε
+

  
    

 

23

2

k U
v v

y

2
k 0.019
3

∂
′ ′ =

∂ε
−

  
    

 
2

xy
v v

2 1.68
k
3 k

′ ′ =
τ

+
ρ

 
 
 

 ( )( )
23

2

k U
v v

y

2
k 0.16 0.0845
3

∂
′ ′ =

∂ε
−

  
    

 

23

2

k U
w w

y

2
k 0.017
3

∂
′ ′ =

∂ε
−

  
    

 
2

xy
w w

2 1.12
k
3 k

′ ′ =
τ

−
ρ

 
 
 

 w w
2
k
3

′ ′ =  

 
 

Myong and Kasagi [10] 
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ตารางที่ 1 สมการพจนความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสน 
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รูปที่ 1 คาความเคนเรยโนลดเฉือนจากสมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสน 
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รูปที่ 2 คาความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉากในทิศทาง x จากสมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสน 
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รูปที่ 3 คาความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉากในทิศทาง y จากสมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสน 
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Speziale (1987)

Myong and Kasagi (1990)

Rubinstein and Barton (1990)

 
 

รูปที่ 4 คาความเคนเรยโนลดในแนวตั้งฉากในทิศทาง z จากสมการความเคนเรยโนลดแบบไมเชิงเสน 
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