
การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 18
18-20 ตุลาคม 2547 จังหวัด-ขอนแกน

การใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนตเพื่อแกสมการเชิงอนุพันธ
ยอยบนคารทีเชียนกริด

Using Combined Boundary Element Method and Finite Difference Method to Solve
Partial Differential Equations on Cartesian Grids

สมชาติ  ฉันทศิริวรรณ
ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ศูนยรังสิต

อ. คลองหลวง จ. ปทุมธานี 12121
โทร 0-25643001 โทรสาร 0-25643010 E-mail: somchart@engr.tu.ac.th

 Somchart Chantasiriwan
Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering, Thammasat University, Rangsit Campus

Khlong Luang, Pathum Thani 12121
Tel: 0-25643001 Fax: 0-25643010 E-mail: somchart@engr.tu.ac.th

 

บทคัดยอ
ปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธยอยและเงื่อนไขขอบเขต

มักไมมีวิธีผลเฉลยแมนตรง การหาผลเฉลยเชิงตัวเลขอาจใชวิธีไฟไนต
เอลิเมนต แตขอเสียเปรียบของวิธีไฟไนตเอลิเมนตคือ ข้ันตอนเตรียม
ขอมูลเพื่อปอนสูโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงตองมีการสรางเมชภาย
ในโดเมนของปญหา โปรแกรมสรางเมชสํ าหรับโดเมนสองมิติอาจหาได
งาย แตโปรแกรมสรางเมชสํ าหรับโดเมนสามมิติมีความซับซอนสูง จึง
มักเปนโปรแกรมที่ตองซ้ือหาในราคาแพง อยางไรก็ตามมีวิธีเชิงตัวเลข
หลายวิธีที่สามารถแกปญหาไดโดยไมใชเมชหรือใชเมชที่สรางไดงาย ๆ
อยางคารทีเชียนกริด หน่ึงในวิธีน้ันคือวิธีบาวนดะรีเอลิเมนต วิธีน้ีแกสม
การเชิงอนุพันธเอกพันธุอยางมีประสิทธิภาพ แตการพัฒนาวิธีน้ีในชวง
ไมกี่ปที่ผานมาทํ าใหวิธีน้ีสามารถแกสมการเชิงอนุพันธไมเอกพันธุ
อยางมีประสิทธิภาพเชนกัน บทความนี้นํ าเสนอการใชวิธีบาวนดะรีเอลิ
เมนตรวมกับวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซเพื่อสมการเชิงอนุพันธยอยโดยทั่ว
ไปโดยตองการเพียงขอมูลบนขอบเขตของปญหาและคารทีเชียนกริด 
การใชวิธีน้ีแกปญหาตัวอยางแสดงใหเห็นวาวิธีดังกลาวใหผลเฉลยที่นา
พอใจ

Abstract
Problems described by partial differential equations and

boundary conditions do not usually have exact solutions. The
finite element method may be used to obtain numerical solutions.
A disadvantage of the finite element is the preprocessing step,
which requires domain mesh generation. Mesh generation pro-

grams for two-dimensional domains may be easy to find, but
programs for three-dimensional domains are much more com-
plicated, and, as a result, are expensive. However, there exist
other numerical methods that do not require mesh generation or
require simple mesh like Cartesian grid. One of such methods is
the boundary element method. This method can solve homoge-
neous differential equations efficiently. Recent developments
enable this method to solve inhomogeneous differential equations
efficiently as well. This article presents a method that combines
the boundary element method with the finite difference method to
solve general partial differential equations using only boundary
data and Cartesian grid. This method is shown to be able to
solve a sample problem satisfactorily.

1. บทนํ า
ในการแกปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธยอย วิธีที่นิยมใช

คือวิธีเชิงตัวเลข ในบรรดาวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยม วิธีไฟไนตเอ
ลิเมนต (finite element method) เปนวิธีโดดเดนเหนือวิธีเชิงตัวเลขอื่น
เน่ืองจากความสามารถของวิธีน้ีในการแกปญหาหลากหลายปญหาและ
ปญหาที่มีโดเมน (domain) ซับซอน อยางไรก็ตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตมี
ขอเสียเปรียบตรงที่มันตองการการสรางเมช (mesh) ภายในโดเมน ซ่ึง
เปนสาเหตุที่ทํ าใหข้ันตอนเตรียมขอมูล (preprocessing) เพื่อปอนสู
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตยงุยากและใชเวลานาน โดยเฉพาะอยางยิ่ง
ในกรณีของปญหาสามมิติที่มีโดเมนซับซอน
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วิธีเชิงตัวเลขอีกวิธีหน่ึงที่กํ าลังเปนที่ยอมรับ ในความสามารถแก
สมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุ (homogeneous) คือ วิธีบาวนดะรีเอลิ
เมนต (boundary element method) ขอไดเปรียบของวิธีน้ีเทียบกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตคือ วิธีน้ีตองการเมชที่มิตินอยกวาเมชสํ าหรับวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตหน่ึงมิติ กลาวคือวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตตองการเพียงเมช
ขอบเขต (boundary mesh) ในขณะที่วิธีไฟไนตเอลิเมนตตองการเมช
โดเมน (domain mesh)  อยางไร ก็ตามวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตประสบ
ปญหาเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกสมการเชิงอนุพันธยอย
ไมเอกพันธุ (inhomogeneous) เพราะตองการเมชโดเมนเชนกัน

ข้ันตอนการเตรียมขอมูลจะงายข้ึนมาก ถาเมชโดเมนเปนคารที
เชียนกริด (Cartesian grid) เทาที่ผานมา ไดมีการใชคารทีเชียนกริดใน
การสรางโดเมนสํ าหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนต [1] แตตองก็ใชพิกัดแนบ
ขอบเขต (boundary-fitted coordinates) ซ่ึงมีข้ันตอนที่ยาก นอกจากนี้
ไดมีผูเสนอใหใชคารทีเชียนกริดกับวิธีไฟไนตวอลลุม (finite volume
method) [2] โดยไมตองอาศัยพิกัดแนบขอบเขต แตก็ยังตองมีข้ันตอน
พิเศษสํ าหรับจัดการกับขอบเขตอยูดี ซ่ึงการสรางเมชโดเมนเปนคารที
เชียนกริดจะเปนกระบวนการที่งายและสามารถทํ าใหเปนอัตโนมัติ ถา
โดเมนนั้นมีรูปทรงที่งายเชน ส่ีเหลี่ยมสํ าหรับโดเมนสองมิติ และลูก
บาศกสํ าหรับโดเมนสามมิติ เปนตน เม่ือไมนานมานี้ Jung และ
Steinbach [3] เสนอใหใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตในการแกสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ โดยปริพันธโดเมนที่
เกิดจากวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะแปลงเปนปริพันธขอบเขตจากการ
ประมาณคาพจนที่ไมเปนเอกพันธุดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต

บทความนี้นํ าเสนออีกวิธีหน่ึงของการแกสมการเชิงอนุพันธยอยไม
เอกพันธุโดยใชคารทีเชียนกริด แนวความคิดของวิธีน้ีคลายกับวิธีที่ Li
et al. [4] นํ าเสนอ กลาวคือผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเสนโดยทั่ว
ไปสามารถแบงเปน ผลเฉลยของสมการเอกพันธุ และผลเฉลยของสม
การไมเอกพันธุ วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะใชหาผลเฉลยของสมการเอก
พันธุ ในขณะที่วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซจะใชหาผลเฉลยไมเอกพันธุ เน้ือ
หาตอไปน้ีของบทความจะกลาวถึงข้ัน ตอนการแยกปญหาที่ตองการแก
เปน ปญหาของสมการเอกพันธุ และปญหาของสมการไมเอกพันธุ หลัง
จากนั้นจะเปนรายละเอียดของการใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธี
ไฟไนตดิฟเฟอเรนซเพื่อแกปญหา วิธีที่นํ าเสนอนี้จะใชแกปญหาตัว
อยางเพื่อแสดงใหเห็นถึงประสิทธิผลของวิธีน้ี

2. การแยกปญหา
มีหลายปญหาที่พบเห็นในวิศวกรรมศาสตรที่บรรยายดวย สมการ

เชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ และเงื่อนไขขอบเขตไมเอกพันธุ ตัวอยาง
เชน
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T(x,y,z) = f(x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ1 (2)
q(x,y,z) = g(x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ2 (3)

โดย n เปนพิกัดตั้งฉากกับขอบเขต และ โดย q = ∂T/∂n ผลเฉลยของ
ปญหาน้ีอาจแสดงเปนผลรวมของสองผลเฉลย

T = Th + Tp             (4)

โดย Tp เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ และ Th เปน
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุ
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โดเมน Ω′ สํ าหรับปญหาของ Tp มีขนาดใหญกวาและครอบคลุมโดเมน
จริง Ω และ Ω′ ควรมีรูปทรงที่เหมาะสมแกการสรางคารทีเชียนกริด
เชน รูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสสํ าหรับปญหาสองมิติ หรือรูปลูกบาศกสํ าหรับ
ปญหาสามมิติ เงื่อนไขขอบเขตของปญหาของ Tp อาจกํ าหนด ใหเปน
เงื่อนไขเอกพันธุ ดังน้ี

Tp(x,y,z) = 0 สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ′ (7)

เพือ่ใหงายตอการหาผลเฉลย โดยผลเฉลยที่ไดจะใชสรางเงื่อนไขขอบ
เขตสํ าหรับปญหาของ Th ดังน้ี

Th (x,y,z) = f(x,y,z) − Tp (x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ1 (8)
q  n (x,y,z) = g(x,y,z) − q p (x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ2 (9)

วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซจะใชหาผลเฉลยของปญหาของ Tp ตามสม
การ (5) และ (7)] และวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะใชหาผลเฉลยของปญหา
ของ T h ตามสมการ (6), (8) และ (9)

3. การหาผลเฉลย
วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซแปลงสมการ (5) เปนสมการพีชคณิตดังน้ี

( )B,PT,PW,PS,PE,PN,PPi2 TTTTTTT6
1

−−−−−−
∆

 = si    (10) 

โดยตัวหอย N, E, S, W, T และ B หมายถึงตํ าแหนงของบัพ (node)
ในคารทีเชียนกริดที่อยูถัดจากบัพ i ไปดานหนา, ดานขวา, ดานหลัง,
ดานซาย, ดานบน และดานลางตามลํ าดับ และ ∆ คือระยะหางระหวาง
บัพสองบัพที่ใกลกันมากที่สุด สมการ (10) แทน Ni สมการสํ าหรับ Ni

บัพภายใน Ω′ สวนสมการสํ าหรับ Nb บัพบน Γ′ คือ PiT = 0 ดังน้ัน
ระบบสมการพีชคณิตที่ไดจึงมี Ni ตัวแปร และผลเฉลย i,PT  สํ าหรับ Ni

บัพภายใน Ω′  จึงสามารถหาไดโดยงาย
วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตแปลงสมการ (6) เปนสมการพีชคณิตดังน้ี

[5]

hh qT rr BA − = 0            (11)



โดย A และ B เปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ที่ข้ึนกับลักษณะของขอบเขต
และพิกัดของบัพบนขอบเขต สวน hT

r
 และ hqr  เปนเวกเตอรของ

อุณหภูมิและฟลักซความรอนที่บัพขอบเขต ระบบสมการ (8), (9) และ
(11) หาผลเฉลยไดเปน qh บน Γ1 และ Th บน Γ2 ซ่ึงในสมการ (8)
และ (9) จะตองมีการคํ านวณคา Tp และ qp ที่พิกัด (x,y,z) ซ่ึงอาจจะไม
ใชพิกัดของบัพในคารทีเชียนกริด คาเหลานี้อาจไดมากจากการประ
มาณคาในชวง (interpolation) โดยใช PiT  ที่ไดจากการแกสมการ (5)
และ (7) สมการสํ าหรับการประมาณคาในชวงคือ

Tp(x,y,z) = ∑
=

φ
10

1j
jja                          (12)

โดย φ1 = 1, φ2 = x, φ3 = y, φ4 = z, φ5 = x2, φ6 = xy, φ7 = xz, φ8 =
y2, φ9 = yz และ φ10 = z2 สมมุติวา Tp1, Tp2, …, Tp10 เปนคา PiT  ทิ่
พิกัด (xi,yi,zi) ของ 10 บัพในคารทีเชียนกริดที่อยูใกลเคียงกับพิกัดที่ซ่ึง
จะตองมีการหาคา Tp หรือ qp ตามสมการ (8) หรือ (9) เม่ือใชสมการ
(12) โดยให Tp(x,y,z) = Tp(xi,yi,zi) = PiT  จะไดสมการเมทริกซตอไปน้ี
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ถาบัพทั้ง 10 บัพไดรับการคัดเลือกอยางเหมาะสม เมทริกซ Φ จะเปน
เมทริกซไมเอกฐาน  (nonsingular) สมการ (13) จะกลายเปน
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หรือ

aj = ∑
=

10

1i
pijiTb             (16)

แทนคา aj จากสมการ (16) ลงในสมการ (13)

Tp(x,y,z) = pi
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
 φ            (17)

ซ่ึงเปนสมการที่ใชประมาณคา Tp(x,y,z) จาก Tp1, Tp2, …, Tp10 ที่มี
พิกัดใกลกับพิกัด (x,y,z)

4. ปญหาตัวอยาง
โดเมนของปญหาตัวอยางเปนทรงกลมขนาดรัศมี 0.5 กํ าหนดใหจุด

กํ าเนิด (origin) ของแกน x-y-z อยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม สมการ
ของปญหาตัวอยางคือ สมการ (1) โดย

s(x,y,z) = 3exp(x+y+z)      (18)

และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้

T(x,y,z) = exp(x+y+z) สํ าหรับ z ≥ 0      (19)
q(x,y,z) = 2(x+y+z)3exp(x+y+z) สํ าหรับ z < 0      (20)

วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนตจะใชแกปญ 
หาตัวอยางนี้ ผลเฉลยเชิงตัวเลข (numerical solution) ที่ไดจะเปรียบ
เทียบผลเฉลยแมนตรง (exact solution)

Texact(x,y,z) = exp(x+y+z)      (21)

โดยการคํ านวณคาคลาดเคลื่อนที่ Nc บัพภายในโดเมนดังน้ี
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5. ผลเฉลยเชิงตัวเลข

รูปที่ 1 โดเมน Ω ของปญหาตัวอยางในคารทีเชียนกริด



รูปที่ 1 แสดงคารทีเชียนกริดของโดเมนลูกบาศก Ω′ ขนาด 1 x 1 x
1 ครอบคลุมโดเมนของปญหาตัวอยาง Ω ซ่ึงเปนทรงกลมขนาดรัศมี 0.5
อยางไรก็ตาม รูปที่ 1 แสดงคารทีเชียนกริดขนาด 0.25 x 0.25 x 0.25
แตคารทีเชียนกริดที่ใชในการคํ านวณมีขนาด 0.1 x 0.1 x 0.1

(a)

(b)

(c)

รูปที่ 2 ชิ้นประกอบบนหน่ึงในแปดของขอบเขตของ Ω
(a) 1 ชิ้นประกอบ (b) 4 ชิ้นประกอบ (c) 16 ชิ้นประกอบ

รูปที่ 2 แสดงหนึ่งในแปดของผิวของทรงกลมโดยมีจํ านวนชิ้นประ
กอบขอบเขต (boundary element) ตางกัน ชิ้นประกอบที่ใชในวิธีบาวน
ดะรีเอลิเมนตเพื่อแกปญหาน้ีคือ ชิ้นประกอบสามเหลี่ยม 6 บัพ (6-node
triangular element) ดังน้ันจํ านวนชิ้นประกอบขอบเขตและบัพขอบเขต
ทั้งหมดจึงเทากับ 8 ชิ้นประกอบและ 18 บัพในกรณีของรูป 2(a) เทา
กับ 32 ชิ้นประกอบและ 66 บัพในกรณีของรูป 2(b) และเทากับ 128
ชิ้นประกอบและ 258 บัพในกรณีของรูป 2(c)

ตารางที่ 1 แสดงคาคลาดเคลื่อน ε ตามสมการ (22) ของผลเฉลย
ในกรณีที่ชิ้นประกอบและบัพขอบเขตมีจํ านวนตาง ๆ กัน 3 กรณี ผล
เฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากการใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนต
เอลิเมนตที่นํ าเสนอในบทความนี้จึงมีความแมนยํ าในระดับที่นาพอใจ 

นอกจากนี้การที่คาคลาดเคลื่อนนอยซ่ึงลงเม่ือจํ านวนชิ้นประกอบและ
จํ า นวนบัพมากขึ้นแสดงใหเห็นวา ผลเฉลยเชิงตัวเลขมีคุณสมบัติลูเขา
(convergence)

ตารางที่ 1 คาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยเชิงตัวเลข
จํ านวนชิ้นประกอบ

ขอบเขต
จํ านวนบัพขอบเขต ε

8 18 5.585 x 10-2

32 66 4.898 x 10-3

128 258 3.045 x 10-3

6. สรุป
บทความนี้นํ าเสนอวิธีเชิงตัวเลขสํ าหรับแกปญหาที่มีสมการเชิงอนุ 

พันธยอยไมเอกพันธุและเงื่อนไขขอบเขตไมเอกพันธุ โดยขอมูลที่ตอง
การในขั้นตอนการเตรียมขอมูลเปนเพียงขอมูลขอบเขต สวนคารที
เชียนกริดสามารถสรางข้ึนโดยงายหรือโดยอัตโนมัติ วิธีน้ีแยกปญหา
เปน ปญหาที่มีสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุและเงื่อนไขขอบเขต
เอกพันธุ และปญหาที่มีสมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุและเงื่อนไข
ขอบเขตไมเอกพันธุ จากนั้นใชวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซแกปญหาแรก วิธี
บาวนดะรีเอลิเมนตแกปญหาหลัง การทดสอบวิธีน้ีในการแกปญหาตัว
อยางสามมิติแสดงใหเห็นประสิทธิผลของวิธีน้ี
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