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บทคัดยอ
ปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธยอยและเงื่อนไขขอบเขต

มักไมมีวิธีผลเฉลยแมนตรง การหาผลเฉลยเชิงตัวเลขอาจใชวิธีไฟไนต
เอลิเมนต แตขอเสียเปรียบของวิธีไฟไนตเอลิเมนตคือ ข้ันตอนเตรียม
ขอมูลเพื่อปอนสูโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนต ซ่ึงตองมีการสรางเมชภาย
ในโดเมนของปญหา โปรแกรมสรางเมชสํ าหรับโดเมนสองมิติอาจหาได
งาย แตโปรแกรมสรางเมชสํ าหรับโดเมนสามมิติมีความซับซอนสูง จึง
มักเปนโปรแกรมที่ตองซ้ือหาในราคาแพง อยางไรก็ตามมีวิธีเชิงตัวเลข
หลายวิธีที่สามารถแกปญหาไดโดยไมใชเมชหรือใชเมชที่สรางไดงาย ๆ
อยางคารทีเชียนกริด หน่ึงในวิธีน้ันคือวิธีบาวนดะรีเอลิเมนต วิธีน้ีแกสม
การเชิงอนุพันธเอกพันธุอยางมีประสิทธิภาพ แตการพัฒนาวิธีน้ีในชวง
ไมกี่ปที่ผานมาทํ าใหวิธีน้ีสามารถแกสมการเชิงอนุพันธไมเอกพันธุ
อยางมีประสิทธิภาพเชนกัน บทความนี้นํ าเสนอการใชวิธีบาวนดะรีเอลิ
เมนตรวมกับวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซเพื่อสมการเชิงอนุพันธยอยโดยทั่ว
ไปโดยตองการเพียงขอมูลบนขอบเขตของปญหาและคารทีเชียนกริด 
การใชวิธีน้ีแกปญหาตัวอยางแสดงใหเห็นวาวิธีดังกลาวใหผลเฉลยที่นา
พอใจ

Abstract
Problems described by partial differential equations and

boundary conditions do not usually have exact solutions. The
finite element method may be used to obtain numerical solutions.
A disadvantage of the finite element is the preprocessing step,
which requires domain mesh generation. Mesh generation pro-

grams for two-dimensional domains may be easy to find, but
programs for three-dimensional domains are much more com-
plicated, and, as a result, are expensive. However, there exist
other numerical methods that do not require mesh generation or
require simple mesh like Cartesian grid. One of such methods is
the boundary element method. This method can solve homoge-
neous differential equations efficiently. Recent developments
enable this method to solve inhomogeneous differential equations
efficiently as well. This article presents a method that combines
the boundary element method with the finite difference method to
solve general partial differential equations using only boundary
data and Cartesian grid. This method is shown to be able to
solve a sample problem satisfactorily.

1. บทนํ า
ในการแกปญหาที่บรรยายดวยสมการเชิงอนุพันธยอย วิธีที่นิยมใช

คือวิธีเชิงตัวเลข ในบรรดาวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยม วิธีไฟไนตเอ
ลิเมนต (finite element method) เปนวิธีโดดเดนเหนือวิธีเชิงตัวเลขอื่น
เน่ืองจากความสามารถของวิธีน้ีในการแกปญหาหลากหลายปญหาและ
ปญหาที่มีโดเมน (domain) ซับซอน อยางไรก็ตามวิธีไฟไนตเอลิเมนตมี
ขอเสียเปรียบตรงที่มันตองการการสรางเมช (mesh) ภายในโดเมน ซ่ึง
เปนสาเหตุที่ทํ าใหข้ันตอนเตรียมขอมูล (preprocessing) เพื่อปอนสู
โปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตยงุยากและใชเวลานาน โดยเฉพาะอยางยิ่ง
ในกรณีของปญหาสามมิติที่มีโดเมนซับซอน
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วิธีเชิงตัวเลขอีกวิธีหน่ึงที่กํ าลังเปนที่ยอมรับ ในความสามารถแก
สมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุ (homogeneous) คือ วิธีบาวนดะรีเอลิ
เมนต (boundary element method) ขอไดเปรียบของวิธีน้ีเทียบกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตคือ วิธีน้ีตองการเมชที่มิตินอยกวาเมชสํ าหรับวิธีไฟ
ไนตเอลิเมนตหน่ึงมิติ กลาวคือวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตตองการเพียงเมช
ขอบเขต (boundary mesh) ในขณะที่วิธีไฟไนตเอลิเมนตตองการเมช
โดเมน (domain mesh)  อยางไร ก็ตามวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตประสบ
ปญหาเชนเดียวกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการแกสมการเชิงอนุพันธยอย
ไมเอกพันธุ (inhomogeneous) เพราะตองการเมชโดเมนเชนกัน

ข้ันตอนการเตรียมขอมูลจะงายข้ึนมาก ถาเมชโดเมนเปนคารที
เชียนกริด (Cartesian grid) เทาที่ผานมา ไดมีการใชคารทีเชียนกริดใน
การสรางโดเมนสํ าหรับวิธีไฟไนตเอลิเมนต [1] แตตองก็ใชพิกัดแนบ
ขอบเขต (boundary-fitted coordinates) ซ่ึงมีข้ันตอนที่ยาก นอกจากนี้
ไดมีผูเสนอใหใชคารทีเชียนกริดกับวิธีไฟไนตวอลลุม (finite volume
method) [2] โดยไมตองอาศัยพิกัดแนบขอบเขต แตก็ยังตองมีข้ันตอน
พิเศษสํ าหรับจัดการกับขอบเขตอยูดี ซ่ึงการสรางเมชโดเมนเปนคารที
เชียนกริดจะเปนกระบวนการที่งายและสามารถทํ าใหเปนอัตโนมัติ ถา
โดเมนนั้นมีรูปทรงที่งายเชน ส่ีเหลี่ยมสํ าหรับโดเมนสองมิติ และลูก
บาศกสํ าหรับโดเมนสามมิติ เปนตน เม่ือไมนานมานี้ Jung และ
Steinbach [3] เสนอใหใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตในการแกสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ โดยปริพันธโดเมนที่
เกิดจากวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะแปลงเปนปริพันธขอบเขตจากการ
ประมาณคาพจนที่ไมเปนเอกพันธุดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต

บทความนี้นํ าเสนออีกวิธีหน่ึงของการแกสมการเชิงอนุพันธยอยไม
เอกพันธุโดยใชคารทีเชียนกริด แนวความคิดของวิธีน้ีคลายกับวิธีที่ Li
et al. [4] นํ าเสนอ กลาวคือผลเฉลยของสมการอนุพันธเชิงเสนโดยทั่ว
ไปสามารถแบงเปน ผลเฉลยของสมการเอกพันธุ และผลเฉลยของสม
การไมเอกพันธุ วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะใชหาผลเฉลยของสมการเอก
พันธุ ในขณะที่วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซจะใชหาผลเฉลยไมเอกพันธุ เน้ือ
หาตอไปน้ีของบทความจะกลาวถึงข้ัน ตอนการแยกปญหาที่ตองการแก
เปน ปญหาของสมการเอกพันธุ และปญหาของสมการไมเอกพันธุ หลัง
จากนั้นจะเปนรายละเอียดของการใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธี
ไฟไนตดิฟเฟอเรนซเพื่อแกปญหา วิธีที่นํ าเสนอนี้จะใชแกปญหาตัว
อยางเพื่อแสดงใหเห็นถึงประสิทธิผลของวิธีน้ี

2. การแยกปญหา
มีหลายปญหาที่พบเห็นในวิศวกรรมศาสตรที่บรรยายดวย สมการ

เชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ และเงื่อนไขขอบเขตไมเอกพันธุ ตัวอยาง
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T(x,y,z) = f(x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ1 (2)
q(x,y,z) = g(x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ2 (3)

โดย n เปนพิกัดตั้งฉากกับขอบเขต และ โดย q = ∂T/∂n ผลเฉลยของ
ปญหาน้ีอาจแสดงเปนผลรวมของสองผลเฉลย

T = Th + Tp             (4)

โดย Tp เปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุ และ Th เปน
ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุ
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โดเมน Ω′ สํ าหรับปญหาของ Tp มีขนาดใหญกวาและครอบคลุมโดเมน
จริง Ω และ Ω′ ควรมีรูปทรงที่เหมาะสมแกการสรางคารทีเชียนกริด
เชน รูปส่ีเหลี่ยมจัตุรัสสํ าหรับปญหาสองมิติ หรือรูปลูกบาศกสํ าหรับ
ปญหาสามมิติ เงื่อนไขขอบเขตของปญหาของ Tp อาจกํ าหนด ใหเปน
เงื่อนไขเอกพันธุ ดังน้ี

Tp(x,y,z) = 0 สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ′ (7)

เพือ่ใหงายตอการหาผลเฉลย โดยผลเฉลยที่ไดจะใชสรางเงื่อนไขขอบ
เขตสํ าหรับปญหาของ Th ดังน้ี

Th (x,y,z) = f(x,y,z) − Tp (x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ1 (8)
q  n (x,y,z) = g(x,y,z) − q p (x,y,z) สํ าหรับ (x,y,z) บน Γ2 (9)

วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซจะใชหาผลเฉลยของปญหาของ Tp ตามสม
การ (5) และ (7)] และวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตจะใชหาผลเฉลยของปญหา
ของ T h ตามสมการ (6), (8) และ (9)

3. การหาผลเฉลย
วิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซแปลงสมการ (5) เปนสมการพีชคณิตดังน้ี

( )B,PT,PW,PS,PE,PN,PPi2 TTTTTTT6
1

−−−−−−
∆

 = si    (10) 

โดยตัวหอย N, E, S, W, T และ B หมายถึงตํ าแหนงของบัพ (node)
ในคารทีเชียนกริดที่อยูถัดจากบัพ i ไปดานหนา, ดานขวา, ดานหลัง,
ดานซาย, ดานบน และดานลางตามลํ าดับ และ ∆ คือระยะหางระหวาง
บัพสองบัพที่ใกลกันมากที่สุด สมการ (10) แทน Ni สมการสํ าหรับ Ni

บัพภายใน Ω′ สวนสมการสํ าหรับ Nb บัพบน Γ′ คือ PiT = 0 ดังน้ัน
ระบบสมการพีชคณิตที่ไดจึงมี Ni ตัวแปร และผลเฉลย i,PT  สํ าหรับ Ni

บัพภายใน Ω′  จึงสามารถหาไดโดยงาย
วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตแปลงสมการ (6) เปนสมการพีชคณิตดังน้ี

[5]

hh qT rr BA − = 0            (11)



โดย A และ B เปนเมทริกซสัมประสิทธิ์ที่ข้ึนกับลักษณะของขอบเขต
และพิกัดของบัพบนขอบเขต สวน hT

r
 และ hqr  เปนเวกเตอรของ

อุณหภูมิและฟลักซความรอนที่บัพขอบเขต ระบบสมการ (8), (9) และ
(11) หาผลเฉลยไดเปน qh บน Γ1 และ Th บน Γ2 ซ่ึงในสมการ (8)
และ (9) จะตองมีการคํ านวณคา Tp และ qp ที่พิกัด (x,y,z) ซ่ึงอาจจะไม
ใชพิกัดของบัพในคารทีเชียนกริด คาเหลานี้อาจไดมากจากการประ
มาณคาในชวง (interpolation) โดยใช PiT  ที่ไดจากการแกสมการ (5)
และ (7) สมการสํ าหรับการประมาณคาในชวงคือ

Tp(x,y,z) = ∑
=

φ
10

1j
jja                          (12)

โดย φ1 = 1, φ2 = x, φ3 = y, φ4 = z, φ5 = x2, φ6 = xy, φ7 = xz, φ8 =
y2, φ9 = yz และ φ10 = z2 สมมุติวา Tp1, Tp2, …, Tp10 เปนคา PiT  ทิ่
พิกัด (xi,yi,zi) ของ 10 บัพในคารทีเชียนกริดที่อยูใกลเคียงกับพิกัดที่ซ่ึง
จะตองมีการหาคา Tp หรือ qp ตามสมการ (8) หรือ (9) เม่ือใชสมการ
(12) โดยให Tp(x,y,z) = Tp(xi,yi,zi) = PiT  จะไดสมการเมทริกซตอไปน้ี
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ถาบัพทั้ง 10 บัพไดรับการคัดเลือกอยางเหมาะสม เมทริกซ Φ จะเปน
เมทริกซไมเอกฐาน  (nonsingular) สมการ (13) จะกลายเปน
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หรือ

aj = ∑
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pijiTb             (16)

แทนคา aj จากสมการ (16) ลงในสมการ (13)

Tp(x,y,z) = pi
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 φ            (17)

ซ่ึงเปนสมการที่ใชประมาณคา Tp(x,y,z) จาก Tp1, Tp2, …, Tp10 ที่มี
พิกัดใกลกับพิกัด (x,y,z)

4. ปญหาตัวอยาง
โดเมนของปญหาตัวอยางเปนทรงกลมขนาดรัศมี 0.5 กํ าหนดใหจุด

กํ าเนิด (origin) ของแกน x-y-z อยูที่จุดศูนยกลางของทรงกลม สมการ
ของปญหาตัวอยางคือ สมการ (1) โดย

s(x,y,z) = 3exp(x+y+z)      (18)

และมีเงื่อนไขขอบเขตดังนี้

T(x,y,z) = exp(x+y+z) สํ าหรับ z ≥ 0      (19)
q(x,y,z) = 2(x+y+z)3exp(x+y+z) สํ าหรับ z < 0      (20)

วิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนตดิฟเฟอรเรนตจะใชแกปญ 
หาตัวอยางนี้ ผลเฉลยเชิงตัวเลข (numerical solution) ที่ไดจะเปรียบ
เทียบผลเฉลยแมนตรง (exact solution)

Texact(x,y,z) = exp(x+y+z)      (21)

โดยการคํ านวณคาคลาดเคลื่อนที่ Nc บัพภายในโดเมนดังน้ี

ε = 
21
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5. ผลเฉลยเชิงตัวเลข

รูปที่ 1 โดเมน Ω ของปญหาตัวอยางในคารทีเชียนกริด



รูปที่ 1 แสดงคารทีเชียนกริดของโดเมนลูกบาศก Ω′ ขนาด 1 x 1 x
1 ครอบคลุมโดเมนของปญหาตัวอยาง Ω ซ่ึงเปนทรงกลมขนาดรัศมี 0.5
อยางไรก็ตาม รูปที่ 1 แสดงคารทีเชียนกริดขนาด 0.25 x 0.25 x 0.25
แตคารทีเชียนกริดที่ใชในการคํ านวณมีขนาด 0.1 x 0.1 x 0.1

(a)

(b)

(c)

รูปที่ 2 ชิ้นประกอบบนหน่ึงในแปดของขอบเขตของ Ω
(a) 1 ชิ้นประกอบ (b) 4 ชิ้นประกอบ (c) 16 ชิ้นประกอบ

รูปที่ 2 แสดงหนึ่งในแปดของผิวของทรงกลมโดยมีจํ านวนชิ้นประ
กอบขอบเขต (boundary element) ตางกัน ชิ้นประกอบที่ใชในวิธีบาวน
ดะรีเอลิเมนตเพื่อแกปญหาน้ีคือ ชิ้นประกอบสามเหลี่ยม 6 บัพ (6-node
triangular element) ดังน้ันจํ านวนชิ้นประกอบขอบเขตและบัพขอบเขต
ทั้งหมดจึงเทากับ 8 ชิ้นประกอบและ 18 บัพในกรณีของรูป 2(a) เทา
กับ 32 ชิ้นประกอบและ 66 บัพในกรณีของรูป 2(b) และเทากับ 128
ชิ้นประกอบและ 258 บัพในกรณีของรูป 2(c)

ตารางที่ 1 แสดงคาคลาดเคลื่อน ε ตามสมการ (22) ของผลเฉลย
ในกรณีที่ชิ้นประกอบและบัพขอบเขตมีจํ านวนตาง ๆ กัน 3 กรณี ผล
เฉลยเชิงตัวเลขที่ไดจากการใชวิธีบาวนดะรีเอลิเมนตรวมกับวิธีไฟไนต
เอลิเมนตที่นํ าเสนอในบทความนี้จึงมีความแมนยํ าในระดับที่นาพอใจ 

นอกจากนี้การที่คาคลาดเคลื่อนนอยซ่ึงลงเม่ือจํ านวนชิ้นประกอบและ
จํ า นวนบัพมากขึ้นแสดงใหเห็นวา ผลเฉลยเชิงตัวเลขมีคุณสมบัติลูเขา
(convergence)

ตารางที่ 1 คาคลาดเคลื่อนของผลเฉลยเชิงตัวเลข
จํ านวนชิ้นประกอบ

ขอบเขต
จํ านวนบัพขอบเขต ε

8 18 5.585 x 10-2

32 66 4.898 x 10-3

128 258 3.045 x 10-3

6. สรุป
บทความนี้นํ าเสนอวิธีเชิงตัวเลขสํ าหรับแกปญหาที่มีสมการเชิงอนุ 

พันธยอยไมเอกพันธุและเงื่อนไขขอบเขตไมเอกพันธุ โดยขอมูลที่ตอง
การในขั้นตอนการเตรียมขอมูลเปนเพียงขอมูลขอบเขต สวนคารที
เชียนกริดสามารถสรางข้ึนโดยงายหรือโดยอัตโนมัติ วิธีน้ีแยกปญหา
เปน ปญหาที่มีสมการเชิงอนุพันธยอยไมเอกพันธุและเงื่อนไขขอบเขต
เอกพันธุ และปญหาที่มีสมการเชิงอนุพันธยอยเอกพันธุและเงื่อนไข
ขอบเขตไมเอกพันธุ จากนั้นใชวิธีไฟไนตดิฟเฟอเรนซแกปญหาแรก วิธี
บาวนดะรีเอลิเมนตแกปญหาหลัง การทดสอบวิธีน้ีในการแกปญหาตัว
อยางสามมิติแสดงใหเห็นประสิทธิผลของวิธีน้ี
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