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บทคัดยอ 
บทความนี้กลาวถึงการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธี

โฟโตอีลาสติกซิตี้เพื่อหาการกระจายความเคนที่เกิดข้ึนในปญหากล
ศาสตรของแข็ง โดยเริ่มจากทฤษฎีตาง ๆ ท่ีเก่ียวของ ไดแก ทฤษฎีกล
ศาสตรของแข็งใน 2 มิติ การหาสมการไฟไนตเอลิเมนต ข้ันตอนการ
คํานวณ และการประยุกตเง่ือนไขขอบเขต จากนั้นอธิบายถึงทฤษฎีโฟ
โตอีลาสติกซิตี้  ตอมาแสดงผลการประยุกตกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ 
ปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด  และปญหาการสัมผัสกัน
ระหวางโซและเฟอง  ผลลัพธท่ีไดจากการประยุกตทั้ง 2 เทคนิคแสดง
ใหเห็นถึงผลลัพธท่ีสอดคลองกัน 
 
Abstract 

Finite Element Method and photoelasticity technique are 
presented to predict the stress distribution for solid mechanics 
problems.  The paper first describes 2D solid mechanics theory.  
Finite element formulation, the computational procedure and its 
boundary conditions are then represented.  Photoelasticity theory 
and its procedure are described.  The validated examples of both 
techniques are four–point bending problem and chain–gear 
contact problem.  The solutions show the efficiency of finite 
element method and have a good agreement with the 
photoelasticity results. 

1. บทนํา 
 ความเสียหายท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานสวนใหญเกิดจากการรับภาระท่ี
มากเกินไปทําใหเกิดความเคนสูงเกินกวาท่ีวัสดุจะทนได  ดังนั้นงาน
วิจัยท่ีสามารถหาความเคนท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานขณะใชงานไดแมนยําจึง
มีความสําคัญตองานดานการออกแบบผลิตภัณฑสมัยใหมเปนอยางย่ิง  
งานวิจัยดังกลาวสามารถทําไดท้ังในรูปแบบการทดลอง เชน  การวัด
ดวยเกจความเครียดและการใชเทคนิคโฟโตอีลาสติกซิตี้วัดความเคน  
หรอืจากการคํานวณดวยวิธีประมาณ เชน การคํานวณหาความเคนดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  เปนตน 
 บทความน้ีสนใจหาความเคนท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานโปรงใส และไดนํา
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและการทดลองท่ีใชเทคนิค
โฟโตอีลาสติกซิต้ีมาประยุกตใช  ทัง้สองวิธีน้ีสามารถหาความเคนที่เกิด
ข้ึนตลอดท้ังช้ินงานได  เนื้อหาของบทความจะเริม่ตนจากการอธิบาย 
กลศาสตรของแข็งใน 2 มิติและระเบียบไฟไนตเอลิเมนต  รวมถึงการ
หาสมการไฟไนตเอลิเมนต และการประยุกตเง่ือนไขขอบเขตท่ีเก่ียว
ของ  จากนั้นกลาวถึงทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิต้ีซึ่งมีพื้นฐานจากทฤษฎี
ของแสง  ตอจากนั้นประยุกตท้ัง 2 วิธีกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ ปญหา
การดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซ
และเฟอง 
 
 
 



 
 

2. ทฤษฎี 
2.1 ทฤษฎีกลศาสตรของแข็งใน 2 มิติ [1] 

สมการทดแทนความเปนจริงของปญหากลศาสตรของแข็งในระบบ 
2 มิติ ประกอบดวย 3 สมการดังน้ี  

สมการความสมดุลของของแข็งในทิศทาง x และ y 
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โดย ∅x และ ∅y คือความเคนในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  สวน 

xy×  คือความเคนเฉือนในระนาบ xy 
 

สมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครยีด 
 
                             ∈ ∠ → °∈ ∠÷ν∅ C                                 (2) 
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สัมประสิทธ์ิในเมตริกซ [C] เปนความสัมพันธของคาโมดูลัสของความ
ยืดหยุนและคาปวสซง และข้ึนกับวาจะพิจารณาปญหาเปนความเคนใน
ระนาบ (plane stress) หรอืความเครียดในระนาบ (plane strain) 
 

และสมการสุดทายแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและคา
การเคล่ือนตัวดังนี้ 
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โด ย  ƒx, ƒy และ  ♦xy คื อค าความ เครียด ใน แน วแกน  x, y และ
ความเครียดเฉือนในระนาบ xy  สวน u และ v คือคาการเคล่ือนตัวใน
แนวแกน x และ y ตามลําดับ 
 
จากนั้นนําระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคางแบบบับโนฟ–กาเลอรคิน 
มาประยุกตใชกับสมการท่ี (1)–(3) และไดสมการไฟไนตเอลิเมนตออก
มาในรูปแบบดังน้ี 

                                → °∈ ∠ ∈ ∠FK ν•                               (4) 
 
โดย → °K  คือเอลิเมนตเมตริกซของความแข็งแกร็ง ∈ ∠ � �vuT

ν•   
และ ∈ ∠F  คือโหลดเวกเตอรเน่ืองจากแรงกระทําท่ีผิว 
 

สําหรับเง่ือนไขขอบเขตของปญหามีดวยกัน 3 รูปแบบและแสดงใน
รูปท่ี 1  เง่ือนไขขอบเขตแรกแสดงใหเห็นวา ตลอดขอบเขต S1 มีแรง
ดึง T1(t) มากระทําดังน้ี 
 
                                   ∅ijni   =   T1(t)                           (5ก) 
 
โดย ni คือเวกเตอรหนวยทีมี่ทิศต้ังฉากกับขอบเขต 
เง่ือนไขขอบเขตท่ีสองแสดงถึงการกําหนดคาการเคล่ือนตัว ui(x,t) ใหมี
คาคงท่ี u2(t) ตลอดขอบเขต S2 ดังนี้ 
 
                               ui(x,t)   =   u2(t)                              (5ข) 
 
เง่ือนไขขอบเขตที่สามแสดงถึงเง่ือนไขการสัมผัสกัน หากบริเวณใดใน
ขอบเขต S3 เกิดการสัมผัสกับวัตถุภายนอกหรือขอบเขตอ่ืน ก็จะทําให
เกิดความเคนแบบอัดตัว (compressive stress) บนขอบเขต S3 และไม
มีชองวางระหวางขอบเขต  S3 กับวัตถุภายนอก (g(xj,t) = 0)  สวน
บริเวณอ่ืน ๆ ของขอบเขต S3 ท่ีไมไดสัมผัสกับวัตถุภายนอกก็จะเกิด
ชองวางข้ึน (g(xk,t) > 0) และจะไมเกิดความเคนเน่ืองจากการสัมผัสกัน 
(contact stress) จากรายละเอียดดังกลาวขางตนสามารถเขียนอยูในรูป
สมการท่ัวไปไดดงัน้ี 
 
                      qn(x,t)  =  qc(x,t) ni               0                (6ค) 
 
                       g(x,t)  =  g(x) – u(x,t) ni       0                 (6ง) 
 
โดย qc(xi,t) คือแรงเน่ืองจากการสัมผัสกัน qn(xi,t) คือแรงสัมผัสในทิศ
ทางที่ตั้งฉากกับขอบเขต และ g(xi,t) คือชองวางระหวางขอบเขต S3 
กับวัตถุภายนอกหรือขอบเขตอ่ืน 
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รูปท่ี 1 - แสดงลักษณะเง่ือนไขขอบเขต 



 
 

2.2 ทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิตี้ [2] 
ทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิตี้สามารถอธิบายไดดวยหลักการหักเหของ

แสงท่ีเก่ียวของกับการศึกษาลักษณะของคล่ืนแสง ซึง่สามารถอธิบายได
ดวยรูปแบบสมการฮารโมนิก (Harmonic waveform) ดังน้ี 
 

                        E  =  Ψ Ζt
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โดย ↵ คือแอมพลิจูดของคล่ืน  ≠ คือมุมเฟสของคล่ืน E สวน ⊇ คือ
ความถ่ีเชิงมุม และ t คือเวลา 
 เมื่อคล่ืนแสงเคล่ือนท่ีผานแผนคล่ืน (wave plate) ซ่ึงทําหนาท่ี
กรองคล่ืนแสงท่ัว ๆ ไปที่มีทิศทางไมแนนอนใหผานออกจากแผนคล่ืน
อยางมีระเบียบ มีรูปแบบและทิศทางท่ีชัดเจน  สําหรับแผนคล่ืนท่ีใช
ทดลองมีคุณสมบัติหักเหแตกตางกัน 2 แนวแกน (birefringent) จะทํา
ใหเกิดการหนวงชา (retardation) เปนผลใหคล่ืนแสงท่ีผานไปท้ัง 2 
แนวแกนท่ีต้ังฉากกันเกิดการเล่ือนมมุเฟสแบบเชิงเสนสัมพทัธ ∞ ดังน้ี 
 
                      ∞  =  ∞2 – ∞1 =  h(n2 – n1)                          (8) 
 
โดย ∞1 และ ∞2 คือมุมเฟสของคล่ืนแสงท่ีผานแกน 1 และ 2 ตามลําดับ  
n1 และ n2 คือดัชนีหักเหเมื่อคล่ืนแสงผานแกน 1 และ 2 ตามลําดับ 
สวน h คือความหนาของแผนคล่ืน 
 และมีการเล่ือนมุมเฟสแบบเชิงมุมสัมพัทธ χ ดังนี้ 
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 ถาแผนคล่ืนถูกออกแบบให 
2
℘

νυ  จะเรียกอีกช่ือหนึ่งวา แผน

คล่ืนหน่ึงในส่ีสวน (quarter–wave plate) ซ่ึงเปนแบบท่ีใช  แตถา χ = 
± และ 2± จะเรียกวา แผนคล่ืนแบบครึ่งและเต็มคล่ืน (half– and full–
wave plates) ตามลําดับ 
 เมื่อวัสดุยืดหยุนเชิงเสนเกิดความเคนข้ึนจะมีผลทําใหคาดัชนีการ
หักเหท่ีแตเดิมมีคาคงท่ีและเทากันตลอดท้ังช้ินงาน เปล่ียนแปลงคาไป
ตามขนาดของความเคนท่ีเกิดข้ึนตามความสัมพันธดงัน้ี 
 
                         n2 – n1  =  c(∅1 – ∅2)                           (10) 
 
 สมการท่ี 10 ถูกเรียกวา กฎของความเคนและแสง (stress–optic 
law) โดย c คือสัมประสิทธ์ิความเคนและแสงแบบสัมพัทธ (relative 
stress–optic coefficient)  สวน ∅1 และ ∅2 คือความเคนหลักทีเ่กิดข้ึน 
 เม่ือแทนสมการ (10) ลงใน (9) จะไดวา 
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หรือเขียนใหมในรูปแบบดังนี้ 
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คา N คือจํานวนรอบของการหนวงชาและนับดวยอันดับของแถบแสง 
(fringe order)  สวน  f∅ คือคาคงท่ี เห็นแถบแสงของวัสดุ  (material 
fringe value) 
 
 การหมุนแผนคล่ืนไดอยางเหมาะสมจะทําใหการมองเห็นแถบแสงมี
ความชัดเจนมาก และเรียกรูปแบบของแถบแสงแสดงความแตกตาง
ของความเคนหลักนี้ วา แถบไอโซโครมาติก  (Isocromatic fringe 
pattern)  
 
3. การเตรียมตัวอยางและการทดสอบหาคุณสมบัติวัสดุ 
 ช้ินงานโปรงใสที่นํามาใชในงานวิจัยน้ีทํามาจากวัสดุอีพอกซีเรซิน 
โดยในปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด จะใชช้ินงานรูปทรงส่ี
เหล่ียมผืนผาท่ีส่ังซ้ือจากตางประเทศและมีคุณสมบัติทางกลและทาง
แสงครบถวน สวนปญหาการสัมผสักันระหวางโซและเฟองนัน้ ช้ินงานมี
ความซับซอน จึงไดทําการหลอช้ินงานข้ึนมา โดยใชเรซินเบอร 5320 
ซึ่งหาไดงายในประเทศและราคาถูก จากนัน้ทําการทดลองหาคุณสมบัติ
ทางกล โดยเริ่มตนจากการหลอช้ินงานทดสอบเปนรูปทรงกระดูกสุนัข 
ดังแสดงในรูปท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2 แสดงขนาดของช้ินงานทดสอบในรูปทรงกระดูกสุนัข 
 

เมื่อนําช้ินงานทดสอบไปเขาเครื่องทดสอบดวยแรงดึง INSTRON 
8872 ดังแสดงในรูปท่ี 3 ผลที่ไดคือคุณสมบัติทางกลตาง ๆ ดังนี้ คาโม
ดูลัสของความยืดหยุนเทากับ 950 MPa อัตราสวนของปวรซงเทากับ 
0.38 และความเคนที่จุดคลากเทากับ 60 MPa สวนคุณสมบัติทางแสง
ไดจากการหลอช้ินงานรูปทรงส่ีเหล่ียมผืนผาขนาดเดียวกับปญหาการ
ดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด และทําการทดลองเชนเดียวกับปญหาดัง
กลาว จากนั้นนําคาผลท่ีไดมาคํานวณ ทําใหไดคาสัมประสิทธ์ิความเคน
และแสงแบบสัมพัทธเทากับ 3.66E-11 m2/N 
 

10 มม. 
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รูปท่ี 3 แสดงการทดสอบแรงดงึดวยเครือ่ง INSTRON 
 
4. การประยุกตกับปญหา 

ปญหาท่ีนํามาศึกษาผลที่ไดจากการประยุกตเทคนิคโฟโตอีลาสติก
ซิต้ีและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มี 2 ตัวอยาง คือ ปญหาการดัดคาน
ดวยแรงกระทํา 4 จุด และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง 
 
4.1 ปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด 

ลักษณะของปญหาประกอบดวยแผนเรียบโปรงใสท่ีทํามาจากอี
พอกซีเรซินจากตางประเทศ ขนาดช้ินงานเทากับ 160 x 30 มม. วาง
อยูบนฐานวงกลมท่ีตําแหนงปลายท้ังสองขาง และมีแรงกดลงแนวดิ่ง 2 
ตําแหนง ดังแสดงในรูปท่ี 4 
 
 
 
 

 
 
 

รูปท่ี 4  แสดงลักษณะปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด 
 
 ภายใตแรงกดดานบนท้ังสองขาง ทําใหเกิดพฤติกรรมการดัดเกิด
ข้ึนเปนหลัก  คาความเคนท่ีเกิดข้ึนสามารถหาไดจากสมการ [3] 
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ν  และ h คือความหนาแผนเรียบ 

 
 ลักษณะของปญหาน้ีมีความสมมาตร ทําใหสามารถวิเคราะหเพียง
ครึ่งหนึ่งได  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตท่ีสรางข้ึนมีจํานวน 3,071 จุดตอ
และ 2,921 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 4  จากนั้นทําการหาลักษณะการ
กระจายความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยใชแรง F ขนาด 
250 N  และเปรียบเทียบผลท่ีไดจากการทดลองดวยเทคนิคโฟโตอีลา
สติกซิตี้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป ท่ี  5  การเปรียบเทียบผลการกระจายความเคนจากเทคนิค 
            โฟโตอีลาสติกซิต้ีและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
รูปท่ี 5 แสดงการกระจายความเคนท่ีเกิดข้ึนจากการประยุกตเทคนิคโฟ
โตอีลาสติกซิต้ีในรูปดานซาย สวนรูปดานขวาแสดงผลการกระจาย
ความเคนที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากรูปจะ
เห็นวาเมื่อแผนเรียบไดรับแรงกดจะเกิดการโกงตัวลง  ทําใหบริเวณ
ขอบดานลางเกิดความเคนดึง และบริเวณขอบดานบนจะเกิดความเคน
อัดตัว  การเปล่ียนแปลงของความเคนตลอดแนวสมมาตรจากขอบบน
ไปขอบลางจะเปล่ียนแปลงแบบเชิงเสน  ความเคนจะมีคาสูงและเปล่ียน
แปลงคอนขางมากในบริเวณท่ีแนวแรงกดสัมผัสกับแผนเรียบ 
 จากน้ันนําคาความเคนตลอดแนวสมมาตรตรงกลางแผนมาพลอต
เปรียบเทียบผลของท้ังสองวิธีกับสมการ (13) ดังแสดงในรูปท่ี 6  พบวา
ผลท่ีไดจากท้ังสองวิธีมีความถกูตองและสอดคลองกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  รูปท่ี 6  การเปรียบเทียบคาความเคนที่ไดกับระยะ y ในแนวสมมาตร 
            ตรงกลางแผน 
 
4.2 ปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง 
 ลักษณะของปญหาหากพิจารณาโซและเฟองท้ังหมด จะมีความ
ซับซอนและใชเวลาคอนขางมาก ในงานวิจัยนี้สนใจผลการสัมผัสกัน
ของโซและเฟองเทาน้ัน จึงไดทําการวิเคราะหปญหาโดยพิจารณาเพียง 
1 สวนยอย ท่ีประกอบดวยฟนเฟอง 1 ฟน และขอโซ 1 ขอ จากผลการ
ทดลองดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซิตี้ หากตองการใหเห็นการกระจายความ
เคนไดดี ควรท่ีจะใหขอโซมีขนาดใหญข้ึน ดังแสดงในรูปที่ 7 

เทคนคิโฟโตอีลาสตกิซิต้ี ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
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รูปท่ี 7 แสดงลักษณะปญหาการสัมผัสกันของโซและเฟอง 
 
 จากนั้นทําการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ไดรูปแบบไฟ
ไนตเอลิเมนตท่ีมีจุดตอ 4,817 จุดและ 4,615 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปท่ี 
8 สวนผลการกระจายความเคนแสดงในรูปท่ี 9 และในรูปที่ 10 แสดง
การกระจายความเคนท่ีไดจากการทดลองดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซต้ีิ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 8 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของปญหา 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 9 ผลการกระจายความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 10 ผลการกระจายความเคนดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซต้ีิ 

 จากการเปรียบเทียบคาความเคนท่ีคํานวณไดจากทั้งระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและวิธีโฟโตอีลาสติกซิตี้ พบวามีคาสอดคลองกัน และ
มีความคลาดเคล่ือนเทากับ 1.5 % 
 
5. สรุป 

บทความน้ีไดกลาวถึงการประเมินระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและ
เทคนิคโฟโตอีลาสติกซิต้ีสําหรับงานดานกลศาสตรของแข็ง เริ่มจากการ
กลาวถึงกลศาสตรของแข็งใน 2 มิติ รวมท้ังการประดิษฐสมการไฟไนต
เอลิเมนตและเง่ือนไขขอบเขตท่ีเก่ียวของ และทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิต้ี 
จากน้ันไดทําการประยุกตกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ ปญหาการดัดคาน
ดวยแรงกระทํา 4 จุด  และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง ผล
การเปรียบเทียบความเคนที่เกิดข้ึนของท้ัง 2 วิธี พบวามีความถูกตอง
และใกลเคียงกัน ผลท่ีไดสามารถนําไปประยุกตใชตอในงานวิจัยระดับ
สูง เชน การสึกหรอท่ีเกิดจากการเสียดสีระหวางโซและเฟอง เปนตน 
หรือในงานการออกแบบและแกปญหาทางวิศวกรรม หรือในดาน
อ่ืน ๆ เพื่อชวยใหสามารถเห็นการกระจายความเคนและเขาใจพฤติ
กรรมที่เกิดขึ้นบนผลิตภัณฑขณะใชงานไดเปนอยางดี 
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