
 
 

การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเคร่ืองกลแหงประเทศไทยคร้ังท่ี 18 
18-20 ตุลาคม 2547 จังหวัด-ขอนแกน 

 
 

การประเมินระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธีโฟโตอีลาสติซิต้ี 
สําหรับงานดานกลศาสตรของแข็ง 

 
Evaluation of Finite Element Method and Photoelasticity 

for Solid Mechanics Application 
 

วิโรจน ล่ิมตระการ 
ภาควิชาวิศวกรรมเคร่ืองกล คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร ศูนยรังสิต 

99 หมู 18 แขวงคลองหน่ึง เขตคลองหลวง ปทุมธานี 12120 
โทร 0-25643001 ตอ 3144 โทรสาร 0-25643001 ตอ 3049 E-mail: limwiroj@engr.tu.ac.th 

 
Wiroj Limtrakarn 

Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering, Thammasat University, Rangsit Campus 
99 Moo 18, Klong Luang, Pathumthani 12120 Thailand 

Tel: 0-25643001 Ext. 3144 Fax: 0-25643001 Ext. 3049 E-mail: limwiroj@engr.tu.ac.th 
  
 

บทคัดยอ 
บทความนี้กลาวถึงการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและวิธี

โฟโตอีลาสติกซิตี้เพื่อหาการกระจายความเคนที่เกิดข้ึนในปญหากล
ศาสตรของแข็ง โดยเริ่มจากทฤษฎีตาง ๆ ท่ีเก่ียวของ ไดแก ทฤษฎีกล
ศาสตรของแข็งใน 2 มิติ การหาสมการไฟไนตเอลิเมนต ข้ันตอนการ
คํานวณ และการประยุกตเง่ือนไขขอบเขต จากนั้นอธิบายถึงทฤษฎีโฟ
โตอีลาสติกซิตี้  ตอมาแสดงผลการประยุกตกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ 
ปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด  และปญหาการสัมผัสกัน
ระหวางโซและเฟอง  ผลลัพธท่ีไดจากการประยุกตทั้ง 2 เทคนิคแสดง
ใหเห็นถึงผลลัพธท่ีสอดคลองกัน 
 
Abstract 

Finite Element Method and photoelasticity technique are 
presented to predict the stress distribution for solid mechanics 
problems.  The paper first describes 2D solid mechanics theory.  
Finite element formulation, the computational procedure and its 
boundary conditions are then represented.  Photoelasticity theory 
and its procedure are described.  The validated examples of both 
techniques are four–point bending problem and chain–gear 
contact problem.  The solutions show the efficiency of finite 
element method and have a good agreement with the 
photoelasticity results. 

1. บทนํา 
 ความเสียหายท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานสวนใหญเกิดจากการรับภาระท่ี
มากเกินไปทําใหเกิดความเคนสูงเกินกวาท่ีวัสดุจะทนได  ดังนั้นงาน
วิจัยท่ีสามารถหาความเคนท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานขณะใชงานไดแมนยําจึง
มีความสําคัญตองานดานการออกแบบผลิตภัณฑสมัยใหมเปนอยางย่ิง  
งานวิจัยดังกลาวสามารถทําไดท้ังในรูปแบบการทดลอง เชน  การวัด
ดวยเกจความเครียดและการใชเทคนิคโฟโตอีลาสติกซิตี้วัดความเคน  
หรอืจากการคํานวณดวยวิธีประมาณ เชน การคํานวณหาความเคนดวย
ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  เปนตน 
 บทความน้ีสนใจหาความเคนท่ีเกิดข้ึนบนช้ินงานโปรงใส และไดนํา
การคํานวณดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและการทดลองท่ีใชเทคนิค
โฟโตอีลาสติกซิต้ีมาประยุกตใช  ทัง้สองวิธีน้ีสามารถหาความเคนที่เกิด
ข้ึนตลอดท้ังช้ินงานได  เนื้อหาของบทความจะเริม่ตนจากการอธิบาย 
กลศาสตรของแข็งใน 2 มิติและระเบียบไฟไนตเอลิเมนต  รวมถึงการ
หาสมการไฟไนตเอลิเมนต และการประยุกตเง่ือนไขขอบเขตท่ีเก่ียว
ของ  จากนั้นกลาวถึงทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิต้ีซึ่งมีพื้นฐานจากทฤษฎี
ของแสง  ตอจากนั้นประยุกตท้ัง 2 วิธีกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ ปญหา
การดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซ
และเฟอง 
 
 
 



 
 

2. ทฤษฎี 
2.1 ทฤษฎีกลศาสตรของแข็งใน 2 มิติ [1] 

สมการทดแทนความเปนจริงของปญหากลศาสตรของแข็งในระบบ 
2 มิติ ประกอบดวย 3 สมการดังน้ี  

สมการความสมดุลของของแข็งในทิศทาง x และ y 
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โดย ∅x และ ∅y คือความเคนในแนวแกน x และ y ตามลําดับ  สวน 

xy×  คือความเคนเฉือนในระนาบ xy 
 

สมการความสัมพันธระหวางความเคนและความเครยีด 
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สัมประสิทธ์ิในเมตริกซ [C] เปนความสัมพันธของคาโมดูลัสของความ
ยืดหยุนและคาปวสซง และข้ึนกับวาจะพิจารณาปญหาเปนความเคนใน
ระนาบ (plane stress) หรอืความเครียดในระนาบ (plane strain) 
 

และสมการสุดทายแสดงความสัมพันธระหวางความเครียดและคา
การเคล่ือนตัวดังนี้ 
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โด ย  ƒx, ƒy และ  ♦xy คื อค าความ เครียด ใน แน วแกน  x, y และ
ความเครียดเฉือนในระนาบ xy  สวน u และ v คือคาการเคล่ือนตัวใน
แนวแกน x และ y ตามลําดับ 
 
จากนั้นนําระเบียบวิธีถวงนํ้าหนักเศษตกคางแบบบับโนฟ–กาเลอรคิน 
มาประยุกตใชกับสมการท่ี (1)–(3) และไดสมการไฟไนตเอลิเมนตออก
มาในรูปแบบดังน้ี 

                                → °∈ ∠ ∈ ∠FK ν•                               (4) 
 
โดย → °K  คือเอลิเมนตเมตริกซของความแข็งแกร็ง ∈ ∠ � �vuT

ν•   
และ ∈ ∠F  คือโหลดเวกเตอรเน่ืองจากแรงกระทําท่ีผิว 
 

สําหรับเง่ือนไขขอบเขตของปญหามีดวยกัน 3 รูปแบบและแสดงใน
รูปท่ี 1  เง่ือนไขขอบเขตแรกแสดงใหเห็นวา ตลอดขอบเขต S1 มีแรง
ดึง T1(t) มากระทําดังน้ี 
 
                                   ∅ijni   =   T1(t)                           (5ก) 
 
โดย ni คือเวกเตอรหนวยทีมี่ทิศต้ังฉากกับขอบเขต 
เง่ือนไขขอบเขตท่ีสองแสดงถึงการกําหนดคาการเคล่ือนตัว ui(x,t) ใหมี
คาคงท่ี u2(t) ตลอดขอบเขต S2 ดังนี้ 
 
                               ui(x,t)   =   u2(t)                              (5ข) 
 
เง่ือนไขขอบเขตที่สามแสดงถึงเง่ือนไขการสัมผัสกัน หากบริเวณใดใน
ขอบเขต S3 เกิดการสัมผัสกับวัตถุภายนอกหรือขอบเขตอ่ืน ก็จะทําให
เกิดความเคนแบบอัดตัว (compressive stress) บนขอบเขต S3 และไม
มีชองวางระหวางขอบเขต  S3 กับวัตถุภายนอก (g(xj,t) = 0)  สวน
บริเวณอ่ืน ๆ ของขอบเขต S3 ท่ีไมไดสัมผัสกับวัตถุภายนอกก็จะเกิด
ชองวางข้ึน (g(xk,t) > 0) และจะไมเกิดความเคนเน่ืองจากการสัมผัสกัน 
(contact stress) จากรายละเอียดดังกลาวขางตนสามารถเขียนอยูในรูป
สมการท่ัวไปไดดงัน้ี 
 
                      qn(x,t)  =  qc(x,t) ni               0                (6ค) 
 
                       g(x,t)  =  g(x) – u(x,t) ni       0                 (6ง) 
 
โดย qc(xi,t) คือแรงเน่ืองจากการสัมผัสกัน qn(xi,t) คือแรงสัมผัสในทิศ
ทางที่ตั้งฉากกับขอบเขต และ g(xi,t) คือชองวางระหวางขอบเขต S3 
กับวัตถุภายนอกหรือขอบเขตอ่ืน 
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รูปท่ี 1 - แสดงลักษณะเง่ือนไขขอบเขต 



 
 

2.2 ทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิตี้ [2] 
ทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิตี้สามารถอธิบายไดดวยหลักการหักเหของ

แสงท่ีเก่ียวของกับการศึกษาลักษณะของคล่ืนแสง ซึง่สามารถอธิบายได
ดวยรูปแบบสมการฮารโมนิก (Harmonic waveform) ดังน้ี 
 

                        E  =  Ψ Ζt
2

cosa ⊇⊥≠
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                        (7) 

 
โดย ↵ คือแอมพลิจูดของคล่ืน  ≠ คือมุมเฟสของคล่ืน E สวน ⊇ คือ
ความถ่ีเชิงมุม และ t คือเวลา 
 เมื่อคล่ืนแสงเคล่ือนท่ีผานแผนคล่ืน (wave plate) ซ่ึงทําหนาท่ี
กรองคล่ืนแสงท่ัว ๆ ไปที่มีทิศทางไมแนนอนใหผานออกจากแผนคล่ืน
อยางมีระเบียบ มีรูปแบบและทิศทางท่ีชัดเจน  สําหรับแผนคล่ืนท่ีใช
ทดลองมีคุณสมบัติหักเหแตกตางกัน 2 แนวแกน (birefringent) จะทํา
ใหเกิดการหนวงชา (retardation) เปนผลใหคล่ืนแสงท่ีผานไปท้ัง 2 
แนวแกนท่ีต้ังฉากกันเกิดการเล่ือนมมุเฟสแบบเชิงเสนสัมพทัธ ∞ ดังน้ี 
 
                      ∞  =  ∞2 – ∞1 =  h(n2 – n1)                          (8) 
 
โดย ∞1 และ ∞2 คือมุมเฟสของคล่ืนแสงท่ีผานแกน 1 และ 2 ตามลําดับ  
n1 และ n2 คือดัชนีหักเหเมื่อคล่ืนแสงผานแกน 1 และ 2 ตามลําดับ 
สวน h คือความหนาของแผนคล่ืน 
 และมีการเล่ือนมุมเฟสแบบเชิงมุมสัมพัทธ χ ดังนี้ 
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 ถาแผนคล่ืนถูกออกแบบให 
2
℘

νυ  จะเรียกอีกช่ือหนึ่งวา แผน

คล่ืนหน่ึงในส่ีสวน (quarter–wave plate) ซ่ึงเปนแบบท่ีใช  แตถา χ = 
± และ 2± จะเรียกวา แผนคล่ืนแบบครึ่งและเต็มคล่ืน (half– and full–
wave plates) ตามลําดับ 
 เมื่อวัสดุยืดหยุนเชิงเสนเกิดความเคนข้ึนจะมีผลทําใหคาดัชนีการ
หักเหท่ีแตเดิมมีคาคงท่ีและเทากันตลอดท้ังช้ินงาน เปล่ียนแปลงคาไป
ตามขนาดของความเคนท่ีเกิดข้ึนตามความสัมพันธดงัน้ี 
 
                         n2 – n1  =  c(∅1 – ∅2)                           (10) 
 
 สมการท่ี 10 ถูกเรียกวา กฎของความเคนและแสง (stress–optic 
law) โดย c คือสัมประสิทธ์ิความเคนและแสงแบบสัมพัทธ (relative 
stress–optic coefficient)  สวน ∅1 และ ∅2 คือความเคนหลักทีเ่กิดข้ึน 
 เม่ือแทนสมการ (10) ลงใน (9) จะไดวา 
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หรือเขียนใหมในรูปแบบดังนี้ 
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คา N คือจํานวนรอบของการหนวงชาและนับดวยอันดับของแถบแสง 
(fringe order)  สวน  f∅ คือคาคงท่ี เห็นแถบแสงของวัสดุ  (material 
fringe value) 
 
 การหมุนแผนคล่ืนไดอยางเหมาะสมจะทําใหการมองเห็นแถบแสงมี
ความชัดเจนมาก และเรียกรูปแบบของแถบแสงแสดงความแตกตาง
ของความเคนหลักนี้ วา แถบไอโซโครมาติก  (Isocromatic fringe 
pattern)  
 
3. การเตรียมตัวอยางและการทดสอบหาคุณสมบัติวัสดุ 
 ช้ินงานโปรงใสที่นํามาใชในงานวิจัยน้ีทํามาจากวัสดุอีพอกซีเรซิน 
โดยในปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด จะใชช้ินงานรูปทรงส่ี
เหล่ียมผืนผาท่ีส่ังซ้ือจากตางประเทศและมีคุณสมบัติทางกลและทาง
แสงครบถวน สวนปญหาการสัมผสักันระหวางโซและเฟองนัน้ ช้ินงานมี
ความซับซอน จึงไดทําการหลอช้ินงานข้ึนมา โดยใชเรซินเบอร 5320 
ซึ่งหาไดงายในประเทศและราคาถูก จากนัน้ทําการทดลองหาคุณสมบัติ
ทางกล โดยเริ่มตนจากการหลอช้ินงานทดสอบเปนรูปทรงกระดูกสุนัข 
ดังแสดงในรูปท่ี 2 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2 แสดงขนาดของช้ินงานทดสอบในรูปทรงกระดูกสุนัข 
 

เมื่อนําช้ินงานทดสอบไปเขาเครื่องทดสอบดวยแรงดึง INSTRON 
8872 ดังแสดงในรูปท่ี 3 ผลที่ไดคือคุณสมบัติทางกลตาง ๆ ดังนี้ คาโม
ดูลัสของความยืดหยุนเทากับ 950 MPa อัตราสวนของปวรซงเทากับ 
0.38 และความเคนที่จุดคลากเทากับ 60 MPa สวนคุณสมบัติทางแสง
ไดจากการหลอช้ินงานรูปทรงส่ีเหล่ียมผืนผาขนาดเดียวกับปญหาการ
ดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด และทําการทดลองเชนเดียวกับปญหาดัง
กลาว จากนั้นนําคาผลท่ีไดมาคํานวณ ทําใหไดคาสัมประสิทธ์ิความเคน
และแสงแบบสัมพัทธเทากับ 3.66E-11 m2/N 
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รูปท่ี 3 แสดงการทดสอบแรงดงึดวยเครือ่ง INSTRON 
 
4. การประยุกตกับปญหา 

ปญหาท่ีนํามาศึกษาผลที่ไดจากการประยุกตเทคนิคโฟโตอีลาสติก
ซิต้ีและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต มี 2 ตัวอยาง คือ ปญหาการดัดคาน
ดวยแรงกระทํา 4 จุด และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง 
 
4.1 ปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด 

ลักษณะของปญหาประกอบดวยแผนเรียบโปรงใสท่ีทํามาจากอี
พอกซีเรซินจากตางประเทศ ขนาดช้ินงานเทากับ 160 x 30 มม. วาง
อยูบนฐานวงกลมท่ีตําแหนงปลายท้ังสองขาง และมีแรงกดลงแนวดิ่ง 2 
ตําแหนง ดังแสดงในรูปท่ี 4 
 
 
 
 

 
 
 

รูปท่ี 4  แสดงลักษณะปญหาการดัดคานดวยแรงกระทํา 4 จุด 
 
 ภายใตแรงกดดานบนท้ังสองขาง ทําใหเกิดพฤติกรรมการดัดเกิด
ข้ึนเปนหลัก  คาความเคนท่ีเกิดข้ึนสามารถหาไดจากสมการ [3] 
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ν  และ h คือความหนาแผนเรียบ 

 
 ลักษณะของปญหาน้ีมีความสมมาตร ทําใหสามารถวิเคราะหเพียง
ครึ่งหนึ่งได  รูปแบบไฟไนตเอลิเมนตท่ีสรางข้ึนมีจํานวน 3,071 จุดตอ
และ 2,921 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปที่ 4  จากนั้นทําการหาลักษณะการ
กระจายความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต โดยใชแรง F ขนาด 
250 N  และเปรียบเทียบผลท่ีไดจากการทดลองดวยเทคนิคโฟโตอีลา
สติกซิตี้ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูป ท่ี  5  การเปรียบเทียบผลการกระจายความเคนจากเทคนิค 
            โฟโตอีลาสติกซิต้ีและระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 
รูปท่ี 5 แสดงการกระจายความเคนท่ีเกิดข้ึนจากการประยุกตเทคนิคโฟ
โตอีลาสติกซิต้ีในรูปดานซาย สวนรูปดานขวาแสดงผลการกระจาย
ความเคนที่ไดจากการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต  จากรูปจะ
เห็นวาเมื่อแผนเรียบไดรับแรงกดจะเกิดการโกงตัวลง  ทําใหบริเวณ
ขอบดานลางเกิดความเคนดึง และบริเวณขอบดานบนจะเกิดความเคน
อัดตัว  การเปล่ียนแปลงของความเคนตลอดแนวสมมาตรจากขอบบน
ไปขอบลางจะเปล่ียนแปลงแบบเชิงเสน  ความเคนจะมีคาสูงและเปล่ียน
แปลงคอนขางมากในบริเวณท่ีแนวแรงกดสัมผัสกับแผนเรียบ 
 จากน้ันนําคาความเคนตลอดแนวสมมาตรตรงกลางแผนมาพลอต
เปรียบเทียบผลของท้ังสองวิธีกับสมการ (13) ดังแสดงในรูปท่ี 6  พบวา
ผลท่ีไดจากท้ังสองวิธีมีความถกูตองและสอดคลองกัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  รูปท่ี 6  การเปรียบเทียบคาความเคนที่ไดกับระยะ y ในแนวสมมาตร 
            ตรงกลางแผน 
 
4.2 ปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง 
 ลักษณะของปญหาหากพิจารณาโซและเฟองท้ังหมด จะมีความ
ซับซอนและใชเวลาคอนขางมาก ในงานวิจัยนี้สนใจผลการสัมผัสกัน
ของโซและเฟองเทาน้ัน จึงไดทําการวิเคราะหปญหาโดยพิจารณาเพียง 
1 สวนยอย ท่ีประกอบดวยฟนเฟอง 1 ฟน และขอโซ 1 ขอ จากผลการ
ทดลองดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซิตี้ หากตองการใหเห็นการกระจายความ
เคนไดดี ควรท่ีจะใหขอโซมีขนาดใหญข้ึน ดังแสดงในรูปที่ 7 

เทคนคิโฟโตอีลาสตกิซิต้ี ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต
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รูปท่ี 7 แสดงลักษณะปญหาการสัมผัสกันของโซและเฟอง 
 
 จากนั้นทําการประยุกตระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต ไดรูปแบบไฟ
ไนตเอลิเมนตท่ีมีจุดตอ 4,817 จุดและ 4,615 เอลิเมนต ดังแสดงในรูปท่ี 
8 สวนผลการกระจายความเคนแสดงในรูปท่ี 9 และในรูปที่ 10 แสดง
การกระจายความเคนท่ีไดจากการทดลองดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซต้ีิ 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 8 แสดงรูปแบบไฟไนตเอลิเมนตของปญหา 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 9 ผลการกระจายความเคนดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 10 ผลการกระจายความเคนดวยวิธีโฟโตอีลาสติกซต้ีิ 

 จากการเปรียบเทียบคาความเคนท่ีคํานวณไดจากทั้งระเบียบวิธี
ไฟไนตเอลิเมนตและวิธีโฟโตอีลาสติกซิตี้ พบวามีคาสอดคลองกัน และ
มีความคลาดเคล่ือนเทากับ 1.5 % 
 
5. สรุป 

บทความน้ีไดกลาวถึงการประเมินระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตและ
เทคนิคโฟโตอีลาสติกซิต้ีสําหรับงานดานกลศาสตรของแข็ง เริ่มจากการ
กลาวถึงกลศาสตรของแข็งใน 2 มิติ รวมท้ังการประดิษฐสมการไฟไนต
เอลิเมนตและเง่ือนไขขอบเขตท่ีเก่ียวของ และทฤษฎีโฟโตอีลาสติกซิต้ี 
จากน้ันไดทําการประยุกตกับปญหา 2 ตัวอยาง คือ ปญหาการดัดคาน
ดวยแรงกระทํา 4 จุด  และปญหาการสัมผัสกันระหวางโซและเฟอง ผล
การเปรียบเทียบความเคนที่เกิดข้ึนของท้ัง 2 วิธี พบวามีความถูกตอง
และใกลเคียงกัน ผลท่ีไดสามารถนําไปประยุกตใชตอในงานวิจัยระดับ
สูง เชน การสึกหรอท่ีเกิดจากการเสียดสีระหวางโซและเฟอง เปนตน 
หรือในงานการออกแบบและแกปญหาทางวิศวกรรม หรือในดาน
อ่ืน ๆ เพื่อชวยใหสามารถเห็นการกระจายความเคนและเขาใจพฤติ
กรรมที่เกิดขึ้นบนผลิตภัณฑขณะใชงานไดเปนอยางดี 
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