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บทคดัย่อ  

บทความน้ีนําเสนอการจําลองสําหรับปญัหาการแข็งตัวของน้ําแข็งหลอดโดยการเปรียบเทียบ             
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉาก และ ระบบพกิดัเชงิขัว้ โดยจะพจิารณาช่วงของเวลาที่ใชใ้นการแขง็ตวัที่
เวลา 10, 20 และ 31 นาท ีซึง่เป็นเวลาทีใ่ชใ้นกระบวนการผลติจรงิ อุณหภูมขิองสารทาํความเยน็มคี่าคงที ่เท่ากบั 
–8 ºC และอุณหภูมน้ํิาขาเขา้มคี่าเท่ากบั 35ºC, 30ºC และ 25ºC โดยแบ่งออกเป็น 3 กรณี ซึง่จากผลการคาํนวณ
พบว่าค่าความหนาของน้ําแขง็จากระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากจะมคี่าน้อยกว่าระบบพกิดัเชงิขัว้โดยใน
ระบบพกิดัฉากไดท้าํการสมมุตใิหผ้นังท่อเป็นเสมอืนแผน่เรยีบทีม่คีวามกวา้งไมจ่าํกดั สว่นในระบบพกิดัเชงิขัว้เป็น
ท่อทรงกระบอกทีม่ขีนาดจาํกดั ซึ่งเมื่อเวลาผา่นไปอตัราการถ่ายเทความรอ้นต่อหน่ึงหน่วยพืน้ทีใ่นระบบพกิดัฉาก
จะมคีา่น้อยกวา่ในระบบพกิดัเชงิขัว้เน่ืองจากความหนาของน้ําแขง็ทีเ่พิม่มากขึน้สง่ผลใหพ้ืน้ทีก่ารถ่ายเทความรอ้น
ในระบบพกิดัเชงิขัว้จะมคีา่ลดลงจากการทีเ่ป็นกระบวนการแขง็ตวัภายในท่อ จงึสง่ผลใหอ้ตัราการถ่ายเทความรอ้น
ต่อหน่ึงหน่วยพืน้ที่มคี่าเพิม่มากขึน้ทําใหอ้ตัราการแขง็ตวัของน้ําแขง็ต่อหน่ึงหน่วยเวลาในระบบพกิดัเชงิขัว้มคี่า
มากกว่าในระบบพกิดัฉากโดยจะสิน้สุดกระบวนการผลติที ่31 นาทซีึ่งจะพบว่าความหนาของน้ําแขง็ทีไ่ดใ้นระบบ
พกิดัเชงิขัว้มคีา่มากกวา่ระบบพกิดัฉากซึง่มคีา่ความผดิพลาดประมาณ 3.097%หรอืเทยีบเทา่ไดก้บั0.36 มลิลเิมตร 

คาํหลกั: น้ําแขง็หลอด, การแขง็ตวั, กรดิคงตวั, ระบบพกิดัฉาก, ระบบพกิดัเชงิขัว้   
 
Abstract 
 This article present a simulation of a tubular-ice solidification with comparing numerical method in 
Cartesian and polar coordinates. It will be a period of time it takes to cure for 10, 20 and 31 minutes, 
which is used in the production process. The temperature of the refrigerant is constant equal to -8ºC and 
water inlet is equal to 35ºC, 30ºC and 25ºC was divided into three cases, the results of the calculations 
showed that the thickness of the ice from the numerical methods in Cartesian coordinate system will be 
less than the polar coordinates system in the Cartesian coordinate system has been assumed that the 
pipe wall as a flat sheet of a width not. In the polar coordinate system is a cylindrical tube with a size 
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limit. This time, the rate of heat transfer per unit area in a Cartesian coordinate system that is less than in 
the polar coordinate system due to the increased thickness of the ice, the heat transfer area in a 
Cartesian coordinate system polar charge is reduced from the solidification process in the pipeline. As a 
result, the rate of heat transfer per unit area has increased the rate of solidification of ice per unit time in 
the polar coordinates in the coordinate system is greater than production by the end of 31 minutes. It 
found that the thickness of the ice in the polar coordinate system greater than Cartesian coordinate 
system which is an estimate 3.097% or equivalent to 0.36 mm. 
  
Keywords: Tubular-Ice, Solidification, Fixed grid, Polar coordinates, Cartesian    
 

1. บทนํา 

 ในปจัจุบนัปญัหาที่เกี่ยวขอ้งกบัการแขง็ตวัและ
การหลอมเหลวของสสารส่ วนใหญ่ เกิดขึ้นอัน
เน่ืองมาจากการเปลี่ยนแปลงสถานะ(phase)หรอืการ
เคลื่อนที่ของขอบเขต(moving boundary) ที่ส่งผล
กระทบต่ออุณหภูมแิละการไหลของของไหลระหว่างที่
มกีารแขง็ตวัและการละลายของสสารนัน้ เมื่อของแขง็
ก่อตวัขึน้จากการแขง็ตวั(freezing) ของของเหลวตรง
บรเิวณรอยต่อของเฟสของแขง็และของเหลวทีม่คีวาม
แตกต่างของคุณสมบตัิทางกายภาพซึ่งจะมกีารเกิด
การเคลือ่นทีแ่ยกออกจากกนั [1]  
 แนวทางในการแกป้ญัหาดงัขา้งตน้นัน้เป็นเรื่องที่
มคีวามซบัซ้อนมาก เน่ืองจากมกีารเคลื่อนทีแ่ยกออก
จากกนัขณะทีม่กีารรบัและคายความรอ้นแฝงทีบ่รเิวณ
รอยต่อเฟสของแขง็และของเหลว ซึ่งเป็นผลทําใหไ้ม่
สามารถทราบถงึตาํแหน่งตรงบรเิวณรอยต่อทัง้ 2 เฟส
ก่อนทีจ่ะมกีารเคลื่อนที ่ในสารบรสิุทธิก์ารแขง็ตวัของ
สารบรสิทุธิจ์ะมลีกัษณะเชน่เดยีวกบัน้ําบรสิุทธิน์ัน้กค็อื
การแข็งตัวจะเกิดขึ้นที่อุณหภูมิที่ไม่ต่อเน่ือง เฟส
ของแขง็และของเหลวจะถูกแยกออกจากกนัโดยมกีาร
เคลือ่นทีอ่ยา่งรวดเรว็ตรงบรเิวณรอยต่อ [1-2] 
 ในงานวจิยัทีผ่่านมาไดม้กีารศกึษาถงึพฤตกิรรม
ของการแขง็ตวัไมว่า่จะเป็นการแขง็ตวัของสารบรสิุทธิ ์
[9] และสารละลาย [3] หรอืแมก้ระทัง่การแขง็ตวัของ
โลหะและการแข็งตวัของน้ําแขง็ ซึ่งการแขง็ตวัของ
น้ําแข็งน้ีจะมุ่งเน้นไปที่การทํานายพฤติกรรมการ

แขง็ตวัของน้ําแขง็ (น้ําแขง็หลอด+น้ําแขง็ซอง) และ
ศกึษาถงึผลกระทบทีม่ต่ีอการแขง็ตวัของน้ําแขง็ เช่น 
อุณหภูมอิิม่ตวัของสารทาํความเยน็ [6] ขนาดของท่อ
ทํา น้ําแข็งและลักษณะรูปร่างของท่อทํา น้ําแข็ง              
(ท่อเรยีบ+ท่อขรุขระ) [7]  การตดิครบีดา้นนอกท่อทํา
น้ําแขง็ [8] เป็นต้น ซึ่งจะเหน็ไดว้่าปจัจยัเหล่าน้ีจะ
ส่งผลต่อการแข็งตัวของน้ําแข็ง แต่เน่ืองด้วยความ
ซบัซ้อนของปญัหาการแขง็ตวัที่เกดิการเคลื่อนที่ของ
ขอบเขตที่เกดิขึน้นัน้ วธิกีารแก้ปญัหาแบบใชก้รดิคง
ตวั(fixed grid)ถอืเป็นวธิทีีม่คีวามยดืหยุน่สงู สามารถ
ใชไ้ดก้บัปญัหาทีม่มีากกว่าหน่ึงมติแิละมคีวามแม่นยาํ
สงู จงึเป็นทีนิ่ยมในปจัจุบนั [4] 

ดงันัน้จุดมุ่งหมายของงานวิจยัฉบบัน้ี คือ การ
จําลองสาํหรบัปญัหาการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดโดย
การเปรยีบเทียบระเบียบวธิเีชิงตวัเลขในระบบพกิดั
ฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้ เพือ่ศกึษาจาํลองการแขง็ตวั
ของน้ําแขง็หลอดและการกระจายตวัของอุณหภูมทิีใ่ช้
ในการแข็งตวัในกระบวนการผลิตน้ําแข็งหลอดโดย
การใชก้รดิคงตวั 

 
2. แบบจาํลองและการวิเคราะห ์

2.1 สมการการถ่ายเทความร้อน  
การสรา้งตวัแบบทางคณิตศาสตรจ์ะพจิารณาจาก

สมการควบคุม(Governing equation) และสมการ
เฉพาะ (Constitutive equation) ไดด้งัน้ี 
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2.1.1 สมการควบคมุ (Governing equation) 
รูปที่ 1 แสดงถึงตวัอย่างปรมิาตรควบคุมในสาม

มติ ิทีม่กีารถ่ายเทความรอ้นแบบการนําความรอ้นผา่น
ขอบเขตของปรมิาตรควบคุม 

 
  

รปูท่ี 1 ตวัอยา่งปรมิาตรควบคุม  

จากกฎการอนุรกัษ์พลงังาน (Conservation of 
energy) อัตราการเปลี่ยนแปลงพลังงานภายใน
ทัง้หมด U ของปรมิาตรควบคุมเทยีบกบัเวลา t มคี่า
เท่ากบั ผลรวมของอตัราการถ่ายเทความรอ้นสุทธเิขา้
สู่ปรมิาตรควบคุมและอตัราการผลติความรอ้นขึน้เอง
ภายในปรมิาตรควบคุม q gen สมการเชงิอนุพนัธ์ที่
เกี่ยวข้องกับปญัหาการนําความร้อนภายใต้สถานะ
ทัว่ๆไปทีม่อียูต่วั คอื  

yx z
gen

qq qU q
t x y z

∂∂ ∂∂
= − − − +

∂ ∂ ∂ ∂
            (1) 

โดยที ่ q x , q y และ  q z แทนอตัราการถ่ายเทความ
รอ้น (heat transfer rate)ในแนวแกน x, y และ z 
ตามลาํดบั 

2.1.2 สมการเฉพาะ (Constitutive equation) 
 สมการเฉพาะประกอบไปดว้ย 
1. จากกฎของฟูเรยีร ์(Fourier’s Law) อตัราการ

ถ่ายเทความร้อน  q
K

 ขึ้นอยู่กับสมัประสิทธิก์ารนํา
ความร้อน k และความชนัของการกระจายของ
อุณหภมู ิ(temperature gradient) ดงัน้ี 

� �T T Tq k i k j k k
x y z

∂ ∂ ∂
= − − −

∂ ∂ ∂

K �          (2) 

ค่าของสมัประสทิธิก์ารนําความรอ้น k จะขึน้อยู่กบั
อุณหภูม ิT ในเบือ้งตน้จะพจิารณาใหค้่า k ในแต่ละ
สถานะมคีา่คงที ่

2. พลงังานภายในทัง้หมดเท่ากบัมคี่าเท่ากบั
ผลรวมของความรอ้นสมัผสั (sensible heat) กบัค่า
ความรอ้นแฝง (latent heat) ดงัน้ี 

ref

T

s
T

U c dTρ= ∫   เมือ่ FT T≺          (3) 

F

ref F

T T

s L
T T

U c dT L c dTρ ρ ρ= + +∫ ∫      

                      เมือ่  FT T≥          (4) 
 
โดยที ่ Cs คอื คา่ความจุความรอ้นจาํเพาะของสสารใน
สถานะของแขง็ CL คอื ค่าความจุความรอ้นจําเพาะ
ของสสาร ในสถานะของ เหลว  และ เ น่ื อ งจาก
ความสัมพันธ์ระหว่างพลังงานภายในจํา เพาะ 
(specific internal energy) u และเอนทาลปีจาํเพาะ 
(specific enthalpy) h คอื 

( )dh du d Pv du Pdv vdp= + = + +       (5) 

โดยที ่v คอืปรมิาตรจาํเพาะ(specific volume) และ P 
คอื ความดนั(pressure) สาํหรบัของเหลวและของแขง็
ถอืวา่ไมส่ามารถอดัตวัได(้incompressible) 0dv ≈
จงึได ้

dh du vdp≈ +           (6) 

และทัง้สองสถานะดงักลา่ว คา่ปรมิาตรจาํเพาะมคีา่
น้อยมาก 0v ≈ ดงันัน้จงึไดว้า่ 

    dh du≈             (7) 

2.1.3 ตวัแบบทางคณิตศาสตร ์
จากสมการที ่ (1), (2), (3), (6) และไมม่กีารผลติ

ความรอ้นขึน้เองภายในระบบ (q gen=0) จะไดต้วัแบบ
ทางคณิตศาสตร์สําหรับปญัหาของการแข็งตัวของ
น้ําแขง็ คอื 
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H T T Tk k k
t x x y y z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
   (8) 

เมือ่     
ref

T

s
T

H c dTρ= ∫  เม่ือ    FT T≺            (9) 

                
F

ref F

T T

s L
T T

H c dT L c dTρ ρ ρ= + +∫ ∫            

                               เม่ือ  FT T≥                   (10) 

 

รปูท่ี 2 ผลเฉลยแมน่ตรง 

ผลเฉลยแม่นตรงของการกระจายตวัของอุณหภูมใิน
สถานะของแขง็ คอื

 ( ) ( )
( )S C F C

SL

erf
T T T T

erf
η
η

= + −       ,   0 < η  < SLη           (11) 

และการกระจายตวัของอุณหภูมใินสถานะของเหลว 
คอื 

( )
( )
( )

S L

L i F i

S L SL

erf
T T T T

erf

α α η

α α η
= + −

, η SL < η  < ∞        (12) 

โดย SLη  คอืค่าตวัแปรไรห้น่วยของตําแหน่งเสน้แบ่ง
สถานะ XSL และหาค่าไดจ้ากสมการพชีคณิตไม่เชงิ
เสน้ตรง (nonlinear algebraic equation) ดงัน้ี 

( )
( )

( )
( )

22 expexp
0SLS L SLF i S SLL

F C S L SLS L SL

T T k
T T k erf Steerfc

ηα α ηα πη
α ηα α η

⎡ ⎤ −−− ⎣ ⎦ + − =
−

2 S

X
t

η
α

=
 , S

S
S

k
c

α
ρ

= , L
L

L

k
c

α
ρ

= , ( )S F CC T T
Ste

L
−

=          (13) 

โดยที ่η  คอืตวัแปรไรห้น่วยของระยะทาง X สว่น Sα
และ Lα  คือ thermal diffusivity ของสสารในสถานะ
ของแขง็และของเหลวตามลาํดบั 

2.2 การจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอด 

 

รปูท่ี 3 การจาํลองการแขง็ตวัในระบบพกิดัฉาก 
 

 

รปูท่ี 4 การจาํลองการแขง็ตวัในระบบพกิดัเชงิขัว้ 

ปญัหาการแขง็ตวัเน่ืองจากการเปลี่ยนแปลงของ
อุณหภูมทิี่ปลายด้านหน่ึงของสารบรสิุทธิท์ี่มลีกัษณะ
ล้อมรอบแบบปิด(enclosure) ดงัรูปที่ 3 ซึ่งได้มี
การศกึษาการแขง็ตวัแบบ 2 มติใินระบบพกิดัฉาก 
โดยทีต่ําแหน่ง x = 0 (cold wall) และ x = L (hot 
wall) มอุีณหภูมคิงทีซ่ึง่ขณะทีผ่นังอกี 2 ดา้นไมม่กีาร
รับหรือเสียความร้อนให้กับสิ่งแวดล้อม(adiabatic 
wall) ซึ่งในสภาวะเริม่ตน้ทีต่ําแหน่ง t = 0 บรเิวณ
พืน้ผวิ ABCD จะมขีองเหลว (liquid) ซึ่งมอุีณหภูมิ
คงที ่ (Ti > Tm) และในสภาวะทีต่ําแหน่ง t > 0 ดงัรปู           



    ETM 79 
                       

ที ่3 อุณหภูมจิะลดลงตํ่ากว่าอุณหภูมหิลอมเหลวที่
ผนังด้านขวาและหลงัจากนัน้ก็จะเกิดการแขง็ตวัขึ้น
และความหนาของสารบรสิุทธิก์จ็ะเพิม่ขึน้ตามเวลาที่
เปลี่ยนแปลงไป และจากรูปที่ 4 เป็นการจําลองการ
แขง็ตวัแบบ 3 มติิในระบบพกิดัเชงิขัว้ซึ่งเป็นรูปร่าง
จรงิโดยทีด่า้น AB,AC,CD เป็น cold wall และดา้น 
BD เป็น hot wall โดยน้ําป้อนจะไหลจากดา้น BD 
และออกสูด่า้น AC ตามลาํดบั 
 ในกระบวนการแข็งตัวของน้ําแขง็จะเริ่มก่อตัว
จากขอบผนังด้านในของท่อจนกระทัง่มีขนาดที่
เหมาะสมและมีแอมโมเนียเป็นสารทําความเย็นอยู่
โดยรอบนอกท่อ ดงัรปูที ่3 และ 4 ซึง่ในการแกป้ญัหา
ครัง้น้ีจะพิจารณาเฉพาะการแข็งตัวของน้ําไปเป็น
น้ําแข็งเท่านั ้น  ซึ่งจะมีสมมุติฐานพื้นฐานหลักๆ
ดงัต่อไปน้ี 
 1. พจิารณาปญัหาเป็นระบบพกิดัฉากดงัรูปที ่3
และระบบพกิดัเชงิขัว้ดงัรปูที ่4 

 2. พิจารณาปญัหาเป็นการเปลี่ยนสถานะใน 2 
มติแิละ 3 มติใินแนวแกนแบบเปลี่ยนแปลงตามเวลา
ของน้ําแขง็หลอด  
      3. อุณหภมูติามเสน้รอบวงใด ๆ จะมคีา่ไม่
เปลีย่นแปลงหรอือาจกลา่วไดว้า่อุณหภมูไิม่
เปลีย่นแปลงไปทีร่ศัมเีดยีวกนั  

 4. พจิารณาในกรณีทีไ่ม่มแีหล่งพลงังานความ
รอ้นในผนงั  
      5.) พจิารณาปญัหาการแขง็ตวัเป็นแบบแยก
สถานะกนัชดัเจนระหวา่งสถานะของแขง็และของเหลว
(sharp interface) และ อุณหภูม ิณ รอยแบ่งระหวา่ง
ทัง้สองสถานะมคีา่คงทีเ่ทา่กบัอุณหภมูเิยอืกแขง็        

 6.) พจิารณาปญัหาเป็นการถ่ายเทความรอ้นแบบ
การนําความรอ้น (heat conduction) ในบรเิวณของ
ผนงัทอ่และน้ําแขง็ 

 
 
 
 

สาํหรบัคา่ของคุณสมบตัต่ิาง ๆ ของน้ําและน้ําแขง็
ทีใ่ชใ้นการพจิารณาเป็นดงัตารางที ่1 [5] 

ตารางที ่1 คุณสมบตัขิองน้ําและน้ําแขง็ 

คณุสมบติั ค่าท่ีใช้ 

iceρ  (kg/m3) 920 
 icek  (W/m-K) 1.88 

icec  (J/kg-K) 2,040 
   waterρ (kg/m3) 1,000 
   waterk  (W/m-K) 0.569 
    waterc  (J/kg-K) 4,217 
     L     (kJ/kg) 333.7 

งานวจิยัการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดน้ี สามารถ
จําลองไดด้ว้ยระเบยีบวธิกีารคํานวณเชงิตวัเลข ซึ่ง
รูปทรงของน้ําแขง็หลอดน้ีจะถูกสร้างด้วยโปรแกรม
การวาดรูปและนํามาสร้างแบบจําลองตาข่ายข้อมูล 
(meshing) แลว้นําขอ้มลูเขา้สูโ่ปรแกรมเพือ่ใชร้ะเบยีบ
วธิีเชิงตัวเลขในการแก้ปญัหาซึ่งจากการวิจยัพบว่า
การตัง้ค่าตวัแปรและค่าพารามเิตอร์ในการคํานวณที่
เหมาะสมจะสามารถทําใหผ้ลการวเิคราะห(์simulation) 
ไดใ้กลเ้คยีงกบัผลเฉลยแม่นตรง (exact solution)            
ดงัรูปที ่2 ซึ่งแสดงไวใ้นตารางที ่ 1 และ 2 จะถูก
นํามาใชใ้นการวเิคราะหใ์นงานวจิยัครัง้น้ี 

จากความสมัพนัธ์ทัง้หมดที่กล่าวมานัน้สามารถ
จาํลองแผนภาพทีใ่ชใ้นการนํามาวเิคราะหไ์ดด้งัรปูที ่5 
และรปูที ่6 

 

รปูที ่5 แผนภาพจาํลองความสมัพนัธท์ีใ่ชใ้นการ
วเิคราะหใ์นระบบพกิดัฉาก 



    ETM 79 
                       

 

รปูที ่6 แผนภาพจาํลองความสมัพนัธท์ีใ่ชใ้นการ
วเิคราะหใ์นระบบพกิดัเชงิขัว้ 

2.3 เง่ือนไขเร่ิมต้นและเง่ือนไขขอบเขต 
ตารางที ่2 Formulation of Case Study 

case 
initial 
state 

Tinitial Th Tc 

1 น้ํา 35 35 -8 
2 น้ํา 30 30 -8 
3 น้ํา 25 25 -8 

   ก่อนที่จะเริม่การจําลองดว้ยระเบยีบวธิกีารคํานวณ
เชงิตวัเลข  ตอ้งทาํการกําหนดค่าเริม่ตน้ก่อนโดยทีจ่ะ
กําหนดให้เวลาที่ใช้ในการเริม่คํานวณมคี่าเท่ากบั 0 
วนิาทซีึ่งเงื่อนไขเหล่าน้ีจะระบุไวใ้นทุกกรดิสาํหรบัทุก
ตวัแปรดงัแสดงในตารางที่ 2 และการแก้ปญัหาน้ีจะ
ขึน้อยูก่บัเงือ่นไขเริม่ตน้เหลา่น้ี ดงัแสดงในรปูที ่7 

3. ผลการทดลองและอภิปรายผล 

       จุดมุง่หมายของงานวจิยัฉบบัน้ี คอื การจาํลอง
การแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดโดยการเปรยีบเทยีบ
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดั
เชงิขัว้ เพือ่ศกึษาการจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็
หลอดและการกระจายตวัของอุณหภมูกิรดิคงตวัซึง่จะ
วเิคราะหผ์ลการทดลองแต่ละจุดประสงคด์งัต่อไปน้ี  

3.1 การจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอด 
       ผลการเปรียบเทียบค่าความหนาของน้ําแข็ง
หลอดที่วเิคราะห์โดยโปรแกรมเพื่อใช้ระเบยีบวธิเีชงิ
ตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้ในการ
แก้ปญัหา ผลเฉลยแม่นตรงและผลเฉลยที่ไดจ้ากการ
นําไปเปรียบเทียบกับงานวิจัยอื่นที่เวลาต่าง ๆ ดัง
แสดงในรปูที ่7 
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รูปที ่7 การเปลีย่นแปลงความหนาของน้ําแขง็เทยีบ
กบัเวลา 

จากรูปที ่7 น้ีเป็นการเปรยีบเทยีบค่าของความ
หนาของน้ําแข็งหลอดที่ เวลาต่างๆ  ซึ่ง เ ป็นการ
เปรยีบเทยีบกนัระหว่างระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบ
พิกัดฉากและระบบพิกัดเชิงขัว้ ในการแก้ปญัหา           
ผลเฉลยแม่นตรงและผลเฉลยที่ได้จากการนําไป
เปรยีบเทยีบกบังานวจิยัอื่น ซึ่งในทางทฤษฎีแล้วค่า
ของความหนาของน้ําแข็งหลอดจะมีค่าเพิ่มขึ้นเมื่อ
เวลาผ่านไปและค่าความหนาของน้ําแขง็หลอดน้ีจะ
แปรผนัโดยตรงกบัรากทีส่องของเวลา  และเมื่อนําผล
การทดลองทีไ่ดม้าเปรยีบเทยีบกนัระหว่างระเบยีบวธิี
เชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้ใน
การแก้ป ญัหาและผล เฉลยที่ ได้จ ากการ นําไป
เปรยีบเทยีบกบังานวจิยัอื่น จะพบว่าคําตอบที่ได้นัน้ 
จะมีค่าตํ่ ากว่าค่าของความหนาที่ได้จากผลเฉลย           
แมน่ตรง โดยทีจ่ะมคี่าความคลาดเคลื่อนตัง้แต่เวลาตัง้
ต้นจนถึงเวลาสิ้นสุดอยู่ที่ประมาณ  22.13% , 
18.65%, 4.7% และ 2.6% ตามลาํดบั  ซึง่จะเหน็ไดว้า่
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ค่าความคลาดเคลื่อนจะมคี่าค่อนขา้งสูงในช่วงเริม่ตน้
ของการแข็งตัว เน่ืองจากมีการแกว่งของคําตอบ 
(oscillated solution) ในระดบัตํ่าๆอยูร่อบๆ ค่าทีไ่ด้
จากผลเฉลยแม่นตรงและลักษณะของการแกว่ง
ดงักล่าวจะมีค่าลดลงเมื่อเวลาผ่านไปจึงส่งผลให้ค่า
ความคลาดเคลือ่นลดลง 
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รูปที ่8 การเปรยีบเทยีบความหนาของน้ําแขง็เทยีบ
กบัเวลาทีอุ่ณหภูมน้ํิาป้อน 25ºC, 30ºC และ 35ºC   
โดยระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉาก 
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รูปที ่9 การเปรยีบเทยีบความหนาของน้ําแขง็เทยีบ
กบัเวลาทีอุ่ณหภูมน้ํิาป้อน 25ºC, 30ºC และ 35ºC   
โดยระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัเชงิขัว้ 

      จากรปูที ่8 และ 9 เป็นการเปรยีบเทยีบความหนา
ของน้ําแขง็เทยีบกบัเวลาโดยโปรแกรมเพื่อใชร้ะเบยีบ
วธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้ใน
การแกป้ญัหาทีอุ่ณหภูมน้ํิาป้อน 25 ºC,30 ºC และ                 

35 ºC ทัง้น้ีจะกําหนดใหเ้วลาสุดทา้ยของการคาํนวณ
จะสิ้นสุด เมื่ อ น้ํ าแข็งหลอดมีความหนาเท่ ากับ               
12 มลิลเิมตร และอุณหภูมอิิม่ตวัของแอมโมเนีย (To) 
จะถูกตัง้ไวท้ี่ -8ºC ซึ่งจากรูปที่ 7 และ 8 จะพบว่าถ้า
อุณหภูมน้ํิาป้อน คอื 35ºC อุณหภูมจิะค่อนขา้งสูงเมื่อ
เทยีบกบัอุณหภูมจิรงินัน้กค็อื 30ºC ซึ่งความหนาของ
น้ําแขง็จะมคี่าน้อยเมื่อเวลาผ่านไปเน่ืองจากอุณหภูมิ
น้ําป้อนค่อนขา้งสูงส่วนอุณหภูม ิ25ºC อุณหภูมจิะ
คอ่นขา้งตํ่าเมือ่เทยีบกบัอุณหภูมจิรงินัน้กค็อื 30ºC ซึง่
ความหนาของน้ําแข็งจะมีค่ามากเมื่อเวลาผ่านไป
เน่ืองจากอุณหภูมน้ํิาป้อนค่อนขา้งตํ่ากวา่อุณหภูมทิีใ่ช้
จรงิ โดยที่จะพบว่าทัง้สามกรณีเมื่อเทยีบกบัผลเฉลย
แม่นตรงจะมคีวามสอดคลอ้งกนัในเชงิคุณภาพโดยที่
ค่าความหนาของน้ําแขง็หลอดที่ได้จากผลเฉลยแม่น
ตรงน้ีมคี่ามากกวา่ค่าทีไ่ดจ้ากระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขใน
การแก้ปญัหาซึ่งจะพบว่าความหนาของน้ําแข็งที่
คํานวณได้ในระบบพกิดัเชงิขัว้จะมคี่ามากกว่าระบบ
พกิดัฉาก 1.8 มลิลเิมตร. 

3.2 การกระจายตวัของอณุหภมิู 

 ผลการเปรยีบเทยีบการกระจายตวัของอุณหภูมทิี่
วเิคราะหโ์ดยโปรแกรมเพื่อใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขใน
ระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้ในการแกป้ญัหา 
ผลเฉลยแม่นตรงและผลเฉลยที่ได้จากการนําไป
เปรยีบเทยีบกบังานวจิยัอื่นที่เวลาต่าง ๆ ดงัแสดงใน
รปูที ่10 และ 11 
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Distance from outer surface in dimensionless.
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รปูที ่10 การกระจายตวัของอุณหภูมทิีเ่วลา 10, 20 
และ 31 นาท ีโดยระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบ             
พกิดัฉาก 

Distance from outer surface in dimensionless.
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รปูที ่11 การกระจายตวัของอุณหภูมทิีเ่วลา 10, 20 
และ 31 นาท ีโดยระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบ             
พกิดัเชงิขัว้ 

 ผลของการคํานวณในรูปของการกระจายตวัของ
อุณหภูม ิจากรูปที ่10 และ 11 เป็นการเปรยีบเทยีบ
ค่าการกระจายตัวของอุณหภูมิที่วิเคราะห์โดย
โปรแกรมเพื่อใช้ระเบียบวธิีเชิงตัวเลขในระบบพกิัด
ฉากและระบบพกิดัเชิงขัว้ในการแก้ปญัหา ผลเฉลย
แมน่ตรง และผลเฉลยทีไ่ดจ้ากการนําไปเปรยีบเทยีบ
กบังานวจิยัอื่น โดยจะพจิารณาช่วงของเวลาที่ใช้ใน

การกระจายตวัของอุณหภูมทิีเ่วลา 10, 20 และ 31 
นาท ีซึ่งเป็นเวลาทีใ่ชใ้นกระบวนการผลติจรงิและเมื่อ
นําผลการทดลองที่ได้มาเปรียบเทียบกันระหว่าง
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดั
เชงิขัว้ในการแกป้ญัหา ผลเฉลยแม่นตรงและผลเฉลย
ที่ได้จากการนําไปเปรียบเทียบกับงานวิจัยอื่น จะ
พบว่าคําตอบที่ไดน้ัน้มคี่าความคลาดเคลื่อนของการ
กระจายตวัของอุณหภูมจิะมคี่าอยู่ที่ 5.1%,4.7%และ 
3.9% ตามลําดบั ซึง่เป็นทีส่งัเกตไดว้า่การกระจายตวั
ของอุณหภูมิที่ระยะเวลาในช่วงแรกๆมีค่าสูงกว่า
ระยะเวลาช่วงทา้ย เน่ืองมาจากบรเิวณทีเ่ป็นของแขง็
เพิม่มากขึน้ทําให้เกดิความต้านทานความร้อนที่ต้อง
ระบายออกจากบรเิวณของเหลวมคี่าลดลง ทาํใหอ้ตัรา
ความหนาทีเ่พิม่ขึน้มคี่าลดลง ซึ่งจะเหน็ไดว้า่อุณหภูม ิ
มแีนวโน้มลดลงเมื่อความหนาของน้ําแขง็หลอดเพิม่
มากขึ้นโดยอุณหภูมจิะแปรผกผนักบัเวลาและความ
หนาซึ่งจะสอดคล้องกบัผลเฉลยแม่นตรงและผลที่ได้
จากระเบยีบวธิเีชงิตวัเลข 

 กระบวนการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดจากรูปที ่12 
เป็นการแสดงเสน้อุณหภมูคิงทีข่องการแขง็ตวัโดยการ
นําความรอ้นทีเ่วลาต่าง ๆ ซึ่งเสน้ของอุณหภูมทิีไ่ดจ้ะ
เป็นเสน้ในแนวตัง้ซึง่จะเคลือ่นจากผนงัเยน็ไปผนงัรอ้น
เน่ืองจากเป็นการแข็งตัว ซึ่งขอบเขตการย้ายนั ้น 
หมายถึง อินเตอร์เฟสที่แขง็ตวัที่ผวิระหว่างของแขง็
และของเหลวทีอุ่ณหภูม ิTf= 0ºC จะไดข้อ้สรุปทีส่าํคญั
ทีสุ่ดกค็อืการนําความรอ้นในกระบวนการแขง็ตวัของ
น้ําแขง็หลอดในชว่งแรกจะมคีา่สงูและในช่วงทา้ยจะตํ่า
และเกอืบจะคงที่ในที่สุด อนิเตอร์เฟสจะยา้ยออกจาก
ช่องและแขง็ตวัสมบรูณ์จนเป็นน้ําแขง็หลอดทีเ่วลา 31 
นาท ี
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        ระบบพิกดัฉาก            ระบบพิกดัเชิงขัว้ 
 
 
 

 
 

(a) 4 min 
 
 
 
 

 

                  (b)  8 min 
 
 
 
 
 
 

              (c)  12 min 
 
 
 
 
 
 

                (d)  16 min 
 
 
 
 
 

 

               (e)  20 min 
 
 
 
 
 
 

              (f)  31 min 
รปูที ่12 คอนทวัรก์ารกระจายตวัของอุณหภมูทิีเ่วลา 
31 นาท ี

4. สรปุผล 

บทความน้ีนําเสนอการจําลองสําหรบัปญัหาการ
แข็งตัวของ น้ําแข็งหลอดโดยการเปรียบเทียบ             
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดั
เชิงขัว้เพื่อศึกษาการจําลองการแข็งตัวของน้ําแข็ง                 
หลอด  และการกระจายตัวของอุณหภูมิ โดยจะ
พจิารณาชว่งของเวลาทีใ่ชใ้นการแขง็ตวัทีเ่วลา 10, 20 
และ 31 นาท ีซึง่เป็นเวลาทีใ่ชใ้นกระบวนการผลติจรงิ 
อุณหภูมขิองสารทําความเยน็มคี่าคงที่ เท่ากบั –8ºC 
และอุณหภูมน้ํิาขาเขา้มคี่าเท่ากบั 35ºC, 30ºC และ 
25ºC โดยแบ่งออกเป็น 3 กรณี ซึง่จากผลการคาํนวณ
พบว่าค่าความหนาของน้ําแข็งจากระเบียบวิธีเชิง
ตวัเลขในระบบพกิดัฉากจะมคีา่น้อยกวา่ระบบพกิดัเชงิ
ขัว้โดยในระบบพิกดัฉากได้ทําการสมมุติให้ผนังท่อ
เป็นเสมอืนแผ่นเรยีบที่มคีวามกวา้งไม่จํากดั ส่วนใน
ระบบพกิดัเชงิขัว้เป็นท่อทรงกระบอกที่มขีนาดจํากดั 
ซึ่งเมื่อเวลาผ่านไปอตัราการถ่ายเทความรอ้นต่อหน่ึง
หน่วยพืน้ทีใ่นระบบพกิดัฉากจะมคี่าน้อยกว่าในระบบ
พกิดัเชงิขัว้เน่ืองจากความหนาของน้ําแขง็ที่เพิม่มาก
ขึน้สง่ผลใหพ้ืน้ทีก่ารถ่ายเทความรอ้นในระบบพกิดัเชงิ
ขัว้จะมีค่าลดลงจากการที่เป็นกระบวนการแข็งตัว
ภายในท่อ จงึส่งผลให้อตัราการถ่ายเทความร้อนต่อ
หน่ึงหน่วยพืน้ทีม่คีา่เพิม่มากขึน้ทาํใหอ้ตัราการแขง็ตวั
ของน้ําแขง็ต่อหน่ึงหน่วยเวลาในระบบพกิดัเชงิขัว้มคี่า
มากกว่าในระบบพกิดัฉากโดยจะสิ้นสุดกระบวนการ
ผลติที่ 31 นาทซีึ่งจะพบว่าความหนาของน้ําแขง็ทีไ่ด้
ในระบบพกิดัเชงิขัว้มคี่ามากกว่าระบบพกิดัฉากซึ่งมี
ค่าความผดิพลาดประมาณ 3.097 % หรอืเทยีบเท่าได้
กบั 0.36 มลิลเิมตร และในส่วนของการกระจายตวั
ของอุณหภูมนิัน้ ค่าความคลาดเคลื่อนทีว่เิคราะห์โดย
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดั
เชงิขัว้นัน้จะมคี่าอยู่ที่ 4.7%, 3.9% และ 3.2% 
ตามลาํดบัโดยทีร่ะยะเวลาในช่วงแรกๆการกระจายตวั
ของ อุณหภูมิจะมีค่ าสูงกว่าระยะเวลาช่วงท้าย 
เน่ืองมาจากบริเวณที่เป็นของแขง็เพิม่มากขึ้นทําให้
เกิดความต้านทานความร้อนที่ต้องระบายออกจาก
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บริเวณของเหลวมีค่าลดลง ทําให้อัตราความหนาที่
เพิม่ขึ้นมคี่าลดลง ซึ่งจะเหน็ไดว้่าอุณหภูมมิแีนวโน้ม
ลดลงเมื่อความหนาของน้ําแขง็หลอดเพิม่มากขึน้โดย
อุณหภูมิจะแปรผกผันกับเวลาและความหนาซึ่งจะ
สอดคลอ้งกบัผลเฉลยแมน่ตรงและผลทีไ่ดจ้ากระเบยีบ
วธิเีชงิตวัเลขในระบบพกิดัฉากและระบบพกิดัเชงิขัว้
ทัง้ 3 กรณีจะมแีนวโน้มไปในทศิทางเดียวกนักบัผล
เฉลยแมน่ตรงอกีดว้ย  
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