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บทคัดยอ
งานวิจัยนี้มีจุดประสงคเพื่อศึกษาการประยุกตใชวิธีมอน

ติคารโลในการวิเคราะหความเคนในคานตรงที่ไดรับโมเมนตดัดเปน
การศึกษาวิธีการใหมตองานทางดานกลศาสตรของแข็ง  ขั้นตอนของ
การแกปญหาดวยวิธีมอนติคารโลคือ เร่ิมจากการกํ าหนดขอบเขต
ของปญหา, กํ าหนดจํ านวนจุดตอ, กํ าหนดคาเงื่อนไขขอบเขต และ
กํ าหนดจํ านวนตัวเดินสุม แลวทํ าการวิเคราะหความเคนดัดที่เกิดขึ้น
เร่ิมจากปลอยตัวเดินสุมตรงจุดที่ตองการ เดินสุมระหวางจุดตอที่อยู
ติดกันไปตามลํ าดับและไปหยุดที่ขอบเขต  ความแมนยํ าของคํ าตอบ
ที่ไดจะขึ้นอยูกับจํ านวนตัวเดินสุมที่ใช  ขอเสียของการเพิ่มจํ านวนจุด
ตอใหมากขึ้นคือ จํ านวนตัวเดินสุมตอ 1 พิกัดจะตองเพิ่มมากขึ้นตาม
ไปดวย  และเมื่อเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากวิธีมอนติคารโลกับ
ทฤษฎีพบวาการทดสอบโดยใชจํ านวนตัวเดินสุม 50, 100, 500, 
1000, 2000 และ 5000 ครั้งตอ 1 พิกัด ผลเฉลยที่ไดมีความคลาด
เคลื่อนลดลงตามลํ าดับ  และคาเฉลี่ยของจํ านวนตัวเดินสุมที่เหมาะ
สมที่สุดจะอยูที่ประมาณ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ใหคาความคลาด
เคลื่อนประมาณ 2 เปอรเซ็นต

ABSTRACT
The objective of this research is to study 

application of Monte Carlo method to analyze stress in
straight beams subjected to pure bending. This is new

method in mechanics of solids area. Steps in solving 
problem by Monte Carlo method are: specify the 
boundaries of the problem,  specify number of nodes, 
specify values of the boundaries and specify the number 
of random walks. Analysis of bending stress begins by 
start the random walk process at the desired node, walk 
step by step to the adjacent node in random fashion and 
stop at the boundary. Accuracy of the solution depends 
on the number of random walk used. Disadvantage to 
increase the numbers of node was to increase the number 
of random walks per a nodal coordinate too. To compare 
the result between Monte Carlo method and the theory by 
using the number of random walks 50, 100, 500, 1000, 
2000 and 5000 per a nodal coordinate, the error of Monte 
Carlo method decreased. And the most suitable average 
number of random walks per a nodal coordinate was 
about 2000 with an error of about 2%.

1. บทนํ า
การหาผลเฉลยของปญหาทางคณิตศาสตรแบงออก

ไดเปน 2 วิธีคือการหาผลเฉลยเชิงทฤษฎี และการหาผลเฉลยเชิง
ตัวเลข ปญหาที่สามารถหาผลเฉลยเชิงทฤษฎีไดสวนใหญจะเปน



ปญหาที่ไมซับซอน แตเมื่อปญหามีความซับซอนขึ้น การหาผลเฉลย
เชิงทฤษฎีก็ไมสามารถแกปญหาได ดังนั้นวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัว
เลขจึงไดถูกคิดคนขึ้นมา

วิธีมอนติคารโลก็เปนวิธีหนึ่งในการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข  
โดยมีแนวคิดคือ สรางแบบจํ าลองเชิงเฟนสุมใหสอดคลองเขากันกับ
ปญหาเชิงกํ าหนด(deterministic problems) จากนั้นก็สรางจํ านวน
สุมขึ้นมา ทํ าการเดินเปนจํ านวนมากๆครั้ง แลวบันทึกผลลัพธเอาไว 
สุดทายนํ าขอมูลที่บันทึกไวไปแทนคาในสมการของแบบจํ าลองเชิง
เฟนสุม ก็จะไดผลเฉลยตามตองการ[4] ความเคนดัดในคานตรงใน
งานวิจัยนี้หาไดจากคาอนุพันธยอยของฟงกชันความเคน นั่นคือการ
หาผลเฉลยของสมการลาปลาส

2. ทฤษฎีที่เกี่ยวของ
2.1 ฟงกชันความเคน

สมการขององคประกอบความเคนซ่ึงอยูในรูปของฟงกชัน
ความเคนของแอรี(Airy Stress Function)[1]
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โดยที่ฟ งกชันความเคนหาไดจากสมการไบฮารโมนิค
(Biharmonic)[1]
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นํ าฟงกชันความเคนของแอรีแทนลงในสมการไบฮารโม
นิคและจัดรูปใหมโดยที่จะพิจารณาเฉพาะความเคนที่เกิดขึ้นในแนว
แกน x  สมการที่ไดจะลดรูปเหลือเพียง
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2.2 สมการลาปลาส
วิธีมอนติคารโลเปนวิธีที่นํ ามาใชแกปญหาสมการลา

ปลาสไดอยางมีประสิทธิภาพ  ดังนั้นจะตองทํ าการแปลงสมการที่ (3)
ใหอยูในรูปของสมการลาปลาส  โดยกํ าหนดใหมีฟงกชัน 1φ  และ 

2φ  ขึ้นมาดังนี้
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2.3 วธิีผลตางสืบเนื่อง[6]
วิธีผลตางสืบเนื่องจะนํ ามาประยุกตใชกับ คาฟงกชัน

ความเคนลัพธที่ไดจากการเดินสุมไดโดยมีลักษณะการหาคา
ความเคนอยู 2 แบบคือ การประมาณคาความเคนที่จุดตอบน
ขอบเขต(บน-ลาง) และการประมาณคาความเคนที่จุดตอภายใน

2.3.1 การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานบน
การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานบนใช

วิธีผลตางยอนหลัง (Backward Difference) ซ่ึงมีสมการของการ
คํ านวณดังนี้
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2.3.2 การประมาณความเคนที่จุดตอขอบเขตดานลาง
การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานลางใช

วิธีผลตางไปขางหนา (Forward Difference) ซ่ึงมีสมการของการ
คํ านวณดังนี้
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2.3.3 การประมาณคาความเคนที่จุดตอภายใน
การประมาณคาความเคนที่จุดตอภายในจะใชวิธีผล

ตางกลาง (Central Difference) ซ่ึงมีสมการของการคํ านวณดังนี้
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โดยที่ y∆ คือ ระยะระหวางจุดตอที่ติดกันในทิศ y

3. ขัน้ตอนของวิธีมอนติคารโลกับปญหาการดัดคานตรง
การคํ านวณคาความเคนดัดในคานตรงที่ไดทํ าการ

วิจัยนี้มีผลลัพธอยูในลักษณะของผลเฉลยเชิงตัวเลข สามารถ
แบงขั้นตอนออกเปน 3 ขั้นตอนหลักดังนี้
3.1 กํ าหนดรูปรางปญหา

สรางแบบจํ าลองของคานโดยสรางเปนตะแกรงขึ้น
และแสดงผลในรูปพิกัดจุดตอดังนี้



รูปที่ 1 ลักษณะการกํ าหนดจุดตอ

3.2 ก ําหนดเงื่อนไขขอบเขต
การกํ าหนดเงื่อนไขขอบจะถูกกํ าหนดโดยสมการที่นํ ามา

ชวยในการแปลงสมการใหเปนสมการลาปลาสนั่นคือ ใชคา 
6

3y

มาเปนคาที่เงื่อนไขขอบเขต

3.3 การเดินสุม
กระบวนการสุมที่ใชในวิธีมอนติคารโลสํ าหรับการหาผล

เฉลยของสมการลาปลาสนี้คือการเดินสุม ซ่ึงการเดินสุมจะตองเดิน
จากจุดตอจุดหนึ่งไปยังจุดตอขางเคียงที่อยูโดยรอบเทานั้น และมี
เงื่อนไขการเดินสุมคือ การเดินจะตองเกิดขึ้นที่จุดตอภายในขอบเขต
และจะหยุดเดินก็ตอเมื่อเดินไปอยูที่ขอบเขตดังตัวอยางในรูปที่ 2

รูปที่ 2 ตัวอยางลักษณะการเดินจากจุดปลอยจนกระทั่งหยุด
โดยปลอยตัวเดินเพียง 1 ตัว

ในขั้นตอนการเดินนี้จะสามารถทํ าการคํ านวณคาฟงกชัน
ความเคนลัพธไปพรอมกันได  ซ่ึงคาฟงกชันความเคนลัพธนี้จะมา
จากการรวมการคํ านวณ 2 สวนเขาดวยกัน คือ สวนที่ 1 มาจากการ
คํ านวณคาฟงกชันความเคนจากการเดินสุมหาผลเฉลย และสวนที่ 2 
มาจากการคํ านวณคาฟงกชันความเคนโดยตรง โดยที่จะรวมกัน
เฉพาะตรงตํ าแหนงที่ตรงกันเทานั้น  เมื่อไดคาฟงกชันความเคนลัพธ
แลวก็จะนํ าวิธีผลตางสืบเนื่องมาประยุกตใช

4. ผลการทดสอบ
เมื่อสรางโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชคํ านวณคาความเคน

ในคานตรงเสร็จแลวก็จะตองทํ าการทดสอบโปรแกรมเพื่อหาผล
เฉลยของวิธีมอนติคารโล ซ่ึงไดทํ าการทดสอบที่ระยะการแบงความ
สูงเปน 9, 11, 13, 15 และ 17 จุดตอ ทํ าการทดสอบจํ านวนครั้งของ
การเดินสุมตอพิกัดที่ตางๆกันออกไปเปน 50, 100, 500, 1000 และ 
2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ซ่ึงไดนํ าผลการทดสอบบางสวนมาแสดงดังนี้

รูปที่ 3 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 11 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุม จํ านวน 100 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 4 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 11 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 1000 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 5 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 15 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 100  ครั้งตอ 1 พิกัด
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รูปที่ 6 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 15 จุดตอที่
เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 1000 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 7 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง  15 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด

ทํ าการทดสอบโปรแกรมโดยเปลี่ยนจํ านวนตัวเดินใหแตก
ตางกันออกไป พิจารณาทํ าการทดสอบโดยเปลี่ยนจํ านวนตัวเดินสุม
ไดแก 50, 100, 500, 1000 และ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ตามลํ าดับ ซ่ึง
ในแตละจํ านวนสุมที่ใชจะทํ าการทดสอบทั้งหมด 10 รอบการทดสอบ 
บันทึกผลลงในตารางที่ 1

ตารางที่ 1 คาความคลาดเคลื่อนที่พิกัด(0,7) ทํ าการทดสอบ 10 รอบ
                การคํ านวณ
            จํ านวนตัวเดิน
             (ครั้งตอพิกัด)
จํ านวน
การทดสอบ(ครั้ง)

50 100 500 1000 2000

1 0.90201 0.87546 1.05368 0.98054 1.02524
2 1.30448 1.09637 0.97421 0.96457 1.02863
3 0.93166 1.14524 1.07518 0.98911 1.03128
4 1.10457 1.11772 1.07699 0.97223 1.02457
5 1.35125 1.17646 0.93358 1.01926 0.97336
6 1.22674 1.13416 0.90568 0.95692 0.99128
7 0.92624 1.08621 1.03665 1.01428 1.01612
8 0.87495 0.95765 1.10215 1.02351 0.98633
9 1.28312 0.9056 1.09448 1.04762 0.97327
10 1.15579 0.93247 1.12306 1.05528 0.98542

จากตารางที่ 1 เปนการพิจารณา ณ ตํ าแหนงพิกัด
(0,7) ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่เกิดคาความเคนสูงสุด โดยไดทํ าการ
เปรียบเทียบคาความเคนจากการเดินสุมเทียบกับคาความเคน
มากที่สุดทางทฤษฎี คาที่ไดออกมานี้จะอยูในรูปตัวเลขทศนิยม
โดยที่ตัวเลข 1.0 จะมีคาความแมนยํ าเทากับ 100 เปอรเซ็นต
หรือมีคาความคลาดเคลื่อน 0.0 เปอรเซ็นต เชน จากตารางที่ 1 
การทดสอบครั้งที่ 1 ของจํ านวนตัวเดินสุม 100 ครั้งตอ 1 พิกัดได
ผลเปน 0.87546 นั่นคือ มีค าความคลาดเคลื่อนเปน        
(0.87546-1.0)x100% เทากับ -12.454 เปอรเซ็นต สวนในการ
ทดสอบครั้งที่ 1 ของจํ านวนตัวเดินสุม 1000 ครั้งตอ 1 พิกัดไดผล
เปน 0.98054 ก็แสดงวา มีคาความคลาดเคลื่อนเปน (0.98054-
1.0)x100% เทากับ -1.946 เปอรเซ็นต ในทํ านองเดียวกันคา
ความคลาดเคลื่อนที่อื่นๆก็สามารถพิจารณาไดในลักษณะเดียว
กัน

เมื่อไดผลการทดสอบครบ 10 รอบการคํ านวณแลว ก็
จะนํ าผลที่ไดในตารางที่ 1 มาลองพลอตกราฟเปรียบเทียบคาที่
ไดจากการเดินสุมเทียบกับทฤษฎีกับจํ านวนตัวเดิน   ดังในรูปที่ 8 
โดยมีแกน x เปนจํ านวนตัวเดิน และแกน y เปนคาความเคนจาก
การเดินเทียบกับทฤษฎี(คาความคลาดเคลื่อน) ซ่ึงจะเห็นไดวา 
เมื่อจํ านวนตัวเดินสุมเพิ่มขึ้นทํ าใหชวงของการกระจายตัวของ
ความผิดพลาดคอยๆลดลง
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รูปที่ 8 การเปรียบเทียบจํ านวนตัวเดินกับคาที่ไดจาก
 การเดินเทียบกับทฤษฎีของตารางที่ 1

จากการทดสอบ การกํ าหนดจํ านวนตัวเดิน 50 ครั้ง
ตอ 1 พิกัด จะใหคาความแมนยํ านอยที่สุดหรือมีคาความคลาด
เคลื่อนสูงที่สุด จากรูปที่ 8 ที่จํ านวนตัวเดินสุม 50 ครั้งตอพิกัดให
คาความคลาดเคลื่อนมีลักษณะกระจายตัวหางกัน แตเมื่อเพิ่ม
จํ านวนตัวเดินเปน 100, 500, 1000 และ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด 
พบวา คาความคลาดเคลื่อนมีคาลดลงเรื่อยๆโดยมีลักษณะเกาะ
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กลุมกันใกลคา 1 (อัตราสวนที่มีความแมนยํ า 100 เปอรเซ็นต)  เมื่อ
เปรียบเทียบเฉพาะรูปที่ 4 กับรูปที่ 6  โดยใชจํ านวนตัวเดินสุมเทากัน 
แตมีระยะของการแบงจุดตอที่ไมเทากัน พบวาเมื่อเปรียบเทียบคา
ความคลาดเคลื่อนของรูปที่ 6 จะมีเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
สูงกวา ซ่ึงเปนเพราะวาการกํ าหนดจํ านวนตัวเดินสุมมีจํ านวนนอย
เกินไปไมเหมาะสมกับขนาดของจุดตอที่มีจํ านวนมากขึ้น แตอยางไร
ก็ตามเมื่อเพิ่มจํ านวนตัวเดินสุมใหมากขึ้น เปอรเซ็นตความคลาด
เคลื่อนจะคอยๆลดลงตามลํ าดับ

5. สรุป
งานวิจัยนี้ไดนํ าเสนอการประยุกตใชวิธีมอนติคารโลกับ

ปญหาการดัดคานตรงที่ไดรับโมเมนตดัด ซ่ึงมีขั้นตอนการหาผลเฉลย
คือ กํ าหนดขอบเขตของปญหา จํ านวนจุดตอ คาเงื่อนไขขอบเขต 
และจํ านวนตัวเดินสุมที่ใช ทํ าการวิเคราะหโดยปลอยตัวเดินสุมที่จุด
ตอภายในเพื่อหาฟงกชันความเคนจากการเดินสุม ณ จุดที่ปลอย 
จากนั้นก็จะนํ าวิธีผลตางสืบเนื่องมาประยุกตใชโดยคํ านวณที่จุดตอที่
ตองการเพื่อหาคาความเคน  แลวทํ าการเปรียบเทียบผลเฉลยที่ได
จากวิธีนี้กับทางทฤษฎี พบวาการแบงจุดตอใหละเอียดขึ้นพรอมกับ
ใชจํ านวนตัวเดินสุมจํ านวนมากพอ จะทํ าใหไดคาความแมนยํ าของ
การทดสอบดีขึ้น
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