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บทคัดยอ
งานวิจัยนี้มีจุดประสงคเพื่อศึกษาการประยุกตใชวิธีมอน

ติคารโลในการวิเคราะหความเคนในคานตรงที่ไดรับโมเมนตดัดเปน
การศึกษาวิธีการใหมตองานทางดานกลศาสตรของแข็ง  ขั้นตอนของ
การแกปญหาดวยวิธีมอนติคารโลคือ เร่ิมจากการกํ าหนดขอบเขต
ของปญหา, กํ าหนดจํ านวนจุดตอ, กํ าหนดคาเงื่อนไขขอบเขต และ
กํ าหนดจํ านวนตัวเดินสุม แลวทํ าการวิเคราะหความเคนดัดที่เกิดขึ้น
เร่ิมจากปลอยตัวเดินสุมตรงจุดที่ตองการ เดินสุมระหวางจุดตอที่อยู
ติดกันไปตามลํ าดับและไปหยุดที่ขอบเขต  ความแมนยํ าของคํ าตอบ
ที่ไดจะขึ้นอยูกับจํ านวนตัวเดินสุมที่ใช  ขอเสียของการเพิ่มจํ านวนจุด
ตอใหมากขึ้นคือ จํ านวนตัวเดินสุมตอ 1 พิกัดจะตองเพิ่มมากขึ้นตาม
ไปดวย  และเมื่อเปรียบเทียบผลเฉลยที่ไดจากวิธีมอนติคารโลกับ
ทฤษฎีพบวาการทดสอบโดยใชจํ านวนตัวเดินสุม 50, 100, 500, 
1000, 2000 และ 5000 ครั้งตอ 1 พิกัด ผลเฉลยที่ไดมีความคลาด
เคลื่อนลดลงตามลํ าดับ  และคาเฉลี่ยของจํ านวนตัวเดินสุมที่เหมาะ
สมที่สุดจะอยูที่ประมาณ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ใหคาความคลาด
เคลื่อนประมาณ 2 เปอรเซ็นต

ABSTRACT
The objective of this research is to study 

application of Monte Carlo method to analyze stress in
straight beams subjected to pure bending. This is new

method in mechanics of solids area. Steps in solving 
problem by Monte Carlo method are: specify the 
boundaries of the problem,  specify number of nodes, 
specify values of the boundaries and specify the number 
of random walks. Analysis of bending stress begins by 
start the random walk process at the desired node, walk 
step by step to the adjacent node in random fashion and 
stop at the boundary. Accuracy of the solution depends 
on the number of random walk used. Disadvantage to 
increase the numbers of node was to increase the number 
of random walks per a nodal coordinate too. To compare 
the result between Monte Carlo method and the theory by 
using the number of random walks 50, 100, 500, 1000, 
2000 and 5000 per a nodal coordinate, the error of Monte 
Carlo method decreased. And the most suitable average 
number of random walks per a nodal coordinate was 
about 2000 with an error of about 2%.

1. บทนํ า
การหาผลเฉลยของปญหาทางคณิตศาสตรแบงออก

ไดเปน 2 วิธีคือการหาผลเฉลยเชิงทฤษฎี และการหาผลเฉลยเชิง
ตัวเลข ปญหาที่สามารถหาผลเฉลยเชิงทฤษฎีไดสวนใหญจะเปน



ปญหาที่ไมซับซอน แตเมื่อปญหามีความซับซอนขึ้น การหาผลเฉลย
เชิงทฤษฎีก็ไมสามารถแกปญหาได ดังนั้นวิธีการหาผลเฉลยเชิงตัว
เลขจึงไดถูกคิดคนขึ้นมา

วิธีมอนติคารโลก็เปนวิธีหนึ่งในการหาผลเฉลยเชิงตัวเลข  
โดยมีแนวคิดคือ สรางแบบจํ าลองเชิงเฟนสุมใหสอดคลองเขากันกับ
ปญหาเชิงกํ าหนด(deterministic problems) จากนั้นก็สรางจํ านวน
สุมขึ้นมา ทํ าการเดินเปนจํ านวนมากๆครั้ง แลวบันทึกผลลัพธเอาไว 
สุดทายนํ าขอมูลที่บันทึกไวไปแทนคาในสมการของแบบจํ าลองเชิง
เฟนสุม ก็จะไดผลเฉลยตามตองการ[4] ความเคนดัดในคานตรงใน
งานวิจัยนี้หาไดจากคาอนุพันธยอยของฟงกชันความเคน นั่นคือการ
หาผลเฉลยของสมการลาปลาส

2. ทฤษฎีที่เกี่ยวของ
2.1 ฟงกชันความเคน

สมการขององคประกอบความเคนซ่ึงอยูในรูปของฟงกชัน
ความเคนของแอรี(Airy Stress Function)[1]
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โดยที่ฟ งกชันความเคนหาไดจากสมการไบฮารโมนิค
(Biharmonic)[1]
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นํ าฟงกชันความเคนของแอรีแทนลงในสมการไบฮารโม
นิคและจัดรูปใหมโดยที่จะพิจารณาเฉพาะความเคนที่เกิดขึ้นในแนว
แกน x  สมการที่ไดจะลดรูปเหลือเพียง
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2.2 สมการลาปลาส
วิธีมอนติคารโลเปนวิธีที่นํ ามาใชแกปญหาสมการลา

ปลาสไดอยางมีประสิทธิภาพ  ดังนั้นจะตองทํ าการแปลงสมการที่ (3)
ใหอยูในรูปของสมการลาปลาส  โดยกํ าหนดใหมีฟงกชัน 1φ  และ 

2φ  ขึ้นมาดังนี้
กํ าหนดให   
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2.3 วธิีผลตางสืบเนื่อง[6]
วิธีผลตางสืบเนื่องจะนํ ามาประยุกตใชกับ คาฟงกชัน

ความเคนลัพธที่ไดจากการเดินสุมไดโดยมีลักษณะการหาคา
ความเคนอยู 2 แบบคือ การประมาณคาความเคนที่จุดตอบน
ขอบเขต(บน-ลาง) และการประมาณคาความเคนที่จุดตอภายใน

2.3.1 การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานบน
การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานบนใช

วิธีผลตางยอนหลัง (Backward Difference) ซ่ึงมีสมการของการ
คํ านวณดังนี้
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2.3.2 การประมาณความเคนที่จุดตอขอบเขตดานลาง
การประมาณคาความเคนที่จุดตอขอบเขตดานลางใช

วิธีผลตางไปขางหนา (Forward Difference) ซ่ึงมีสมการของการ
คํ านวณดังนี้
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2.3.3 การประมาณคาความเคนที่จุดตอภายใน
การประมาณคาความเคนที่จุดตอภายในจะใชวิธีผล

ตางกลาง (Central Difference) ซ่ึงมีสมการของการคํ านวณดังนี้
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โดยที่ y∆ คือ ระยะระหวางจุดตอที่ติดกันในทิศ y

3. ขัน้ตอนของวิธีมอนติคารโลกับปญหาการดัดคานตรง
การคํ านวณคาความเคนดัดในคานตรงที่ไดทํ าการ

วิจัยนี้มีผลลัพธอยูในลักษณะของผลเฉลยเชิงตัวเลข สามารถ
แบงขั้นตอนออกเปน 3 ขั้นตอนหลักดังนี้
3.1 กํ าหนดรูปรางปญหา

สรางแบบจํ าลองของคานโดยสรางเปนตะแกรงขึ้น
และแสดงผลในรูปพิกัดจุดตอดังนี้



รูปที่ 1 ลักษณะการกํ าหนดจุดตอ

3.2 ก ําหนดเงื่อนไขขอบเขต
การกํ าหนดเงื่อนไขขอบจะถูกกํ าหนดโดยสมการที่นํ ามา

ชวยในการแปลงสมการใหเปนสมการลาปลาสนั่นคือ ใชคา 
6

3y

มาเปนคาที่เงื่อนไขขอบเขต

3.3 การเดินสุม
กระบวนการสุมที่ใชในวิธีมอนติคารโลสํ าหรับการหาผล

เฉลยของสมการลาปลาสนี้คือการเดินสุม ซ่ึงการเดินสุมจะตองเดิน
จากจุดตอจุดหนึ่งไปยังจุดตอขางเคียงที่อยูโดยรอบเทานั้น และมี
เงื่อนไขการเดินสุมคือ การเดินจะตองเกิดขึ้นที่จุดตอภายในขอบเขต
และจะหยุดเดินก็ตอเมื่อเดินไปอยูที่ขอบเขตดังตัวอยางในรูปที่ 2

รูปที่ 2 ตัวอยางลักษณะการเดินจากจุดปลอยจนกระทั่งหยุด
โดยปลอยตัวเดินเพียง 1 ตัว

ในขั้นตอนการเดินนี้จะสามารถทํ าการคํ านวณคาฟงกชัน
ความเคนลัพธไปพรอมกันได  ซ่ึงคาฟงกชันความเคนลัพธนี้จะมา
จากการรวมการคํ านวณ 2 สวนเขาดวยกัน คือ สวนที่ 1 มาจากการ
คํ านวณคาฟงกชันความเคนจากการเดินสุมหาผลเฉลย และสวนที่ 2 
มาจากการคํ านวณคาฟงกชันความเคนโดยตรง โดยที่จะรวมกัน
เฉพาะตรงตํ าแหนงที่ตรงกันเทานั้น  เมื่อไดคาฟงกชันความเคนลัพธ
แลวก็จะนํ าวิธีผลตางสืบเนื่องมาประยุกตใช

4. ผลการทดสอบ
เมื่อสรางโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ใชคํ านวณคาความเคน

ในคานตรงเสร็จแลวก็จะตองทํ าการทดสอบโปรแกรมเพื่อหาผล
เฉลยของวิธีมอนติคารโล ซ่ึงไดทํ าการทดสอบที่ระยะการแบงความ
สูงเปน 9, 11, 13, 15 และ 17 จุดตอ ทํ าการทดสอบจํ านวนครั้งของ
การเดินสุมตอพิกัดที่ตางๆกันออกไปเปน 50, 100, 500, 1000 และ 
2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ซ่ึงไดนํ าผลการทดสอบบางสวนมาแสดงดังนี้

รูปที่ 3 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 11 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุม จํ านวน 100 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 4 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 11 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 1000 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 5 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 15 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 100  ครั้งตอ 1 พิกัด
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รูปที่ 6 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง 15 จุดตอที่
เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 1000 ครั้งตอ 1 พิกัด

รูปที่ 7 การกระจายของความเคนดัดของระยะความสูง  15 จุดตอ
ที่เกิดจากการเดินสุมจํ านวน 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด

ทํ าการทดสอบโปรแกรมโดยเปลี่ยนจํ านวนตัวเดินใหแตก
ตางกันออกไป พิจารณาทํ าการทดสอบโดยเปลี่ยนจํ านวนตัวเดินสุม
ไดแก 50, 100, 500, 1000 และ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด ตามลํ าดับ ซ่ึง
ในแตละจํ านวนสุมที่ใชจะทํ าการทดสอบทั้งหมด 10 รอบการทดสอบ 
บันทึกผลลงในตารางที่ 1

ตารางที่ 1 คาความคลาดเคลื่อนที่พิกัด(0,7) ทํ าการทดสอบ 10 รอบ
                การคํ านวณ
            จํ านวนตัวเดิน
             (ครั้งตอพิกัด)
จํ านวน
การทดสอบ(ครั้ง)

50 100 500 1000 2000

1 0.90201 0.87546 1.05368 0.98054 1.02524
2 1.30448 1.09637 0.97421 0.96457 1.02863
3 0.93166 1.14524 1.07518 0.98911 1.03128
4 1.10457 1.11772 1.07699 0.97223 1.02457
5 1.35125 1.17646 0.93358 1.01926 0.97336
6 1.22674 1.13416 0.90568 0.95692 0.99128
7 0.92624 1.08621 1.03665 1.01428 1.01612
8 0.87495 0.95765 1.10215 1.02351 0.98633
9 1.28312 0.9056 1.09448 1.04762 0.97327
10 1.15579 0.93247 1.12306 1.05528 0.98542

จากตารางที่ 1 เปนการพิจารณา ณ ตํ าแหนงพิกัด
(0,7) ซ่ึงเปนตํ าแหนงที่เกิดคาความเคนสูงสุด โดยไดทํ าการ
เปรียบเทียบคาความเคนจากการเดินสุมเทียบกับคาความเคน
มากที่สุดทางทฤษฎี คาที่ไดออกมานี้จะอยูในรูปตัวเลขทศนิยม
โดยที่ตัวเลข 1.0 จะมีคาความแมนยํ าเทากับ 100 เปอรเซ็นต
หรือมีคาความคลาดเคลื่อน 0.0 เปอรเซ็นต เชน จากตารางที่ 1 
การทดสอบครั้งที่ 1 ของจํ านวนตัวเดินสุม 100 ครั้งตอ 1 พิกัดได
ผลเปน 0.87546 นั่นคือ มีค าความคลาดเคลื่อนเปน        
(0.87546-1.0)x100% เทากับ -12.454 เปอรเซ็นต สวนในการ
ทดสอบครั้งที่ 1 ของจํ านวนตัวเดินสุม 1000 ครั้งตอ 1 พิกัดไดผล
เปน 0.98054 ก็แสดงวา มีคาความคลาดเคลื่อนเปน (0.98054-
1.0)x100% เทากับ -1.946 เปอรเซ็นต ในทํ านองเดียวกันคา
ความคลาดเคลื่อนที่อื่นๆก็สามารถพิจารณาไดในลักษณะเดียว
กัน

เมื่อไดผลการทดสอบครบ 10 รอบการคํ านวณแลว ก็
จะนํ าผลที่ไดในตารางที่ 1 มาลองพลอตกราฟเปรียบเทียบคาที่
ไดจากการเดินสุมเทียบกับทฤษฎีกับจํ านวนตัวเดิน   ดังในรูปที่ 8 
โดยมีแกน x เปนจํ านวนตัวเดิน และแกน y เปนคาความเคนจาก
การเดินเทียบกับทฤษฎี(คาความคลาดเคลื่อน) ซ่ึงจะเห็นไดวา 
เมื่อจํ านวนตัวเดินสุมเพิ่มขึ้นทํ าใหชวงของการกระจายตัวของ
ความผิดพลาดคอยๆลดลง
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เดนิ 50 คร้ังตอ 1 พกัิด
เดนิ 100 คร้ังตอ 1 พกัิด
เดนิ 500 คร้ังตอ 1 พกัิด
เดนิ 1000 คร้ังตอ 1 พกัิด
เดนิ 2000 คร้ังตอ 1 พกัิด

รูปที่ 8 การเปรียบเทียบจํ านวนตัวเดินกับคาที่ไดจาก
 การเดินเทียบกับทฤษฎีของตารางที่ 1

จากการทดสอบ การกํ าหนดจํ านวนตัวเดิน 50 ครั้ง
ตอ 1 พิกัด จะใหคาความแมนยํ านอยที่สุดหรือมีคาความคลาด
เคลื่อนสูงที่สุด จากรูปที่ 8 ที่จํ านวนตัวเดินสุม 50 ครั้งตอพิกัดให
คาความคลาดเคลื่อนมีลักษณะกระจายตัวหางกัน แตเมื่อเพิ่ม
จํ านวนตัวเดินเปน 100, 500, 1000 และ 2000 ครั้งตอ 1 พิกัด 
พบวา คาความคลาดเคลื่อนมีคาลดลงเรื่อยๆโดยมีลักษณะเกาะ
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กลุมกันใกลคา 1 (อัตราสวนที่มีความแมนยํ า 100 เปอรเซ็นต)  เมื่อ
เปรียบเทียบเฉพาะรูปที่ 4 กับรูปที่ 6  โดยใชจํ านวนตัวเดินสุมเทากัน 
แตมีระยะของการแบงจุดตอที่ไมเทากัน พบวาเมื่อเปรียบเทียบคา
ความคลาดเคลื่อนของรูปที่ 6 จะมีเปอรเซ็นตของความคลาดเคลื่อน
สูงกวา ซ่ึงเปนเพราะวาการกํ าหนดจํ านวนตัวเดินสุมมีจํ านวนนอย
เกินไปไมเหมาะสมกับขนาดของจุดตอที่มีจํ านวนมากขึ้น แตอยางไร
ก็ตามเมื่อเพิ่มจํ านวนตัวเดินสุมใหมากขึ้น เปอรเซ็นตความคลาด
เคลื่อนจะคอยๆลดลงตามลํ าดับ

5. สรุป
งานวิจัยนี้ไดนํ าเสนอการประยุกตใชวิธีมอนติคารโลกับ

ปญหาการดัดคานตรงที่ไดรับโมเมนตดัด ซ่ึงมีขั้นตอนการหาผลเฉลย
คือ กํ าหนดขอบเขตของปญหา จํ านวนจุดตอ คาเงื่อนไขขอบเขต 
และจํ านวนตัวเดินสุมที่ใช ทํ าการวิเคราะหโดยปลอยตัวเดินสุมที่จุด
ตอภายในเพื่อหาฟงกชันความเคนจากการเดินสุม ณ จุดที่ปลอย 
จากนั้นก็จะนํ าวิธีผลตางสืบเนื่องมาประยุกตใชโดยคํ านวณที่จุดตอที่
ตองการเพื่อหาคาความเคน  แลวทํ าการเปรียบเทียบผลเฉลยที่ได
จากวิธีนี้กับทางทฤษฎี พบวาการแบงจุดตอใหละเอียดขึ้นพรอมกับ
ใชจํ านวนตัวเดินสุมจํ านวนมากพอ จะทํ าใหไดคาความแมนยํ าของ
การทดสอบดีขึ้น
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