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บทคัดยอ 
บทความนี้นําเสนอการพัฒนาวิธีการคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิกใน

วิธีวิเคราะหความเคนในชวงยืดหยุนโดยแสง วิธีการคืนรูปน้ีอาศัย
แผนภาพไอโซคลินิกที่กําหนดหามาจากการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน
แบบส่ีจตุภาค ในการทดสอบเบื้องตนวิธีการคืนรูปไดถูกประยุกตใชกับ
ร้ิวสนามความเคนของตัวแบบแผนวงกลมรับแรงเขมกดผานแนวเสน
ผานศูนยกลางที่ไดจากการจําลองแบบ ผลปรากฏวา สามารถกําหนด
หาแผนภาพไอโซคลินิกในยานจริง (−π/2 ถึง +π/2) ไดอยางถูกตอง 
นอกจากนี้การประยุกตใชกระบวนการลดสิ่งรบกวนชวยใหแผนภาพไอ
โซคลินิกมีความราบเรียบมากยิ่งข้ึน   
 
Abstract 

This paper presents a development of isoclinics unwrapping 
method in digital photoelasticity. The method uses the isoclinics 
map determined using the sign-dependent inverse tangent 
function (ATAN2). As a preliminary test, the method is applied to 
the simulated fringes of a circular disk under diametral 
compression based on the circular polariscope with a white light 
source and the six-stepped phase shifting method. The results 
reveal that the method provides correctly the unwrapped isoclinic 
map in its physical range −π/2 to −π/2. Further, the use of noise 
removal algorithm enables the unwrapped isoclinics map being 
smoother.  
 
1. คํานํา 

ตัวแปรไอโซคลินิกเปนตัวแปรท่ีสําคัญตัวแปรหน่ึงในวิธีวิเคราะห
ความเคนในชวงยืดหยุนโดยแสง (Photoelasticity) ตัวแปรน้ีจะบงบอก 
ทิศทางของความเคนหลัก σ1 หรือ  σ2   ปญหาที่สําคัญในการวิเคราะห 

หาตัวแปรน้ีก็คือวา ตัวแปรไอโซคลินิกสามารถถูกกําหนดไดในชวงหรือ 
ยานที่จํากัดยานหน่ึงเทานั้น ซ่ึงยานสูงสุดที่สามารถคํานวณไดคือ 
−π/4 ถึง +π/4 ในขณะที่ยานจริงทางกายภาพนั้นมีคา −π/2 ถึง 
+π/2 ปญหานี้จะทําใหเกิดความสับสนวาคาทิศทางของความเคนหลัก
ที่คํานวณไดมานั้นเปนของความเคนหลักตัวใด         

ในการแกปญหานี้จะมีข้ันตอนหลักๆ อยูสองข้ันตอน กลาวคือ 1.) 
คํานวณหาคาตัวแปรไอโซคลินิก และ 2.) การคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิก 
สําหรับข้ันตอนที่หน่ึงน้ันจะมีการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุ
ภาคและแบบสี่จตุภาค [1] โดยการเลือกใชแบบใดนั้นจะข้ึนอยูกับ
ลักษณะของคาคงตัวที่ปรากฏในสมการที่ใชกําหนดหาตัวแปรไอโซ
คลินิกในข้ันตอนที่หน่ึง (คาคงตัวน้ีคือ 2 หรือ 4) ซ่ึงโดยทั่วไปแลวก็จะ
ใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุภาคหากคาคงตัวเปน 2 สําหรับ
การใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาคก็เพียงทําใหคาของตัวแปร
ไอโซคลินิกกลับมามีคาในชวง −π/4 ถึง +π/4 ทั้งน้ีเน่ืองจากวาคาคง
ตัวมีคาเทากับ 4 อยางไรก็ตามจะเห็นไดวายังไมมีงานวิจัยใดเลยที่ให
ความสนใจในการกําหนดหาคาตัวแปรไอโซคลินิกโดยใชฟงกชั่น
แทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาคหากคาคงตัวมีคาเปน 2 

ดวยเหตุน้ีผูวิจัยจึงมีความคิดที่จะกําหนดหาตัวแปรไอโซคลินิก
ดวยการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาค ซ่ึงในงานวิจัยในคร้ัง
น้ีเปนเพียงการนําเสนอการพัฒนากระบวนการคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิก
เทานั้นจึงทําการทดสอบวิธีการที่สรางข้ึนกับแผนภาพริ้วสนามความ
เคนที่ไดจากการจําลองแบบของตัวแบบแผนวงกลมรับแรงเขมกดใน
แนวด่ิงผานเสนผานศูนยกลางบนพื้นฐานการใชอุปกรณเบ่ียงเบนแสง
เชิงวงกลมและวิธีการเลื่อนเฟส 
 
2. การกําหนดหาตัวแปรไอโซคลินิก 

ในสวนน้ีจะเปนการกําหนดหาคาตัวแปรไอโซคลินิกโดยใช
หลักการเลื่อนเฟส 6 ข้ัน [2] 
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รูปที่ 1 อุปกรณเบ่ียงเบนแสงเชิงวงกลมซึ่งประกอบไปดวยแผน
โพลาไรซ, แผนคลื่นส่ีสวนลําดับที่หน่ึง, ตัวแบบ, แผนคลื่นส่ีสวนลําดับ
ที่สอง และแผนวิเคราะห มุม β, η  และ φ  คือมุมแกนแสงของแผน
วิเคราะห, มุมแกนแสงของแผนคลื่นส่ีสวนที่สอง (Quarter-wave Plate 
II) และมุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก σ1 ที่ตัวแบบแผนวงกลม
ตามลําดับเทียบกับแกนอางอิง สัญลักษณ S และ F คือแกนแสงหนวง
ชาและเร็วของแผนคลื่นส่ีสวนตามลําดับโดยที่ ξ = 135°  
 
2.1 สมการความเขมแสงจากอุปกรณเบี่ยงเบนแสงเชิงวงกลม 

ตามขั้นตอนที่หน่ึงซ่ึงเปนการกําหนดหาตัวแปรไอโซคลนิิกดังที่ได
กลาวแลวในหัวขอที่ผานมานั้นจะทําการจําลองแบบตัวแบบแผนวงกลม
รับแรงเขมกดในแนวดิ่งผานเสนผานศูนยกลาง  โดยใชสมการความเขม 
แสง I จากอุปกรณเบ่ียงเบนแสงเชิงวงกลม (รูปที่ 1) ซ่ึงสามารถเขียน
เปนความสัมพันธทางคณิตศาสตรไดดังน้ี [1] 
 

 
 

 
โดยที่ Ip คือความเขมแสงที่ออกมาจากแผนโพลาไรซ, Ib คือความเขม
แสงฉากหลัง, มุม β, η  และ φ คือมุมแกนแสงของแผนวิเคราะห, มุม
แกนแสงของแผนคลื่นส่ีสวนลําดับที่สอง (Quarter-wave Plate II) และ
มุมแสดงทิศทางของความเคนหลัก σ1 ที่ตัวแบบตามลําดับเทียบกับ
แกนอางอิงและ N คือคาอันดับร้ิวที่สัมพันธกับตัวแปรไอโซโครมาติก 

สําหรับการจําลองแบบริ้วสนามความเคนน้ันจะใชหลักการ
เดียวกันกับงานที่ผูวิจัยไดนําเสนอไปแลว [3] อยางไรก็ตาม คา
องคประกอบความเคนระนาบนั้นสามารถสืบคนไดจากหนังสือของ 
Frocht [4] รวมกับการใชสมการ (1) และวิธีการเลื่อนเฟส 6 ข้ัน [2] 

 
2.2 สมการกําหนดหาตัวแปรไอโซคลนิิก 

เม่ือทําการประยุกตใชหลักการเลื่อนเฟสกับสมการ (1) ก็จะได
สมการความเขมแสง ตารางที่ 1 แสดงสมการความเขมแสดงที่ไดตามที่
เปลี่ยนคาเชิงมุมของแผนอนาไลซและแผนคลื่นส่ีสวนลําดับที่สอง 

จากสมการความเขมแสงทั้ง 6 สมการ (ตารางที่ 1) สามารถ
กําหนดหาตัวแปรไอโซคลินิกไดดังสมการ [2] 
 

ตารางที ่1 สมการความเขมแสงที่ไดจากการเปลี่ยนตําแหนงเชิงมุมของ
แผนวิเคราะหและแผนคลื่นส่ีสวนลําดับที่สอง [2] 

η β สมการความเขมแสง 
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รูปที่ 2 ภาพริ้วสนามความเคนของตัวแบบแผนวงกลมรับแรงเขมกดใน
แนวดิ่งผานเสนผานศูนยกลางซึ่งสอดคลองกับสมการความเขมแสงใน
ตารางที่ 1 ตามลําดับ (เรียงลําดับจาก ก ถึง ฉ) โดยที่ภาพเหลานี้มี
ขนาด 512 × 480 จุดภาพ 
 

 จากการใชหลักการเลื่อนเฟสก็จะไดภาพจําลองริ้วสนามความเคน 
รูปที่ 2 แสดงภาพริ้วสนามความเคนตามสมการความเขมแสง I1 ถึง I6 
(รูปที่ 2ก ถึง 2ฉ) อยางไรก็ตามในสมการ (2) น้ันจะใชเพียงส่ีภาพ
เทานั้น สวนภาพริ้วที่เหลือ (I1 ถึง I2) น้ันจะถูกใชเพื่อการกําหนดหา
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ตัวแปรไอโซโครมาติกหรือคาอันดับร้ิว N ซ่ึงอยูนอกเหนือวัตถุประสงค
ของบทความนี้ 

      
 
รูปที่ 3 แผนภาพไอโซคลินิกซ่ึงคํานวณหามาจากสมการ (2) โดยใช
ฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบ (ก) สองจตุภาค และ (ข) ส่ีจตุภาค  
สําหรับคาของตัวแปรไอโซคลินิกในรูป ก น้ันมีคาอยูในชวง −π/4 ถึง 
+π/4 ในขณะที่รูป ข น้ันมีคาอยูในชวง −π/2 ถึง +π/2 คาของตัวแปร
ทั้งสองรูปน้ันถูกปรับ (Mapping) ใหอยูในชวงสเกล −π/2 ถึง +π/2 
โดยที่คา −π/2 จะถูกแทนที่ดวยสีดําและ +π/2 ถูกแทนที่ดวยสีขาว 
 
3. การใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผัน 
 พิจารณาการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันในสมการ (2) น้ัน จะเห็น
ไดวาหากใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุภาคแลวตัวแปรไอโซ-
คลินิกก็จะมีคาในชวง −π/4 ถึง +π/4 อยางไรก็ตาม หากใชฟงกชั่น
แทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาคก็จะไดคาตัวแปรไอโซคลินิกในชวง 
−π/2 ถึง +π/2 ผูอานอาจสงสัยวาเม่ือเปนเชนน้ีแลวก็ไมจําเปนตองทํา
การคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิกอีกตอไปเน่ืองจากตอนนี้คาของตัวแปรไอ
โซคลินิกมีคาอยูในชวงจริงแลว ซ่ึงในความเปนจริงน้ันไมสามารถ
กระทําไดกลาวคือยังคงตองมีการคืนรูปตัวแปรสําหรับสาเหตุน้ันจะได
อธิบายตอไป 
 รูปที่ 3 แสดงแผนภาพตัวแปรไอโซคลินิกที่กําหนดหาจากสมการ 
(2) โดยการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสอง (รูปที่ 3ก) และส่ีจตุ
ภาค (รูปที่ 3ข) จากขอสงสัยขางตนหากพิจารณารูปที่ 3ข แลวจะพบวา
ยังมีพื้นที่บางสวนที่คาตัวแปรไอโซคลินิกมีคาอยูในชวง 0 ถึง +π/2 
(พื้นที่ที่สีแปรเปลี่ยนจากสีเทาไปขาว) หรือ 0 ถึง −π/2 (พื้นที่ที่สี
แปรเปลี่ยนจากสีดําไปเทา) ซ่ึงจะเห็นไดวาการคืนรูปตัวแปรน้ันยังเปน
ส่ิงสําคัญ 
 ขอดีของการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุภาคก็คือวา
สวนตรงกลางของแผนภาพจะมีความตอเน่ืองของตัวแปรในขณะที่
แผนภาพที่กําหนดหาดวยการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสี่จตุภาค
จะไมมีความตอเน่ือง อยางไรก็ตามการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบ
ส่ีจตุภาคจะทําใหไดบริเวณหน่ึงๆ ที่คาตัวแปรไอโซคลินิกมีคาถูกตอง
ในยานจริง กลาวคือ −π/2 ถึง +π/2 ในขณะที่ลักษณะเชนน้ีจะไม
เกิดข้ึนหากใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุภาค ดังน้ันโดยสรุป
ก็คือวา หากใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบสองจตุภาคจะมีพื้นที่ที่
ตอเน่ืองของตัวแปรแตไมสามารถทํานายแผนภาพในยานจริงได แต
การใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาคจะทําใหมองเห็นแนวโนม
ของแผนภาพในยานจริงแตพื้นที่จะไมตอเน่ือง ซ่ึงการที่สามารถทํานาย
แผนภาพจริงไดน้ีจะเปนประโยชนมากข้ึนเม่ือตัวแบบมีความซับซอน

มากข้ึนหรือสภาวะความเคนในตัวแบบกอใหเกิดจุดที่ไมตอเน่ือง 
(Discontinuities) เชน จุดไอโซโทรปกหรือจุดเอกพจน 
4. วิธีการคืนรูป 
 ในสวนน้ีจะนําเสนอวิธีการคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิกโดยใชรูปที่ 3ข 
วิธีการคืนรูปที่ใชในบทความวิจัยน้ีเปนแบบการอานเชิงเสน (Line-wise 
Scanning) ซ่ึงสามารถเปนไดทั้งการอานแนวนอนหรือการอานแนวตั้ง 
อยางไรก็ตามในครั้งน้ีจะใชการอานแนวนอน หลักการของวิธีการคืนรูป
มีดังน้ีคือ ทําการอานคาไอโซคลินิกตามแนวแนวนอนแลวหากคาความ
แตกตางของคาไอโซคลินิกระหวางจุดภาพสองจุดบนเสนเดียวกันมีคา
มากกวาคาที่กําหนดไวแลว (ประมาณ π/3) คาไอโซคลินิกของจุดภาพ
ที่พิจารณาก็จะถูกเลื่อนไปโดยการบวกเขาหรือลบออกดวยคา π/2 ซ่ึง
เงื่อนไขในการกําหนดทิศทางการเลื่อนน้ีก็คือความตอเน่ืองของไอโซ-
คลินิก (Isoclinic Continuity) หรือความราบเรียบของผิวภาพนั่นเอง 
 
4.1 แผนภาพไอโซคลินิก 
 หลังทําการคืนรูปตัวแปรไอโซคลินิกดวยวิธีการที่ไดอธิบายแลว
ขางตนก็จะไดแผนภาพไอโซคลินิกในยานจริง −π/2 ถึง +π/2 ซ่ึงคา
เหลานี้ไดถูกเปลี่ยนเปนคาจุดภาพดังแสดงในรูปที่ 4ก 
 พิจารณารูปที่ 4ก พบวาจะมีแถบของคาไอโซคลินิกที่ผิดพลาด
หลายแถบปรากฏตามแนวนอนหรือตามแนวของการอาน ปรากฏการณ
น้ีมีสาเหตุเน่ืองมาจากวามีคาไอโซคลินิกที่ไมถูกตองตามแนวเสนที่แบง
ระหวางพื้นที่ที่ค าไอโซคลิ นิกมีคาถูกตองกับพื้นที่ที่ ไม ถูกตอง 
(พิจารณารูปที่ 3ข) ดังน้ันหากมีจุดภาพใดๆ ก็ตามที่คาไอโซคลินิกไม
ถูกตองแลวก็จะเปนผลใหการคืนรูปคาไอโซคลินิกของจุดภาพถัดไปมี
คาผิดพลาดไปดวย 
 ปจจัยที่แทจริงที่ทําใหคาไอโซคลินิกมีความผิดพลาดระหวางสอง
พื้นที่ใดๆ ก็คือคาไอโซโครมาติกหรือคาอันดับร้ิว N น้ันมีคาเขาใกลคา
จํานวนเต็มหรือครบรอบทุกๆ 2π  หากพิจารณาเงื่อนไขที่กําหนดใน
สมการ (2) ก็จะเห็นไดอยางชัดเจน กลาวคือคาไอโซคลินิกจะถูกบังคับ
ใหมีคาเขาใกล −π/4 หรือ +π/4 (จตุภาคที่หน่ึงและส่ี) และ −π/2 หรือ 
+π/2 (จตุภาคที่สองและสาม) ทั้งน้ีข้ึนอยูกับคาตัวแปรในฟงกชั่น
แทนเจนตผกผันในสมการ (2) 
 
4.2 แผนภาพไอโซคลินิกปรับปรุง 
 หลังจากไดแผนภาพไอโซคลินิกแลวซ่ึงก็จะมีแถบคาผิดพลาดทึ่
เกิดจากคาไอโซคลินิกตามบริเวณรอยตอ มีความจําเปนอยางยิ่งที่
จะตองลดคาความผิดพลาดเหลานี้ออกไปใหไดมากที่สุด ซ่ึงการลดคา
ผิดพลาดนี้จะใชกระบวนการลดสิ่งรบกวน (Noise Removal) [1] 
 ผลจากการประยุกตใชกระบวนการลดสิ่งรบกวนก็จะไดแผนภาพ
ไอโซคลินิกปรับปรุงดังแสดงในรูปที่ 4ข ซ่ึงจะเห็นไดวาจุดภาพ
ผิดพลาดหรือส่ิงรบกวนไดถูกขจัดออกไปเกือบหมดแตยังคงเหลือจุด
ผิดพลาดบางสวนบริเวณจุดสูงสุดและต่ําของภาพรวมทั้งเสนสีเทาดํา
ทางดานบนขวาที่ยังคงเห็นไดอยางชัดเจน 
 จากแผนภาพจะเห็นไดถึงความตอเน่ืองของตัวแปรไอโซคลินิก
ตลอดทั่วทั้งพื้นที่ตัวแบบโดยการแปรเปลี่ยนของสีจากสีดําไปเปนสีขาว 
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บริเวณรอบจุดดานบนสุดและดานลางสุดน้ันซ่ึงเปนจุดที่มีแรงกระทํา คา
ไอโซคลินิกจะมีการเปลี่ยนแปรคาไปอยางรวดเร็วจาก  −π/2 ถึง +π/2  

 
 

 
 
รูปที่ 4 แผนภาพไอโซคลินิกในยานจริงซ่ึงไดจากการคืนรูป (ก) 
แผนภาพจริง และ (ข) แผนภาพจริงปรับปรุงโดยใชกระบวนการลด
ส่ิงรบกวน ในแผนภาพสีดําคือ −π/2 และสีขาวคือ +π/2 
 
นอกจากนี้จากการกําหนดในหัวขอ 2.1 (รูปที่ 1) แสดงใหเห็นวา
แผนภาพไอโซคลินิกที่ไดจากการคืนรูปน้ีแสดงทิศทางความเคนหลัก 
σ1  สวนรูปที่ 5 แสดงแผนภาพรูปที่ 4ข ในเฉดสีที่เปนสเปกตรัมของ
แสงที่มองเห็นได ซ่ึงจะทําใหเห็นจุดภาพที่ผิดพลาดชัดเจนมากยิ่งข้ึน 
 
5. บทสรุป 
 บทความนี้ ได นําเสนอวิธีการคืนรูปตัวแปรไอโซคลิ นิกจาก
แผนภาพที่กําหนดหาดวยการใชฟงกชั่นแทนเจนตผกผันแบบส่ีจตุภาค 
ผลลัพธที่ไดจากการคืนรูปแสดงใหเห็นวา สามารถกําหนดหาแผนภาพ

จริงในยาน −π/2 ถึง +π/2 ของตัวแปรไอโซคลินิกไดโดยที่แผนภาพ
ยังคงมีคาที่ผิดพลาดบางบางจุด     ทั้งน้ีสาเหตุเน่ืองมาจากอิทธิพลของ 

 
 
รูปที่ 5 แผนภาพไอโซคลินิกในรูปที่ 4ข แสดงในเฉดสีสเปรกตัมของ
แสงที่มองเห็นไดเพื่อใหเกิดความชัดเจนในการพิจารณาแผนภาพและ
จุดภาพผิดพลาดที่ยังเหลืออยูจากการใชกระบวนการลดสิ่งรบกวน ใน
แผนภาพสีนํ้าเงินคือ −π/2 และสีแดงคือ +π/2 
 
ตัวแปรไอโซโครมาติก อยางไรก็ตาม การประยุกตใชกระบวนการลด
ส่ิงรบกวนเพื่อขจัดคาผิดพลาดเหลานั้นทําใหไดแผนภาพไอโซคลินิกที่มี
ความราบเรียบมากขึ้น 

การกําหนดหาแผนภาพไอโซคลินิกโดยใชฟงกชั่นแทนเจนต
ผกผันแบบส่ีจตุภาคจะทําใหเห็นแผนภาพจริงของไอโซคลินิกไดซ่ึงผล
จากการวิเคราะหในเบ้ืองตนน้ีชี้ใหเห็นวาวิธีการนี้ใชไดผลจริง สามารถ
นําไปขยายผลเพื่อการศึกษาวิจัยปญหาที่มีความซับซอนมากขึ้นเปน
ลําดับ เชนปญหาที่มีความไมตอเน่ืองในแผนภาพไอโซคลินิก (จุดไอโซ
โทรปกและจุดเอกพจน) ซ่ึงก็จะไดรายงานใหทราบในโอกาสตอไป 
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