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 ในการแกปญหาทางวิศวกรรมของแข็งมักจันิยมแกปญหาโดยใช
วิธีไฟไนตเอลิเมนต  ซ่ึงเปนวิธีคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดผลดีวิธีหน่ึง 
ประกอบกับในปจจุบันคอมพิวเตอรมีประสิทธิภาพสูงจึงทําใหทําการ
คํานวณไดรวดเร็วข้ึน แตปญหาที่พบในการคํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตก็คือ ตองมีการจัดเตรียมขอมูลในลักษณะที่เปนเอลิเมนตกอน ซ่ึง 

บทคัดยอ
วิธีไรโครงตาขายเปนวิธีเชิงตัวเลขสําหรับหาผลเฉลยของสมการ

เชิงอนุพันธ  วิธีน้ีไมตองการสภาพเชื่อมโยงที่นิยามไวลวงหนาของ
โครงตาขายเพื่อสรางเอลิเมนต  หากแตจะใชการกอกําเนิดจุดข้ัวแทน
การกอกําเนิดโครงตาขายในวิธีไฟไนตเอลิเมนต  แลวสรางฟงกชัน
รูปรางจากจุดข้ัวที่กระจายอยูอยางตามใจชอบในโดเมนเพื่อใหมีสภาพ
เชื่อมโยงของจุดข้ัว  ความเที่ยงตรงของผลเฉลยข้ึนอยูกับจํานวนของ
จุดข้ัว  กลาวคือยิ่งมีจํานวนจุดข้ัวมากขึ้นความเที่ยงตรงของผลเฉลยก็
ยิ่งมีมากขึ้น  งานวิจัยน้ีไดนําปญหากลศาสตรของแข็งสองมิติบาง
ปญหามาตรวจสอบสําหรับความเที่ยงตรง  โปรแกรมที่ใชในการ
คํานวณจํากัดจุดข้ัวไวไมเกิน 

โปรแกรมที่ใชในการเตรียมเอลิเมนตน้ีมีราคาสูงจึงทําใหราคาในการ
คํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตแพงตามไปดวย 
 

100 จุดข้ัว  จากผลลัพธที่ไดสําหรับแผน
แบนภายใตแรงกระทําของแรงแบบตางๆ เม่ือนํามาเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธทางทฤษฎีมีความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัวโดยเฉลี่ย
อยูที่ 1.82% 

 
รูปที่ 1  การจัดเตรียมเอลิเมนตกอนการคํานวณ 

 ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
Abstract  

Mesh free methods are numerical methods for solving 
differential equations. The methods do not require any mesh 
predefined connectivity to form the elements. However, mesh free 
methods need node generation instead of mesh generation in 
finite element methods. The shape functions are then constructed 
using only node scattered arbitrarily in domain to provide 
connectivity of nodes. In this research work, some two 
dimensional problems in solid mechanics are used to examine for 
accuracy. The written computer program used for this calculation 
limits the maximum number of node to 100 nodes.  As the 
numerical result for thin plate subjected to various types of 
loading comparing with theoretical results, the average error of L

จากปญหาดังกลาวจึงไดทําการทดสอบการคํานวณปญหา
ของแข็งแบบสองมิติดวยวิธีไรโครงตาขาย (Mesh Free Method) เพื่อ
เปรียบเทียบผลที่ไดกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต วาวิธีไรโครงตาขายจะมี
ความนาเชื่อถือไดเพียงพอหรือไม และวิธีไรโครงตาขายที่ไดเลือกมาใช
น้ีเรียกวาวิธี เอลิเมนตธรรมชาติซ่ึงเปนวิธีการคํานวณที่ไมตองอาศัย
การหาเมทริกซผกผันในข้ันตอนหาฟงกชั่นรูปราง (Shape Function)  
ข้ันตอนในการเตรียมขอมูลก็เพียงแตกําหนดจุดข้ัวลงไปในระบบเทานั้น 
ดังรูปที่ 2 

2 
norm was found to be 1.82%  

  
รูปที่ 2 การใชวิธีไรโครงตาขายมาเปนวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณ 

 
2. ทฤษฎี 

คํานํา1. 
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การคํานวณดวยวิธีไรโครงตาขายจะใชหลักการแบบเดียวกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  ตางกันตรงที่วิธีน้ีจะไมใชโครงตาขายเพื่อการคํานวณ  
แตจะยึดถือการคํานวณที่จุดข้ัวแทน  พิจารณา รูปที่ 3 ถาปญหาแผน
แบนที่มีขอบเขต  มีเงื่อนไขที่ขอบเขต  และมีแรงภายนอก

กระทําที่  
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4.  ฟงกชันรูปรางมีคุณสมบัติยอนกลับ (Possesses 
reproducing properties) Ω sΩ
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รูปที่ 3 ปญหาแผนแบนที่พิจารณา 

 
การคํานวณจะเริ่มจากการเตรียมขอมูลดังน้ี 
1.  กําหนดจุดข้ัวลงในขอบเขต Ω  ทั้งภายในและที่ขอบ 
2.  สรางโครงตาขายเบ้ืองหลัง (Background Mesh) ในภาพ

แสดงดวยเสนประ ซ่ึงโครงตาขายเบ้ืองหลังจะอยูบนจุดข้ัวหรือไมอยูบน
จุดข้ัวก็ได 

3.  สรางฟงกชันรูปรางที่จุดข้ัวในขอบเขตที่กําหนด (Support 
Domain) 

4.  แทนฟงกชันรูปรางลงในสมการเพื่อหาเมทริกซความแข็งตึง
และแรง 

5.  ทําการอินทิเกรดเมทริกซความแข็งตึงภายใตโครงตาขาย
เบ้ืองหลัง  และอินทิเกรดเมทริกซแรงในขอบเขต  tΩ

6.  แกสมการเมทริกซ [ ]{ } {bxA = } เพื่อหาระยะกระจัดของ   
จุดข้ัว 

7.  จากระยะขจัดของจุดข้ัว  ทําการคํานวณความเครียดและ
ความเคนที่จุดเกาสตาง ๆ 

จากวิธีการคํานวณจะเห็นวามีข้ันตอนการคํานวณที่เหมือนกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  จะตางกันตรงที่ฟงกชันรูปรางและการอินทิเกรด
เทานั้นที่มีวิธีการที่แตกตางกัน 
 
2.1  การหาฟงกชันรูปราง (Shape Function) 

ส่ิงสําคัญอันดับแรกในการคํานวณดวยวิธีไรโครงตาขายคือ  การ
หาฟงกชันรูปรางที่เหมาะสมสําหรับการประมาณคาการเคลื่อนตัวของ
จุดข้ัว ณ ตําแหนงใด ๆ ใน  ซ่ึงฟงกชันรูปรางจะตองมีคุณสมบัติ
อยางนอย 5 ขอดังน้ี 

Ω

1.  ฟงกชันรูปรางเปนเชิงเสนที่ไมข้ึนกับขอบเขตที่พิจารณาจาก
จุดข้ัวในขอบเขตที่กําหนด (Support Domain) 

2.  ฟงกชันรูปรางเปนโครเนคเกอรฟงกชัน 
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3.  ฟงกชันรูปรางเปนพารททิชันออฟยูนิตี (Partition of unity) 

5.  ฟงกชันรูปรางสามารถหาอนุพันธได 
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F
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3.  วิธีการวิจัย 
3.1  การคํานวณหาเมทริกซความแข็งตึง   

การคํานวณเมทริกซความแข็งตึงยอยของแตละโครงตาขาย
เบ้ืองหลังในงานวิจัยน้ีใชโครงตาขายเบื้องหลังเปนรูปสามเหลี่ยม
เพื่อที่จะไดใชเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนตเอลิ เมนตได  พิจารณา
สามเหลี่ยมแรกที่จะคํานวณประกอบดวยจุดตอ 1,2,3 กําหนดจุด x 
ใดๆ ในสามเหลี่ยมน้ีโดยการกําหนดเปนจุดเกาส (Gauss Point)  

 
3.2  การหาจุดศูนยกลางวงกลมลอม (Circumcenter)   

จากจุด x ที่กําหนดจะทําการหาสามเหลี่ยมเพ่ือนบานกอนโดยการ
เทียบกับระยะทางจากจุดศูนยกลางวงกลมของสามเหลี่ยม และจุด
ศูนยกลางวงกลมลอมคือ ( )21 ,vvvv =   โดยใหจุดข้ัว 1 เปน a จุดข้ัว 2 
เปน b และจุดข้ัว 3 เปน c ได 

, ,        (4) ),(),( 21 aaayxa = ),(),( 21 bbbyxb = ),(),( 21 cccyxc =
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เม่ือ D คือสองเทาของพื้นที่สามเหลี่ยม abc  และมีคาเปน 

    (7) ( )( ) ( )( )[ ]221122112 cacbcbcaD −−−−−=

 
อนุพันธของจุดศูนยกลางของวงกลมโวโรนอยคือ 
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รูปที่ 3 การหาจุดศูนยกลางวงกลมลอมของสามเหลี่ยมยอย 

 

3.3  การหาสามเหลี่ยมที่ใกลเคียง 
สามเหลี่ยมที่ใกลเคียงของจุด x ใด ๆ หาจาก 

22 Rxv <−               (12) 

โดยที่ R2 เปนรัศมีวงกลมลอมรอบ (Circumradius) 

( ) ( 2
22

2
11

2 vavaR −+−= )            (13) 
สามเหลี่ยมใดที่สอดคลองตามสมการ (12) จะถือวาเปน

สามเหลี่ยมเพื่อนบานและจุดข้ัวของสามเหลี่ยมน้ันจะถูกนํามาคํานวณ
ฟงกชันรูปรางรวมกับจุด x 

 
รูปที่ 4 สามเหลี่ยม 134 เปนสามเหลี่ยมเพ่ือนบานของจุด x   

เน่ืองจากระยะหางระหวาง V134 กับ x นอยกวารัศมีของวงกลม 
 

3.4  การสรางสามเหลี่ยมยอยจากจุด x 
จากจุด x ที่กําหนดซึ่งอยูในสามเหลี่ยม 123 จะสรางสามเหลี่ยม

ข้ึนมา 3 รูปดังน้ี  สามเหลี่ยม 23x ซ่ึงมี c23x เปนจุดศูนยกลางวงกลม
ลอม,   สามเหลี่ยม 31x ซ่ึงมี c31x เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมและ
สามเหลี่ยม 12x ซ่ึงมี c12x เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอม 

สําหรับสามเหลี่ยม 123 มีจุด v123 เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอม  
ดังน้ันสรางสามเหลี่ยมข้ึนมาใหม 3 รูป จากจุดศูนยกลาง c12x, c23x, 
c31x และ v123 ได 

สามเหลี่ยม c23xc31xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 1 
สามเหลี่ยม c12xc31xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 2 
สามเหลี่ยม c12xc23xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 3 

 
รูปที่ 5 การสรางสามเหลี่ยมข้ึนมาใหม 3 รูป  
จากจุดศูนยกลาง c12x, c23x, c31x และ v123 

 
ดังน้ันพื้นที่ของสามเหลี่ยมทั้ง 3 รูปจะคํานวณไดจาก 
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และอนุพันธของพ้ืนที่ของสามเหลี่ยมเปน 
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พื้นที่ของสามเหลี่ยมยอยใด ๆ คือ   และฟงกชันรูปรางคือ ( )xAi

( ) ( )
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i =φ                   (17) 

 
และอนุพันธของฟงกชันรูปรางคือ 
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จากสมการของบับนอฟ-กาเลอรกิน 

[ ]{ }( ) [ ][ ]{ } { } { } { } { } 0=Γ−Ω−Ω∫ ∫ ∫
Ω Ω Γt

dtudbuduLcuL TTT δδδ      (21) 

 
การประมาณคาการเคลื่อนตัวที่ x ใด ๆ คือ 
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เม่ือแทนลงในสมการ (21) จะทําใหไดเมทริกซความแข็งตึงและเมทริกซ
แรงเปน 
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4. ผลการวิจัย 

ในการคํานวณจะทําการคํานวณโครงสรางแผนแบนแบบตาง ๆ 
โดยมีการคํานวณความผิดพลาดเปรียบเทียบกับทฤษฎี  โดยคาของ
ความผิดพลาดแสดงเปนความผิดพลาดของพลังงานเฉลี่ย (Energy 
Norm) 

 
รูปที่ 7 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว 
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โดยที่  { }tε  เปนความเครียดทางทฤษฎีและ { }aε  เปนความเครียดที่

คํานวณได   
และความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว (L2 Norm) 
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 โดยที่ ut และ vt เปนระยะกระจัดทางทฤษฎี  สวน ui และ vi เปนระยะ
กระจัดที่คํานวณไดจากคํานวณ 

รูปที่ 8 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลี่ย 
ของแผนแบน 

  
4.1 แผนแบน 4.2 แผนแบนเจาะรู 

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 4, 12 และ 25 จุดข้ัว  
โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิเมนต
ธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 6 

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 22, 41 และ 108 จุด
ข้ัว  โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิ
เมนตธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 9 

  รูปที่ 6 แผนแบนที่มีจุดข้ัว 25 จุด รูปที่ 9 แผนแบนเจาะรูที่มีจุดข้ัว 41 จุด  
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รูปที่ 10 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว รูปที่ 13 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว 

ของแผนแบนเจาะรู ของคานภายใตโมเมนตดัด 
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คาความผิดพลาดของพลังงานเฉล่ีย (%) 

  
รูปที่ 14 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลีย่ รูปที่ 11 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลีย่ 

ของคานภายใตโมเมนตดัด ของแผนแบนเจาะรู 
  

5. สรุป 4.3 คานภายใตโมเมนตดัด 
จากผลการวิจัยพบวาวิธีเอลิเมนตธรรมชาติจะใหผลการคํานวณที่

ผิดพลาดนอยกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สําหรับกรณีของแผนแบนจะ
พบวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลที่ดีกวาแตเม่ือเปรียบเทียบคาแลวถือวา
ไมตางกันมากนัก  

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 12, 21 และ 33 จุด
ข้ัว  โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิ
เมนตธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 12 
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  รูปที่ 12 คานภายใตโมเมนตดัดที่มีจุดข้ัว 12 จุด 
  
 
 



22                                                                          รวมบทความวิชาการ  เลมที่ 4 การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 22 

 

เอกสารอางอิง 
1.  G.R. Liu. MESH FREE METHODS : Moving beyond the Finite 

Element Method. Florida : CRC Press LLC, 2003. 
2.   Natarajan Sukumar, The Natural Element Method in Solid 

Mechanics. Ph.D.Thesis, Evanston, Illinois, 1998. 
3.   S.N. Atluri, Z.D. Han and A.M. Rajendran. A New 

Implementation of the Meshless Finite Volume Method, 
Through the MLPG “Mixed” Approach. CMES, vol.6, no.6, 
pp.491-513, 2004 

4.   Timoshenko, S. P. and J. N. Goodier. Theory of Elasticity 
(Third ed.). New York : McGraw Hill, 1970. 

5. Timoshenko, S. P. and S. Woinowsky-Krieger. Theory of 
Plates and Shells (Second ed.). New -York : Mc Graw Hill, 
1959. 

6. Terry E. Shoup. Applied Numerical Methods for the 
Microcomputer. New Jersey : Prentice-Hall, 1984. 

7. Youping Chen, James D. Lee, and Azim Eskandarian. 
Meshless Methods in Solid Mechanics. Springer Science 
Business Media, Inc., 2006 

8. ปราโมทย  เดชะอําไพ.  ไฟไนตเอลิเมนต  ในงานวิศวกรรม.  พิมพ
คร้ังที่ 3. กรุงเทพฯ : สํานักพิมพแหงจุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย, 
2547. 

 
. 


