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 ในการแกปญหาทางวิศวกรรมของแข็งมักจันิยมแกปญหาโดยใช
วิธีไฟไนตเอลิเมนต  ซ่ึงเปนวิธีคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดผลดีวิธีหน่ึง 
ประกอบกับในปจจุบันคอมพิวเตอรมีประสิทธิภาพสูงจึงทําใหทําการ
คํานวณไดรวดเร็วข้ึน แตปญหาที่พบในการคํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิ
เมนตก็คือ ตองมีการจัดเตรียมขอมูลในลักษณะที่เปนเอลิเมนตกอน ซ่ึง 

บทคัดยอ
วิธีไรโครงตาขายเปนวิธีเชิงตัวเลขสําหรับหาผลเฉลยของสมการ

เชิงอนุพันธ  วิธีน้ีไมตองการสภาพเชื่อมโยงที่นิยามไวลวงหนาของ
โครงตาขายเพื่อสรางเอลิเมนต  หากแตจะใชการกอกําเนิดจุดข้ัวแทน
การกอกําเนิดโครงตาขายในวิธีไฟไนตเอลิเมนต  แลวสรางฟงกชัน
รูปรางจากจุดข้ัวที่กระจายอยูอยางตามใจชอบในโดเมนเพื่อใหมีสภาพ
เชื่อมโยงของจุดข้ัว  ความเที่ยงตรงของผลเฉลยข้ึนอยูกับจํานวนของ
จุดข้ัว  กลาวคือยิ่งมีจํานวนจุดข้ัวมากขึ้นความเที่ยงตรงของผลเฉลยก็
ยิ่งมีมากขึ้น  งานวิจัยน้ีไดนําปญหากลศาสตรของแข็งสองมิติบาง
ปญหามาตรวจสอบสําหรับความเที่ยงตรง  โปรแกรมที่ใชในการ
คํานวณจํากัดจุดข้ัวไวไมเกิน 

โปรแกรมที่ใชในการเตรียมเอลิเมนตน้ีมีราคาสูงจึงทําใหราคาในการ
คํานวณดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนตแพงตามไปดวย 
 

100 จุดข้ัว  จากผลลัพธที่ไดสําหรับแผน
แบนภายใตแรงกระทําของแรงแบบตางๆ เม่ือนํามาเปรียบเทียบกับ
ผลลัพธทางทฤษฎีมีความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัวโดยเฉลี่ย
อยูที่ 1.82% 

 
รูปที่ 1  การจัดเตรียมเอลิเมนตกอนการคํานวณ 

 ดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต 
Abstract  

Mesh free methods are numerical methods for solving 
differential equations. The methods do not require any mesh 
predefined connectivity to form the elements. However, mesh free 
methods need node generation instead of mesh generation in 
finite element methods. The shape functions are then constructed 
using only node scattered arbitrarily in domain to provide 
connectivity of nodes. In this research work, some two 
dimensional problems in solid mechanics are used to examine for 
accuracy. The written computer program used for this calculation 
limits the maximum number of node to 100 nodes.  As the 
numerical result for thin plate subjected to various types of 
loading comparing with theoretical results, the average error of L

จากปญหาดังกลาวจึงไดทําการทดสอบการคํานวณปญหา
ของแข็งแบบสองมิติดวยวิธีไรโครงตาขาย (Mesh Free Method) เพื่อ
เปรียบเทียบผลที่ไดกับวิธีไฟไนตเอลิเมนต วาวิธีไรโครงตาขายจะมี
ความนาเชื่อถือไดเพียงพอหรือไม และวิธีไรโครงตาขายที่ไดเลือกมาใช
น้ีเรียกวาวิธี เอลิเมนตธรรมชาติซ่ึงเปนวิธีการคํานวณที่ไมตองอาศัย
การหาเมทริกซผกผันในข้ันตอนหาฟงกชั่นรูปราง (Shape Function)  
ข้ันตอนในการเตรียมขอมูลก็เพียงแตกําหนดจุดข้ัวลงไปในระบบเทานั้น 
ดังรูปที่ 2 

2 
norm was found to be 1.82%  

  
รูปที่ 2 การใชวิธีไรโครงตาขายมาเปนวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณ 

 
2. ทฤษฎี 

คํานํา1. 
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การคํานวณดวยวิธีไรโครงตาขายจะใชหลักการแบบเดียวกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  ตางกันตรงที่วิธีน้ีจะไมใชโครงตาขายเพื่อการคํานวณ  
แตจะยึดถือการคํานวณที่จุดข้ัวแทน  พิจารณา รูปที่ 3 ถาปญหาแผน
แบนที่มีขอบเขต  มีเงื่อนไขที่ขอบเขต  และมีแรงภายนอก

กระทําที่  
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4.  ฟงกชันรูปรางมีคุณสมบัติยอนกลับ (Possesses 
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รูปที่ 3 ปญหาแผนแบนที่พิจารณา 

 
การคํานวณจะเริ่มจากการเตรียมขอมูลดังน้ี 
1.  กําหนดจุดข้ัวลงในขอบเขต Ω  ทั้งภายในและที่ขอบ 
2.  สรางโครงตาขายเบ้ืองหลัง (Background Mesh) ในภาพ

แสดงดวยเสนประ ซ่ึงโครงตาขายเบ้ืองหลังจะอยูบนจุดข้ัวหรือไมอยูบน
จุดข้ัวก็ได 

3.  สรางฟงกชันรูปรางที่จุดข้ัวในขอบเขตที่กําหนด (Support 
Domain) 

4.  แทนฟงกชันรูปรางลงในสมการเพื่อหาเมทริกซความแข็งตึง
และแรง 

5.  ทําการอินทิเกรดเมทริกซความแข็งตึงภายใตโครงตาขาย
เบ้ืองหลัง  และอินทิเกรดเมทริกซแรงในขอบเขต  tΩ

6.  แกสมการเมทริกซ [ ]{ } {bxA = } เพื่อหาระยะกระจัดของ   
จุดข้ัว 

7.  จากระยะขจัดของจุดข้ัว  ทําการคํานวณความเครียดและ
ความเคนที่จุดเกาสตาง ๆ 

จากวิธีการคํานวณจะเห็นวามีข้ันตอนการคํานวณที่เหมือนกับวิธี
ไฟไนตเอลิเมนต  จะตางกันตรงที่ฟงกชันรูปรางและการอินทิเกรด
เทานั้นที่มีวิธีการที่แตกตางกัน 
 
2.1  การหาฟงกชันรูปราง (Shape Function) 

ส่ิงสําคัญอันดับแรกในการคํานวณดวยวิธีไรโครงตาขายคือ  การ
หาฟงกชันรูปรางที่เหมาะสมสําหรับการประมาณคาการเคลื่อนตัวของ
จุดข้ัว ณ ตําแหนงใด ๆ ใน  ซ่ึงฟงกชันรูปรางจะตองมีคุณสมบัติ
อยางนอย 5 ขอดังน้ี 

Ω

1.  ฟงกชันรูปรางเปนเชิงเสนที่ไมข้ึนกับขอบเขตที่พิจารณาจาก
จุดข้ัวในขอบเขตที่กําหนด (Support Domain) 

2.  ฟงกชันรูปรางเปนโครเนคเกอรฟงกชัน 
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3.  ฟงกชันรูปรางเปนพารททิชันออฟยูนิตี (Partition of unity) 

5.  ฟงกชันรูปรางสามารถหาอนุพันธได 
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3.  วิธีการวิจัย 
3.1  การคํานวณหาเมทริกซความแข็งตึง   

การคํานวณเมทริกซความแข็งตึงยอยของแตละโครงตาขาย
เบ้ืองหลังในงานวิจัยน้ีใชโครงตาขายเบื้องหลังเปนรูปสามเหลี่ยม
เพื่อที่จะไดใชเปรียบเทียบกับวิธีไฟไนตเอลิ เมนตได  พิจารณา
สามเหลี่ยมแรกที่จะคํานวณประกอบดวยจุดตอ 1,2,3 กําหนดจุด x 
ใดๆ ในสามเหลี่ยมน้ีโดยการกําหนดเปนจุดเกาส (Gauss Point)  

 
3.2  การหาจุดศูนยกลางวงกลมลอม (Circumcenter)   

จากจุด x ที่กําหนดจะทําการหาสามเหลี่ยมเพ่ือนบานกอนโดยการ
เทียบกับระยะทางจากจุดศูนยกลางวงกลมของสามเหลี่ยม และจุด
ศูนยกลางวงกลมลอมคือ ( )21 ,vvvv =   โดยใหจุดข้ัว 1 เปน a จุดข้ัว 2 
เปน b และจุดข้ัว 3 เปน c ได 

, ,        (4) ),(),( 21 aaayxa = ),(),( 21 bbbyxb = ),(),( 21 cccyxc =

 
( )( ) ( )( )

D
cacbcbcbcacav 22

2
2

2
2

2
1

2
122

2
2

2
2

2
1

2
1

1
−−+−−−−+−

=       (5) 

( )( ) ( )( )
D

cbcacacacbcb
v 22

2
2

2
2

2
1

2
122

2
2

2
2

2
1

2
1

2
−−+−−−−+−

=     (6) 

 
เม่ือ D คือสองเทาของพื้นที่สามเหลี่ยม abc  และมีคาเปน 

    (7) ( )( ) ( )( )[ ]221122112 cacbcbcaD −−−−−=

 
อนุพันธของจุดศูนยกลางของวงกลมโวโรนอยคือ 
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รูปที่ 3 การหาจุดศูนยกลางวงกลมลอมของสามเหลี่ยมยอย 

 

3.3  การหาสามเหลี่ยมที่ใกลเคียง 
สามเหลี่ยมที่ใกลเคียงของจุด x ใด ๆ หาจาก 

22 Rxv <−               (12) 

โดยที่ R2 เปนรัศมีวงกลมลอมรอบ (Circumradius) 

( ) ( 2
22

2
11

2 vavaR −+−= )            (13) 
สามเหลี่ยมใดที่สอดคลองตามสมการ (12) จะถือวาเปน

สามเหลี่ยมเพื่อนบานและจุดข้ัวของสามเหลี่ยมน้ันจะถูกนํามาคํานวณ
ฟงกชันรูปรางรวมกับจุด x 

 
รูปที่ 4 สามเหลี่ยม 134 เปนสามเหลี่ยมเพ่ือนบานของจุด x   

เน่ืองจากระยะหางระหวาง V134 กับ x นอยกวารัศมีของวงกลม 
 

3.4  การสรางสามเหลี่ยมยอยจากจุด x 
จากจุด x ที่กําหนดซึ่งอยูในสามเหลี่ยม 123 จะสรางสามเหลี่ยม

ข้ึนมา 3 รูปดังน้ี  สามเหลี่ยม 23x ซ่ึงมี c23x เปนจุดศูนยกลางวงกลม
ลอม,   สามเหลี่ยม 31x ซ่ึงมี c31x เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอมและ
สามเหลี่ยม 12x ซ่ึงมี c12x เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอม 

สําหรับสามเหลี่ยม 123 มีจุด v123 เปนจุดศูนยกลางวงกลมลอม  
ดังน้ันสรางสามเหลี่ยมข้ึนมาใหม 3 รูป จากจุดศูนยกลาง c12x, c23x, 
c31x และ v123 ได 

สามเหลี่ยม c23xc31xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 1 
สามเหลี่ยม c12xc31xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 2 
สามเหลี่ยม c12xc23xv123  สําหรับฟงกชันรูปรางของจุดตอ 3 

 
รูปที่ 5 การสรางสามเหลี่ยมข้ึนมาใหม 3 รูป  
จากจุดศูนยกลาง c12x, c23x, c31x และ v123 

 
ดังน้ันพื้นที่ของสามเหลี่ยมทั้ง 3 รูปจะคํานวณไดจาก 
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kjmmit
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ψ
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และอนุพันธของพ้ืนที่ของสามเหลี่ยมเปน 

( ) ( )( ) ( )( )
2

22112211 cacbcbca
AxAit

−−−−−
==          (15) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

,122,211
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−+−
==        

           ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2

,122,211 xbcxaxacxb mm −−−
−     (16) 

 
พื้นที่ของสามเหลี่ยมยอยใด ๆ คือ   และฟงกชันรูปรางคือ ( )xAi

( ) ( )
( )xA
xAx i

i =φ                   (17) 

 
และอนุพันธของฟงกชันรูปรางคือ 

( ) ( ) ( ) ( )
( )xA

xAxxA
x mimi

mi
,,

,
φ

φ
−

=            (18) 

( ) ( )∑
=

=
n

i
i xAxA

1

             (19) 

( ) ( )∑
=

=
n

i
mim xAxA

1
,,

             (20) 

 
จากสมการของบับนอฟ-กาเลอรกิน 

[ ]{ }( ) [ ][ ]{ } { } { } { } { } 0=Γ−Ω−Ω∫ ∫ ∫
Ω Ω Γt

dtudbuduLcuL TTT δδδ      (21) 

 
การประมาณคาการเคลื่อนตัวที่ x ใด ๆ คือ 

( ) ( )∑
=

=
n

i
ii

h uxxu
1
φ              (22) 

( ) ( )∑
=

=
n

i
ii

h vxxv
1

φ              (23) 

เม่ือแทนลงในสมการ (21) จะทําใหไดเมทริกซความแข็งตึงและเมทริกซ
แรงเปน 

[ ] [ ] [ ][ ]∫Ω Ω= dBcBK j
T

iij
            (24) 
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4 จุด 12 จุด 25 จุด

วิธีเอลิเมนตธรรมชาติ วิธีไฟไนตเอลิเมนต

คาความผิดพลาดของการเคลื่อนท่ีของจุดขั้ว (%) 

 
โดยที ่
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4. ผลการวิจัย 

ในการคํานวณจะทําการคํานวณโครงสรางแผนแบนแบบตาง ๆ 
โดยมีการคํานวณความผิดพลาดเปรียบเทียบกับทฤษฎี  โดยคาของ
ความผิดพลาดแสดงเปนความผิดพลาดของพลังงานเฉลี่ย (Energy 
Norm) 

 
รูปที่ 7 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว 

ของแผนแบน 
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4 จุด 12 จุด 25 จุด

วิธีเอลิเมนตธรรมชาติ วิธีไฟไนตเอลิเมนต

คาความผิดพลาดของพลังงานเฉล่ีย (%) 

โดยที่  { }tε  เปนความเครียดทางทฤษฎีและ { }aε  เปนความเครียดที่

คํานวณได   
และความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว (L2 Norm) 
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 โดยที่ ut และ vt เปนระยะกระจัดทางทฤษฎี  สวน ui และ vi เปนระยะ
กระจัดที่คํานวณไดจากคํานวณ 

รูปที่ 8 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลี่ย 
ของแผนแบน 

  
4.1 แผนแบน 4.2 แผนแบนเจาะรู 

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 4, 12 และ 25 จุดข้ัว  
โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิเมนต
ธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 6 

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 22, 41 และ 108 จุด
ข้ัว  โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิ
เมนตธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 9 

  รูปที่ 6 แผนแบนที่มีจุดข้ัว 25 จุด รูปที่ 9 แผนแบนเจาะรูที่มีจุดข้ัว 41 จุด  
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22 จุด 41 จุด 108 จุด

วิธีเอลิเมนตธรรมชาติ วิธีไฟไนตเอลิเมนต

คาความผิดพลาดของการเคลื่อนท่ีของจุดขั้ว (%) 
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12 จุด 21 จุด 33 จุด

วิธีเอลิเมนตธรรมชาติ วิธีไฟไนตเอลิเมนต

คาความผิดพลาดของการเคลื่อนท่ีของจุดขั้ว (%) 

  
รูปที่ 10 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว รูปที่ 13 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของการเคลื่อนที่ของจุดข้ัว 

ของแผนแบนเจาะรู ของคานภายใตโมเมนตดัด 
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คาความผิดพลาดของพลังงานเฉล่ีย (%) 
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12 จุด 21 จุด 33 จุด

วิธีเอลิเมนตธรรมชาติ วิธีไฟไนตเอลิเมนต

คาความผิดพลาดของพลังงานเฉล่ีย (%) 

  
รูปที่ 14 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลีย่ รูปที่ 11 กราฟแสดงคาความผิดพลาดของพลังงานเฉลีย่ 

ของคานภายใตโมเมนตดัด ของแผนแบนเจาะรู 
  

5. สรุป 4.3 คานภายใตโมเมนตดัด 
จากผลการวิจัยพบวาวิธีเอลิเมนตธรรมชาติจะใหผลการคํานวณที่

ผิดพลาดนอยกวาวิธีไฟไนตเอลิเมนต  สําหรับกรณีของแผนแบนจะ
พบวาวิธีไฟไนตเอลิเมนตใหผลที่ดีกวาแตเม่ือเปรียบเทียบคาแลวถือวา
ไมตางกันมากนัก  

จากการคํานวณ 3 ตัวอยาง  มีจํานวนจุดข้ัว 12, 21 และ 33 จุด
ข้ัว  โดยทําการคํานวณเปรียบเทียบระหวางไฟไนเอลิเมนตและวิธีเอลิ
เมนตธรรมชาติไดผลดังรูปที่ 12 
 

 
กิตติกรรมประกาศ 

การจัดทําวิทยานิพนธฉบับน้ี ผูเขียนขอกราบขอบพระคุณอาจารย
ที่ปรึกษาวิทยานิพนธ รองศาสตราจารย ดร.ศิริศักดิ์  หาญชูวงศ  ที่ได
ใหความรู ใหคําแนะนํา ใหคําปรึกษา และขอคิดเห็นตางๆ ของการวิจัย
แลวเสร็จไปดวยดี  
 
 

  รูปที่ 12 คานภายใตโมเมนตดัดที่มีจุดข้ัว 12 จุด 
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