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บทคดัย่อ 

งานวจิยัชิ้นน้ีเป็นการวเิคราะห์เชงิทฤษฎสีําหรบัปญัหาของการ
ฟรซีซิง่วสัดุทีม่กีารเปลีย่นเฟส(Phase change material) เมื่อมกีาร
ถ่ายเทความร้อนข้ามขอบเขตที่เคลื่อนที่โดยให้น้ําเป็นวสัดุที่มีการ
เปลีย่นเฟส การศกึษาเริม่ตน้จากการสรา้งแบบจาํลองทางคณิตศาสตร์
ในรปูของสมการอนุพนัธย์่อย ประกอบไปดว้ย สมการการนําความรอ้น 
(Heat conduction equation) ในแต่ละเฟส และสมการการเคลื่อนทีข่อง
ผวิฟรซีซิง่(Moving boundary equation) หลงัจากนัน้นําสมการเหล่านี้
ม าประยุกต์ ใช้กับ เทคนิควิธีการแปลงพิกัดแกน  (Coordinate 
transformations) ทีอ่ยู่บนพืน้ฐานของวธิแีปรผนัระยะกรดิ (Variable 
space grid method) และวธิกีารกําหนดขอบเขตแบบคงที ่(Boundary 
fixing method) และใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขหาผลเฉลยของสมการ
ทัง้หมด โดยอยู่บนพื้นฐานของวธิไีฟไนต์ดิฟเฟอร์เรนซ์ (Finite-
difference method)  เพือ่ทาํนายการกระจายของอุณหภูมภิายในวสัดุ
และการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่(Freezing front) ทีเ่วลาต่างๆ ในระบบ
หน่ึงมติ ิและทําการเปรยีบเทยีบการเคลื่อนที่ของผวิฟรซีซิง่ที่ได้จาก
การทํานายดว้ยวธิแีปรผนัระยะกรดิ  วธิกีารกําหนดขอบเขตแบบคงที ่
และผลเฉลยแมน่ตรง (Exact solution)   

จากการศกึษาพบวา่อตัราการเกดิผวิฟรซีซิง่มลีกัษณะเป็นแบบไม่
เชงิเสน้สงูในชว่งแรกของกระบวนการ  นอกจากนี้เมือ่เปรยีบเทยีบค่าที่
ไดจ้ากการทาํนายกบัค่าทีไ่ดจ้ากสมการแมน่ตรงพบวา่มคีา่ทีส่อดคลอ้ง
กนั องค์ความรูท้ ีไ่ดจ้ากการวเิคราะห์สามารถนําไปใชป้ระโยชน์ไดท้ัง้
เป็นความรูพ้ ืน้ฐานใหก้บังานวจิยัในระดบัทีส่งูขึน้ และเป็นประโยชน์ต่อ
งานทางวศิวกรรมที่หลากหลาย ซึ่งมคีวามสําคญัทัง้ยงัเกี่ยวขอ้งกบั
ชีวิตประจําวัน เช่น การแข็งตัวในกระบวนการหล่อขึ้นรูปโลหะ 
กระบวนการถนอมอาหาร วศิวกรรมถนอมเนื้อเยื่อทางการแพทย ์เป็น
ตน้ 
คาํสาํคญั : วสัดุทีม่กีารเปลีย่นสถานะ  ขอบเขตทีเ่คลื่อนที ่ ผลเฉลย
แมน่ตรง  วธิแีปรผนัระยะกรดิ  และ วธิกีารกาํหนดขอบเขตแบบคงที ่
 

Abstract 
This paper focuses on the theoretical analysis of freezing 

process  in phase change material which considers the moving 
boundary as the main parameter.  In this study,  water is 
considered as the phase change material. The formulation of 
partial differential equations is performed consisting heat conduc-
tion equation in each phase and moving boundary equation 
(Stefan equation). The variable space grid method and the boun-
dary fixing method are then applied to these equations. The 
transient heat conduction equations and Stefan condition are 
solved by using the finite difference method. A one-dimensional 
freezing model is the then validated against the available analy-
tical solution. The effect of constant temperature heat source on 
freezing rate and location of freezing front at various times is 
studied in detail. 

It is found that the nonlinearity of freezing rate occurs for a 
short time.  The successful comparison with numerical solution 
and analytical solution should give confidence in the proposed 
mathematical treatment, and encourage the acceptance of this 
method as useful tool for exploring practical problems such as 
solidification of alloys, food preservation process, cryopreserva-
tion of engineering tissues, and any others.   
 
1. บทนํา 

ปญัหาที่ทําการศึกษาจะเกี่ยวข้องกับการเปลี่ยนเฟสของสาร 
(phase change) ลกัษณะการเคลื่อนตวัของผวิฟรซีซิง่(Freezing front) 
การกระจายของอุณหภูมภิายในวสัดุที่มีการเปลี่ยนแปลงเฟส (น้ํา)  
ของกระบวนการฟรซีซิง่(กระบวนการแขง็ตวั) ในการศกึษาจะต้อง
อาศยัองคค์วามรูใ้นหลายสาขาเขา้ดว้ยกนั กล่าวคอื ความรูท้างดา้น
การถ่ายเทความรอ้นและมวลสาร  กลศาสตรข์องไหล และวสัดุศาสตร ์
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รวมจนถงึ คณิตศาสตร์ชัน้สูงควบคู่กบัระเบยีบวธิเีชงิคํานวณทาง
ตวัเลขชัน้สูง  เพื่อหาคําตอบของปญัหาทีม่คีวามไม่เป็นเชงิเสน้สูง 
(Strongly non-linear problem) นอกเหนือจากนี้ยงัคาบเกีย่วกบัปญัหา
ในลกัษณะทีม่กีารเคลื่อนตวัของขอบเขต(Moving boundary problem) 
ซึ่งการวิเคราะห์ในเชิงทฤษฏีจะต้องอาศัยเทคนิคการแปลงพิกัด
(Coordinate transformation) และการประดษิฐโ์ปรแกรมคอมพวิเตอร์
ทีม่คีวามแม่นยําและมสีมรรถนะสงู ปญัหาของการเปลีย่นแปลงเฟส
สามารถพบเห็นได้โดยทัว่ไปในธรรมชาติและในระบบทางด้าน
วศิวกรรม เชน่ การแขง็ตวัในกระบวนการหล่อขึน้รปูโลหะ กระบวนการ
ถนอมอาหาร วศิวกรรมถนอมเนื้อเยือ่ทางการแพทย ์เป็นตน้ 

เริม่ตน้จากปี ค.ศ. 1860 Neumann ( H.S. Carslaw and J.C. 
Jaeger,1959), ( J.C. Muehlbauer and J.E. Sunderland 1965 )  ได้
ทําการศกึษาปญัหาการเปลี่ยนแปลงเฟส (กรณี 1-phase change 
problem) สําหรบัเงื่อนไขขอบเขตที่มอุีณหภูมคิงที่จนสามารถหาคํา 
ตอบของปญัหาทีอ่ยู่ในรปูของผลเฉลยแม่นตรงในกรณี 1 มติไิดส้ําเรจ็  
ต่อมาในปี ค.ศ. 1889 Stefan (L.I. Rubinstein , 1971) ไดศ้กึษาปญัหา
เพิม่เตมิจนสามารถหาผลเฉลยในกรณี 2-phase-change problem ได้
เช่นกนั กล่าวไดว้่านักวจิยัทัง้สองคนนี้ถอืเป็นจุดเริม่ต้นของการศกึษา
ปญัหาการของเปลี่ยนแปลงเฟสในยุคต่อมา  ซึ่งทําให้สามารถหาผล
เฉลยแมน่ตรงไดห้ลากหลายวธิ ีเช่น วธิ ี Neumann’s Solution (John 
Crank, 1981), วธิ ีSimilarity Transformation Method (H.S. Carslaw 
and J.C. Jaeger , 1959) , ( A.B. Taylor , 1974 )  หรอืวธิ ีHeat 
Balance Integral Methods (T.R. Goodman , 1961) 

หลงัจากนัน้ต่อมาได้มกีารพฒันาเพื่อนําเสนอวธิกีารหาผลเฉลย
แบบใหม่ โดยใช้ระเบยีบวธิีเชงิตวัเลข เช่น Murray และ Landis 
(Murray , 1959)  ไดท้าํการเปรยีบเทยีบระหวา่งวธิแีปรผนัระยะกรดิ
(Variable space grid method) กบัวธิกีําหนดระยะกรดิแบบคงที ่
(Fixed space grid method) พบวา่วธิแีรกจะมคีวามแม่นยาํมากกว่า 
เน่ืองจากมคี่าความคลาดเคลื่อนขณะเริม่ต้นน้อยกว่า  Mastanaiah 
(1976) ได้ศึกษากระบวนการเปลี่ยนแปลงเฟสโดยใช้วธิี Taylor 
forward projection method และทาํการเปรยีบเทยีบกบัค่าทีไ่ดจ้ากการ
วเิคราะหผ์ลเฉลยแม่นตรงพบวา่มคีวามสอดคลอ้งและใกลเ้คยีงกนัของ
ค่าทัง้สอง  Rattanadecho (2004) ไดศ้กึษาเชงิทฤษฎแีละเชงิทดลอง
ของกระบวนการทาํแขง็ในเกรนูลารแ์พคเบดทีไ่ม่อิม่ตวั ในระบบ 1 มติ ิ
ซึง่แบบจาํลองของกระบวนการทาํแขง็ทีท่าํศกึษาจะใชเ้ทคนิคการแปลง
พิกัดแกนที่อยู่บนพื้นฐานของวิธีการกําหนดขอบเขตแบบคงที ่
(Boundary fixing method) ซึง่พบว่าอตัราการดูดซมึของน้ําในโซน
ของแขง็ในกระบวนการทําแขง็จะมคีวามสมัพนัธ์กบัฟลกัซ์ความรอ้น
ของการฟรซีซิง่และคา่ความอิม่ตวัของน้ําทีผ่วิเชือ่มต่อระหวา่งเฟส และ
คา่ทีไ่ดจ้ากการทาํนายจะสอดคลอ้งกบัผลทีไ่ดจ้ากการทดลองเป็นอย่าง
ด ี ชยานนท ์เสรฐิธกุิล และ ผดุงศกัดิ ์รตันเดโช (2550) ไดใ้ชร้ะเบยีบ
วธิเีชงิตวัเลขแกป้ญัหาการทาํละลาย(กรณีวสัดุพรุนแบบอิม่ตวั) โดยใช้
เทคนิควธิแีปรผนัระยะกรดิ  และทาํการเปรยีบเทยีบกบัค่าทีไ่ดจ้ากการ
วเิคราะห์ผลเฉลยแม่นตรงพบว่ามคีวามใกล้เคยีงและสอดคล้องไปใน
ทศิทางเดยีวกนั 

ในงานวจิยัฉบบัน้ีไดนํ้าเทคนิควธิกีารแปลงพกิดัแกน(Coordinate- 

transformations)  ทีอ่ยู่บนพืน้ฐานของวธิแีปรผนัระยะกรดิ (Variable- 
space grid method) และวธิกีารกําหนดขอบเขตแบบคงที ่(Boundary 
fixing method) จากนัน้ใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขหาผลเฉลยของสมการที่
เกี่ยวข้องเพื่อทํานายการกระจายของอุณหภูมิภายในวสัดุและการ
เคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่(Freezing  front) ทีเ่วลาต่างๆ  ในระบบ 1 มติ ิ 
และทาํการเปรยีบเทยีบการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่ทีไ่ดจ้ากการทาํนาย
ดว้ยวธิแีปรผนัระยะกรดิ  วธิกีารกาํหนดขอบเขตแบบคงที ่และผลเฉลย
แมน่ตรง (Exact solution )   
 
2.  แบบจาํลองทางคณิตศาสตร ์

ลกัษณะของแบบจําลองที่จะทําการศึกษาคอื  จะทําการระบาย
ความรอ้นวสัดุที่เปลี่ยนแปลงเฟส(น้ํา) ที่อุณหภูมติ่างๆ ส่วนลกัษณะ
การเคลื่อนที่ของผวิฟรซีซิง่จะทําการพจิารณาในระบบ 1 มติ ิทศิทาง
แกน x  และมกีารถ่ายเทความรอ้นเฉพาะแกนที่พจิารณาเท่านัน้ ซึ่ง
วสัดุทีใ่ชใ้นการศกึษามคีวามยาวทัง้หมดเท่ากบั 10 เซนตเิมตร  โดยใน
ที่น้ีเพื่อความสะดวกในการวิเคราะห์จะพิจารณาให้มีชัน้ของโซน
ของแขง็เน่ืองจากการฟรซีซิง่เกดิขึน้ตัง้แต่ตน้ 

จากรูปที่ 1  แสดงให้เหน็ถงึเสน้การเปลี่ยนแปลงอุณหภูมทิัง้ใน
โซนของแขง็และโซนของเหลว โดยทีก่ารเปลีย่นแปลงอุณหภูมใินโซน
ของแขง็จะอยูใ่นรปูฟงักช์นั T1  และในโซนของเหลวจะอยู่ในรปูฟงักช์นั 
T2 โดยที ่To คอืค่าอุณหภูมทิีจุ่ดเริม่ตน้ของวสัดุทีม่กีารเปลีย่นแปลง
เฟส ซึ่งมคี่าเป็นบวกและคงที่ Ts คอืค่าอุณหภูมทิี่ป้อนให้แก่วสัดุ

ดา้นบน  Tf  คอืคา่อุณหภมูทิีต่าํแหน่งผวิฟรซีซิง่  และทีต่ําแหน่ง x = ε 
เป็นระยะที่บอกตําแหน่งของผวิฟรซีซิ่ง  ซึ่งจะค่อยๆ เคลื่อนที่ไปใน
แนวแกน  x เมื่อเวลาเพิม่ขึ้น ในที่น้ีกําหนดให้ 1 แทนโซนที่เป็น
ของแขง็ และ 2 แทนโซนทีเ่ป็นของเหลว 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

รปูที ่1.  แสดงลกัษณะแบบจาํลองทางกายภาพของปญัหา 
 

จากแบบจาํลองทางกายภาพ (Physical model) ทีจ่ะทาํการศกึษา
จะอยูภ่ายใตเ้งือ่นไขของสมมตฐิานดงัน้ี 

Ts  

Frozen layer 

Unfrozen layer  

  
dt

dε   

x 

T 
TO = constant Tf = 0 Ts < Tf  

Moving Boundary 

x = ι  , TL > Tf 

x = ε 

T1= f1(x,t) 

ε 

T2 = f2(x,t) 

T1 

T2 

x1 

x2 

Release of latent 
heat 
 f f i   



รวมบทความวชิาการ  เล่มท่ี 4 การประชุมวชิาการเครือข่ายวศิวกรรมเคร่ืองกลแห่งประเทศไทยครังท่ี 22                                                                       141 

 

1)  พจิารณาในระบบ 1 มติ ิ
2)  หุม้ฉนวนบรเิวณทีอ่ยูโ่ดยรอบของชิน้ทดสอบยกเวน้ดา้นทีใ่ห ้
     โหลด  
3)  ไมพ่จิารณาการพาความรอ้นในโซนของเหลว 

4)  ไมค่าํนึงถงึการเปลีย่นแปลงปรมิาตรเน่ืองจากการฟรซีซิง่ 
ในสว่นของเงือ่นไขของระบบทีใ่ชใ้นการวเิคราะห ์กาํหนดใหร้ะบบ

ทีพ่จิารณามเีงือ่นไขเริม่ตน้และเงือ่นไขขอบเขตดงัน้ี 
เงื่อนไขเร่ิมต้น 
 ทีต่าํแหน่ง   x > 0  ,  t =  0  ,  T1 = TO = constant    
เงื่อนไขขอบเขต 

 -  ทีต่าํแหน่ง x = 0  ,  t  ≥  0  ,  T1 = Ts   

 -  ทีต่าํแหน่ง x = ι = 0.1 m  ,  t  ≥  0  ,  0=
∂
∂

x
T

   

 -  ทีต่าํแหน่ง x = ε(t) , t > 0 , T1 = T2 = constant = Tf = 0  
 

จากกฎการอนุรกัษ์พลงังานเมื่อพจิารณาการนําความรอ้นทีผ่่าน
ปรมิาตรควบคุมใดๆ ในกรณีการถ่ายเทความรอ้นแบบหน่ึงมติสิามารถ
เขยีนสมการเชงิอนุพนัธ์เพื่อใชอ้ธบิายการถ่ายเทความรอ้นทัง้บรเิวณ
โซนของแขง็และโซนของเหลวในกรณ ี1 มติ ิไดด้งัน้ี 

 1)  สาํหรบัโซนของแขง็ (Frozen layer)  (0 < x < ε(t)) 
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2

1
1

x
T

t
T
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∂
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∂
∂

          (1) 

 2)  สาํหรบัโซนของเหลว(Unfrozen layer)  ( x > ε(t))  (ไม่
พจิารณาการพาความรอ้น) 
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 3)  สาํหรบัทีต่าํแหน่งของผวิฟรซีซิง่  (x = ε)    

พจิารณาตาํแหน่งของผวิฟรซีซิง่  x = ε   อุณหภมู ิ0 oC  จากนัน้

ทาํการสรา้งสตปิเลก็ๆ มคีวามหนา dε ทีเ่วลา dt ดงัรปูที ่2 ทีต่ําแหน่ง
น้ีการถ่ายเทความรอ้นเป็นไปแบบต่อเน่ือง  ซึง่ความรอ้นทีถ่่ายเทจาก
โซนของเหลวโดยการนําผา่นพืน้ผวิทีม่อุีณหภูมคิงทีไ่ปยงัโซนของแขง็
ของวสัดุทีม่กีารเปลีย่นแปลงเฟส  จากกฎของการอนุรกัษ์พลงังาน จะ
ได ้

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2.  แสดงการสมดุลพลงังานทีผ่วิฟรซีซิง่ 
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อตัราการเคลื่อนทีข่องขอบเขตของผวิฟรซีซิง่  หาไดจ้าก 
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3  การแปลงพิกดัแกน 
 เน่ืองจากปญัหาทีท่ําการศกึษาในครัง้น้ีเป็นปญัหาไม่เชงิเสน้ ซึ่ง
จะเกี่ยวขอ้งกบัการเปลี่ยนแปลงเฟสและการเคลื่อนตวัของขอบเขต 
ดงันัน้ในการวเิคราะหจ์ะเกีย่วขอ้งกบัการแปลงพกิดัแกน 

3.1  การแปลงพิกดัแกนท่ีอยู่บนพืนฐานของวิธีแปรผนั
ระยะกริด 

จากรูปที่ 3  จะเหน็ว่าเมื่อเวลาผ่านไป ทีจุ่ดหรอืตําแหน่งใดๆ ที่
พจิารณาจะมอุีณหภูมเิพิม่ขึน้ในขณะเดยีวกนัตําแหน่งก็จะเปลี่ยนไป
จากตําแหน่งเดมิ ซึง่เมือ่อาศยัหลกัการของการแปลงพกิดัแกนทีอ่ยู่บน

พื้นฐานของวธิแีปรผนัระยะกรดิจะได้ผลต่างของอุณหภูม(ิΔT)  มคี่า
ดงัน้ี  
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รปูที ่3. แสดงลกัษณะแนวโน้มอุณหภมูทิีเ่ปลีย่นแปลงไป ณ  
ตาํแหน่งใดๆ ในแนวแกน x  ที ่เวลาต่างกนั 

 
หลงัจากนัน้พจิารณาหลกัการของวธิแีปรผนัระยะกรดิ  ซึง่ถอืเป็น

วธิกีารหนึ่งในการทําใหก้รดิทีส่รา้งขึน้เคลื่อนทีไ่ปตามผวิรอยต่อทีเ่กดิ
การเปลี่ยนแปลงเฟส ซึ่งสามารถอธบิายได้ดงัน้ี  ในขณะทีผ่วิฟรซีซิง่
เกดิการเคลื่อนตวัระยะหา่งของกรดิภายในทัง้สองเฟสจะเกดิการเคลื่อน 
ทีไ่ปตามแนวแกน  ซึง่ทัง้สองบรเิวณอตัราการเคลื่อนทีข่องระยะกรดิจะ

ไมเ่ท่ากนัโดยที ่ณ เวลาใดๆจะกําหนดใหบ้รเิวณเฟสของแขง็(x <ε(t)) 

จะมรีะยะห่างระหว่างกรดิตามความสมัพนัธ์  Δx1=ε/n1 ซึ่งจะมี

x 
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แนวโน้มทีร่ะยะห่างระหว่างจุดลดลงเมื่อเวลาผ่านไป เช่น เดยีวกนักบั

บรเิวณเฟสของเหลว (x>ε(t)) ความสมัพนัธข์องระยะห่างระหวา่งกรดิ

คอื Δx2 = (ι-ε)/n2 ซึง่จะมแีนวโน้มระยะห่างระหวา่งจุดมากขึน้โดย
พจิารณาไดจ้ากรปูที ่ 4 

จากรปูที ่4 เมือ่พจิารณาตัง้แต่ระยะ x = 0 ถงึระยะ x=ε จะพบวา่
อตัราการเคลื่อนทีข่องแต่ละกรดิภายในจะมคีวามสมัพนัธก์บัอตัรา 
การเคลื่อนทีข่องผวิรอยต่อระหวา่งเฟส ดงัน้ี 

n
dt
d

i
dt
dx ε

=   

 กล่าวคอื อตัราการขยายตวัของผวิฟรซีซิง่ทีเ่คลื่อนทีไ่ปทางขวา 

(dε/dt) หารดว้ยระยะที ่fixed ดา้นซา้ยไปจนถงึระยะของผวิฟรซีซิง่

(n1Δx) ยอ่มมคีา่เทา่กบัอตัราการเคลื่อนที ่ dx/dt ณ จุดใดๆ ทีเ่คลื่อนที่
ไปทางขาวมอืหารดว้ยระยะจากดา้นที ่fixed ดา้นซ้ายไปจนถงึจุดที่

พจิารณา (i1Δx) ดงันัน้ 

  
dt
d

n
i

dt
dx ε

=           (7) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่4.  แสดงวธิกีารแปรผนัระยะกรดิ 
 

จากสมการที ่ (1) (6) และ (7) จะไดส้มการความรอ้นในรปูทัว่ไป

สาํหรบัโซนของแขง็ (Frozen layer)  (0 < x < ε(t))   ดงัน้ี 
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 จากนัน้เมือ่พจิารณาตัง้แต่ระยะ x = ε  ถงึระยะ  x = ι จะพบวา่
อตัราการเลื่อนที่ของแต่ละกรดิภายในจะมคีวามสมัพนัธ์กบัอตัราการ
เคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่ ดงัน้ี  

  
222 n

dt
d

in
dt
dx ε

=
−

 

กล่าวคอือตัราการขยายของผวิฟรซีซิ่งที่เคลื่อนที่ไปทางขวา (dε/dt) 

หารดว้ยระยะจากตําแหน่งผวิฟรซีซิง่ถงึปลายดา้นที ่x=ι  ซึ่งมคี่า

เทา่กบั (ι-ε) และมคีา่เทา่กบั(n2Δx) ยอ่มมคีา่เทา่กบัอตัราการเคลื่อน 

ที ่ dx/dt  ของผวิฟรซีซิง่ใดๆ ทีเ่คลื่อนทีไ่ปทางขาวมอืหารดว้ยระยะ

ตัง้แต่ผวิฟรซีซิง่ใดๆ ถงึปลาย x=ι  ซึง่มคีา่เทา่กบั ((n2-i2) Δx)  
จากความสมัพนัธต์่างๆ จะไดส้มการดงัน้ี  

  
dt
d

n
in

dt
dx ε−

=
2

22        (9) 

 จากสมการที ่(2) (6) และ (9) จะไดส้มการความรอ้นในรูปทัว่ไป  

สาํหรบัโซนของเหลว (Unfrozen layer)  ( x > ε(t)) ดงัน้ี 
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 สมการการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่  จากสมการที ่(4) 
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3.2  การแปลงพิกดัแกนท่ีอยู่บนพืนฐานของวิธีกาํหนด

ขอบเขตแบบคงท่ี   
 การวเิคราะหเ์ชงิทฤษฎสีาํหรบัปญัหาเกี่ยวกบัการเคลื่อนตวัของ
ขอบเขตโดยใชเ้ทคนิคการแปลงพกิดั (Coordinate transformation)  
ซึ่งเป็นการแปลงปญัหาดังกล่าวให้อยู่ในรูปของขอบเขตแบบคงที ่
(Fixing boundary problem)  ระหวา่งขอบเขตและขอบเขตของการ
เคลื่อนตวั  ผลของการแปลงพกิดัทําใหส้มการพืน้ฐานมคีวามซบัซ้อน
ขึน้แต่วธิหีาผลเฉลยของปญัหาไดง้า่ยขึน้  รายละเอยีดของเทคนิคการ
แปลงพกิดัแกนมรีายละเอยีดดงัน้ี 

สมการความรอ้นสาํหรบัโซนของแขง็ (Frozen Layer) การแปลง
พกิดัแกนในโซนของแขง็สามารถใชร้ะบบพกิดัดงัน้ี 

 

   (t) x  0          ,  
(t)
x    ε≤≤
ε

=η     (12) 

เมือ่ ε(t) เป็นระยะระหวา่งผวิทีไ่ดร้บัโหลดความเยน็ถงึผวิฟรซีซิง่  
เมื่อใช้เทคนิคการแปลงพิกัดแกนจะแปลงจากพิกัด (x,t) ไปเป็น  

η((x,t),t)  ดงันัน้จะไดต้วัดาํเนินการอนุพนัธ ์(Differential operators) 
ทีค่าบเกีย่วกบัการแปลงพกิดัแกน ซึง่สามารถเขยีนอยูใ่นรปูความ 
สมัพนัธท์างคณติศาสตรไ์ดด้งัน้ี 
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         เมือ่ ε&  เป็นคา่อนุพนัธข์องตาํแหน่งของผวิฟรซีซิง่เทยีบกบัเวลา   
จากสมการที ่(13) (14) และ สมการความรอ้นในโซนของแขง็สมการที ่
(1) สามารถเปลีย่นรปูสมการไดด้งัน้ี 
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 สมการความรอ้นสาํหรบัโซนของเหลว (Unfrozen Layer) 
 การแปลงพกิดัแกนในโซนของเหลวใชร้ะบบพกิดัดงัน้ี 
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จากสมการที ่(16) (17) และ สมการความรอ้นในโซนของเหลว
สมการที ่(2) สามารถเปลีย่นรปูสมการไดด้งัน้ี 
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สมการการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่ จากสมการที ่(4) สามารถเปลีย่นรปู
ของสมการไดด้งัน้ี 
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4.  รปูแบบสมการในระเบียบวิธีเชิงตวัเลข(Numerical Schemes) 

ในการศึกษาครัง้น้ีใช้ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่อยู่บนพื้นฐานวิธี
ผลต่างสบืเน่ือง (Finite differences method)  ซึง่เป็นวธิกีารประมาณ
ค่าของผลเฉลยโดยใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขวธิหีน่ึง  เพื่อหาอุณหภูมทิี่
เปลีย่นแปลงไปเนื่องจากการนําความรอ้นและลกัษณะการเปลีย่นแปลง
หรือการเคลื่อนที่ของผิวฟรีซซิ่ง  ซึ่งสามารถแสดงเป็นสมการของ
ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขไดด้งัน้ี 

 
4.1  จากการแปลงพิกดัแกนท่ีอยู่บนพืนฐานของวิธีแปรผนั

ระยะกริด 
1)  สมการความรอ้น สาํหรบัโซนของแขง็ จากสมการที ่(8) 
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2)  สมการความรอ้น สาํหรบัโซนของเหลว  จากสมการที ่(10) 
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3)  สมการการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่  จากสมการที ่(11) 
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4.2  จากการแปลงพิกดัแกนท่ีอยู่บนพืนฐานของวิธีกาํหนด
ขอบเขตแบบคงท่ี   

1)  สมการความรอ้น  สาํหรบัโซนของแขง็(Frozen  Layer)  จาก
สมการที ่(15) 
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2)  สมการความรอ้น สาํหรบัโซนของเหลว (Unfrozen  layer) 

จากสมการที ่(18) 
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3)  สมการการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่    จากสมการที ่(19) 
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 4.3  สาํหรบัเงื่อนไขในการคาํนวณทางระเบียบวิธีเชิงตวัเลข
มีดงันี   
 1)  กําหนดค่าเริม่ตน้ทีจ่าํเป็นเพือ่ใชใ้นการคาํนวณค่าต่างๆ เช่น 
คุณสมบตัิต่างๆ ทางความร้อน ตําแหน่งของผวิฟรซีซิ่งเริม่ต้น การ
กระจายตวัของอุณหภูมเิริม่ต้นเน่ืองจากกําหนดใหม้บีรเิวณชัน้บางๆ 
ของโซนของแขง็ขณะเริม่ต้นของกระบวนการเพื่อให้ง่ายต่อการเขยีน
โปรแกรม 

2)  กําหนดช่วงเวลา Δt  มคี่าเท่ากบั  1 วนิาท ีสําหรบัการ
คํานวณหาการเปลี่ยนแปลงอุณหภูมิและตําแหน่งของผิวเชื่อมต่อ
ระหวา่งเฟสหรอืผวิฟรซีซิง่ 
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 3)  จาํนวนกรดิทีส่รา้งทัง้หมด จาํนวน  150 จดุ 
 4)  กําหนดค่าความคลาดเคลื่อนที่ยอมรบัได้มคี่าเท่ากบั  10-6 
เพือ่หยุดการคาํนวณซํ้าของอลักอรทิมึทีส่รา้งขึน้ 
 
 
5.  ผลการวิเคราะหแ์ละวิจารณ์ผล 
 ผลทีไ่ดจ้ากการทาํนายโดยวธิรีะเบยีบเชงิตวัเลขทัง้สองวธิคีอื วธิี
แปรผนัระยะกรดิ (Variable space grid method : VSGM) และ วธิกีาร
กําหนดขอบเขตแบบคงที(่Boundary fixing  method : BFM) ทาํให้
ทราบถงึลกัษณะการกระจายของอุณหภูม ิการเคลื่อนตวัของผวิฟรซีซิง่ 
และอทิธพิลของอุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ก.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  Ts =  -10 oC 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ข.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นฟรซีซิง่  Ts =  -15 oC 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ค.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  Ts =  -20 oC 
 

รปูที ่5.  ลกัษณะการกระจายอุณหภมูแิละการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่ที่
เวลาต่างๆ  จากวธิแีปรผนัระยะกรดิ (Variable space grid method : 
VSGM) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ก.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  Ts =  -10 oC 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ข.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  Ts =  -15 oC 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ค.  อุณหภมูทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่  Ts =  -20 oC 
 

รปูที ่6.  ลกัษณะการกระจายอุณหภมูแิละการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่ที่
เวลาต่างๆ  จากวธิกีารกาํหนดขอบเขตแบบคงที(่Boundary Fixed  
Method : BFM) 
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 พจิารณาลกัษณะการกระจายของอุณหภูมแิละการเคลื่อนที่ของ
ผวิฟรซีซิง่ทีไ่ดจ้ากการทาํนายโดยระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขทัง้สองวธิคีอืวธิี
แปรผนัระยะกรดิและวธิกีารกาํหนดขอบเขตแบบคงทีด่งัแสดงในรปูที ่5  
และรปูที ่6  ตามลําดบั  พบวา่ทีอุ่ณหภูมทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่ใดๆ  เมื่อ
เวลาเพิม่ขึน้ระยะของผวิฟรซีซิง่กจ็ะมคี่าเพิม่ขึน้ และอตัราการเคลื่อนที่
ของผวิฟรซีซิง่ทีร่ะยะเวลาฟรซีซิง่น้อยๆ จะมคี่าสงูกวา่ทีเ่วลามากๆ ซึง่
อาจเกดิจากการทีโ่ซนของแขง็เพิม่ขึน้เป็นผลใหเ้กดิความตา้นทานของ
ความรอ้นทีต่อ้งระบายออกจากโซนของเหลวจะมคี่าลดลงทําใหอ้ตัรา
การเคลื่อนที่ของผวิฟรซีซิ่งลดลง และที่อุณหภูมฟิรซีซิง่มคี่าสูงๆ  
อตัราการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่จะเพิม่ขึน้ดว้ย 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่7. เปรยีบเทยีบการกระจายอุณหภูมแิละการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซี
ซิง่ทีเ่วลาต่างๆ  ระหว่างวธิแีปรผนัระยะกรดิ (VSGM) และ วธิกีาร
กาํหนดขอบเขตแบบคงที(่BFM) 

ในรปูที ่7 แสดงการเปรยีบเทยีบกระจายอุณหภมูแิละการเคลื่อนที่
ของขอบเขตผวิรอยต่อระหว่างเฟสทีเ่วลาต่างๆ  ระหว่างวธิแีปรผนั
ระยะกรดิ(VSGM) และวธิกีารกําหนดขอบเขตแบบคงที่(BFM) พบว่า
ผลทีไ่ดจ้ากการทาํนายทัง้สองวธิกีารนัน้มคีา่ทีส่อดคลอ้งกนั 

นอกจากนี้เพื่อทําการตรวจสอบความถูกตอ้งของระเบยีบวธิทีีท่ํา
การนําเสนอ จะทําการเปรยีบเทยีบผลทีไ่ดจ้ากการทํานายจากวธิกีาร
ทัง้สองและผลเฉลยแมน่ตรง (Exact solution) โดยในทีน้ี่จะใชผ้ลเฉลย
แมน่ตรง วธิ ีNeumann’s Solution 

ผลเฉลยของสมการสาํหรบัการหาตาํแหน่งของผวิฟรซีซิง่หาได้
จาก (Crank, J. 1984) 

 tm =ε       (25) 
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      (26) 

 
จากการเปรยีบเทยีบแสดงใหเ้หน็ถงึลกัษณะการเคลื่อนตวัของผวิ

ฟรซีซิง่ และอทิธพิลของระดบัอุณหภูมทิี่ฟรซีซิง่  ซึ่งผลเฉลยทัง้สาม
กรณ ี ดงัแสดงในตารางที ่1 
 

 

ตารางที ่1.  เปรยีบเทยีบตาํแหน่งของผวิฟรซีซิง่สาํหรบัผลทีไ่ดจ้ากระเบยีบวธิเีชงิตวัเลขและผลเฉลยแมน่ตรง 

t(sec) 
Ts = -10 oC Ts = -15 oC Ts = -20 oC 

Exact VSGM BFM Exact VSGM BFM Exact VSGM BFM 
600 0.0089038912 0.0087500000 0.0087107100 0.0109049951 0.0107100000 0.0106706200 0.0125920038 0.0123500000 0.0123015900 

1200 0.0125920038 0.0123400000 0.0122874800 0.0154219920 0.0151300000 0.0150651400 0.0178077825 0.0174500000 0.0173754900 

1800 0.0154219920 0.0151000000 0.0150364000 0.0188880056 0.0185200000 0.0184407200 0.0218099903 0.0213600000 0.0212718500 
2400 0.0178077825 0.0174300000 0.0173553000 0.0218099903 0.0213800000 0.0212876500 0.0251840075 0.0246600000 0.0245576500 
3000 0.0199097061 0.0194800000 0.0193989900 0.0243843104 0.0239000000 0.0237964100 0.0281565764 0.0275700000 0.0274529800 
3600 0.0218099903 0.0213400000 0.0212470100 0.0267116737 0.0261800000 0.0260648200 0.0308439840 0.0302000000 0.0300708400 

          

รปูที ่8 แสดงการเปรยีบเทยีบระยะการเคลื่อนตวัของผวิฟรซีซิง่
สําหรบัผลที่ได้จากวธิทีางตวัเลขทัง้สองวธิแีละผลเฉลยแม่นตรง  ณ 
อุณหภูมทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่ต่างๆ  ซึง่พบวา่อตัราการเคลื่อนตวัของผวิ
ฟรซีซิง่ทีอุ่ณหภูมทิีใ่ชใ้นการฟรซีซิง่ต่างๆ  ทัง้สามวธิจีะมคี่าใกลเ้คยีง
และสอดคลอ้งกนัซึง่แสดงใหเ้หน็วา่วธิกีารทีนํ่าเสนอนัน้มคีวามแมน่ยํา
และเชือ้ถอืได ้

สาํหรบัค่าความคลาดเคลื่อนทีเ่กดิขึน้อาจเป็นผลมาจากขอ้จาํกดั
ของวธิทีางระเบยีบวธิเีชงิตวัเลข ซึง่เป็นวธิกีารประมาณค่าดงันัน้ย่อมมี
คลาดเคลื่อนเกิดขึ้นเสมอและอาจเนื่องมาจากการกําหนดเงื่อนไข
เริม่ต้น โดยกําหนดให้ที่เวลาเริม่ต้น(t=0) นัน้มเีฟสของแขง็ที่เป็น
ลกัษณะแผ่นบางๆ ทีม่อุีณหภูมเิท่ากบัอุณหภูมทิีจุ่ดฟรซีซิง่เกดิขึน้อยู่
ก่อนแลว้  ซึง่เงื่อนไขน้ีจําเป็นตอ้งกําหนดเพื่อใหก้ระบวนการคํานวณ
เชงิตวัเลขสามารถเริม่ดาํเนินต่อไปได ้  และอาจมสีาเหตุมาจากผลของ
ค่าคุณสมบตัิเชิงความร้อนของวสัดุ ที่กําหนดให้มคี่าคงที่ไม่เปลี่ยน 
แปลงไปตามอุณหภมูหิรอืเฟสทีเ่ปลีย่นแปลงไปสาํหรบัการคํานวณหา
ผลเฉลยแมน่ตรง  สว่นผลเฉลยทีไ่ดจ้ากการใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขนัน้ 

คา่คุณสมบตัเิชงิความรอ้นจะเปลีย่นไปตามลกัษณะเฟสทีเ่ปลีย่นแปลง
ไปเน่ืองจากการฟรซีซิง่  นอกจากนี้คา่ความคลาดเคลื่อนทีเ่กดิขึน้อาจ 
เกิดจากการพาความร้อนแบบอิสระในโซนของของเหลวซึ่งใน
การศกึษาในครัง้น้ีไมไ่ดท้าํการพจิารณาถงึผลกระทบดงักล่าว 
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รปูที ่8.  เปรยีบเทยีบระยะการเคลื่อนตวัของผวิฟรซีซิง่สาํหรบัผลทีไ่ด้
จากวธิทีางตวัเลขและคา่ผลเฉลยแมน่ตรง  ณ อุณหภูมทิีใ่ชใ้นการฟรซี
ซิง่ต่างๆ  

 
6. สรปุผล 

จากผลลัพธ์ที่ได้แสดงให้เห็นว่าการทํานายการกระจายของ
อุณหภูมแิละการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่โดยใช้ระเบยีบวธิเีชงิตวัเลข
ดว้ยวธิวีธิแีปรผนัระยะกรดิ(VSGM) และวธิกีารกําหนดขอบเขตแบบ
คงที่ (BFM) นัน้มคีวามแม่นยําค่อนขา้งสูงสําหรบัปญัหาการเปลี่ยน 
แปลงเฟสในระบบ 1 มติ ิ ซึง่ผลทีไ่ดจ้ากทัง้สองวธิกีารจะมคี่าใกลเ้คยีง
กนัและเป็นไปในทศิทางเดยีวกนัและยงัพบวา่ผลทีไ่ดจ้ะมคี่าสอดคลอ้ง
กบัผลเฉลยแมน่ตรง 

องคค์วามรูท้ ีไ่ดจ้ากการวเิคราะหส์ามารถนําไปใชป้ระโยชน์ไดท้ัง้
เป็นความรูพ้ ืน้ฐานใหก้บังานวจิยัในระดบัทีส่งูขึน้ และเป็นประโยชน์ต่อ
งานทางวศิวกรรมทีห่ลากหลายต่อไป  
 
กิติกรรมประกาศ 

คณะผูว้จิยัใครข่อขอบคุณสาํนกังานกองทุนสนบัสนุนงานวจิยั 
(สกว.) และคณะวศิวกรรมศาสตร ์ มหาวทิยาลยัธรรมศาสตรศ์นูยร์งัสติ 
ทีใ่หก้ารสนบัสนุนงานวจิยัในครัง้น้ี 

 
รายการสญัลกัษณ์ 

ρ  ความหนาแน่น (kg/m 3 ) 
α  สมัประสทิธิก์ารแผก่ระจายของความรอ้น (m2/s) 
λ  ประสทิธผิลของการนําความรอ้น (W/mK) 
t เวลา (s) 
T  อุณหภมู ิ (oC) 
ε   ระยะการเคลื่อนทีข่องผวิฟรซีซิง่  (m) 
x ตาํแหน่งบนพกิดัแกน  x 
L     ความรอ้นแฝงของการฟรซีซิง่ (J/kg) 
 n  จาํนวนโหนดทัง้หมด(the total of node that consider) 
 i  จาํนวนของโหนดทีพ่จิารณา (number of node that consider) 
η, ς การแปลงพกิดัแกน (coordinate transformation) 
 
 

 ตวัห้อย 
 o  ทีส่ภาวะเริม่ตน้(initial) 
 s  ผวิทีไ่ดร้บัโหลดความเยน็   
 1  โซนของแขง็ 
 2  โซนของเหลว 
ตวัยก 
n  จาํนวนครัง้ในการกระทาํซํ้า 
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