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บทคดัย่อ 

บทความวิชาการนี้ เป็นการนําเสนอปญัหาการหาค่าความ
เหมาะสมสูงสุดของระบบพลศาสตร์ของลิฟต์ขนส่งในรูปแบบของ
ความต้องการความนิ่มนวลตลอดการทํางาน ซึ่งโดยทัว่ไปแล้วใน
การกําหนดฟงัก์ชัน่ของค่าความเหมาะสมสงูสุดของระบบพลศาสตร์
นัน้ จะนิยมใชเ้ทอมของ พลงังาน เวลา ความเรว็ และระยะขจดั แต่
ในบทความวชิาการหรอืงานวจิยัชิ้นน้ีจะเน้นเป็นพเิศษที่ความนิ่ม
นวลของระบบลฟิต์ขนส่งเน่ืองจากเป็นทีท่ราบกนัดวี่าในการทํางาน
ของระบบพลศาสตร์โดยเฉพาะระบบลิฟต์ขนส่งนัน้ ความนิ่มนวล
เป็นที่ต้องการความนิ่มนวลในการเคลื่อน ดงันัน้ผู้วจิยัจงึมีความ
สนใจในปญัหา น้ีและต้องการศึกษาผลลัพธ์ที่ ได้ เพื่ อ นําไป
เปรยีบเทยีบกบัการใชพ้ลงังานน้อยทีสุ่ด จากการวจิยัพอสรุปไดว้่า
คาํตอบทีไ่ดม้คีวามใกลเ้คยีงกบัการใชพ้ลงังานน้อยทีสุ่ดเป็นฟงักช์ัน่
ของค่าความเหมาะสมสงูสุด ซึง่จะมผีลดใีนการวเิคราะหท์างตวัเลข
และนําผลลพัธท์ีไ่ดไ้ปใชง้านไดอ้ย่างเหมาะสม กล่าวคอื ไดท้ัง้ความ
น่ิมนวลและการประหยดัพลงังาน 

 
Abstract 

This paper deals with the problem of finding the extremal 
solutions of the elevator systems in term of minimum jerk.  In 
general, energy, time, velocity and displacement are used as 
an objective function; however, this paper is emphasizing the 
minimum jerk instead.  Not only the minimum jerk is become 
an objective of this work, but also the results are used to 
compare with the minimum energy problem.  After comparison, 
the conclusion is that both results from the minimum jerk and 
energy are quite similar when the total energy consumptions 
are compared. 
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1. บทนํา 
 ในรปูแบบปญัหาของระบบการเคลื่อนทีโ่ดยทัว่ๆ ไปโดยเฉพาะ
การเคลื่อนทีข่ ึน้ลงของลฟิตข์นสง่ทีผู่ว้จิยัมคีวามสนใจ จะประกอบไป
ดว้ยหลายสว่น เช่น สมการการเคลื่อนทีข่องลฟิตข์นสง่ เงือ่นไขของ
ค่าเริม่ต้น (Initial Conditions) เงื่อนไขทีเ่ป็นขอบเขต (Boundary 
Conditions) หรอื เงื่อนไขทีเ่ป็นขอบเขตสองตําแหน่ง (Two-Point 
Boundary Value Conditions) โดยเฉพาะในกรณีของเงือ่นไขทีเ่ป็น
ขอบเขตสองตําแหน่งนัน้ มกีารนําเสนอในหลายรูปแบบดว้ยกนัแต่
เป็นทีท่ราบกนัโดยทัว่ไปว่า คาํตอบของปญัหาดงักล่าวมไีดม้ากกว่า
หน่ึงคําตอบ ตวัอย่างเช่นการเดนิทางจากจงัหวดัหน่ึงไปอกีจงัหวดั
หน่ึงนัน้มดีว้ยกนัมากมายหลายเสน้ทาง ทาํใหม้กีารเลอืกหาเสน้ทาง
ทีม่คีวามเหมาะสมสงูสดุทัง้น้ีขึน้อยู่กบั ผูท้ีต่ ัง้ปญัหานัน้วา่จะสนใจใน
เรื่องใดหรือความประสงค์ใดเป็นหลัก เช่น เส้นทางที่ส ัน้ที่สุด 
เส้นทางที่ประหยดัพลงังานมากที่สุด เป็นต้น จากปญัหาดงักล่าว
ในทางทฤษฎี ก็คือปญัหาของการหาค่าความเหมาะสมสูงสุด 
(Optimization Problems) นัน่เอง หน่ึงในวตัถุประสงคท์ัง้หลายนัน้ 
นักวจิยัส่วนมากได้ให้ความสนใจในเรื่องของ การใช้พลงังานน้อย 
ทีสุ่ด  และนกัวจิยัอกีหลายท่านกไ็ดใ้หค้วามสนใจในเรื่อง ของความ
น่ิมนวลของระบบ  แต่จากการค้นคว้าก็ยัง ไม่มีผู้ ใดทําการ
เปรยีบเทยีบผลลพัธท์ีไ่ดร้ะหวา่ง วตัถุประสงคท์ัง้สองอยา่งนี้ ทีผู่ว้จิยั
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มคีวามเหน็ว่า น่าจะมคีวามสอดคลอ้งกนัในผลลพัธท์ีไ่ดแ้ละน่าจะมี
ขอ้ดขีอ้เสยีในการพจิารณาเลอืกใชฟ้งักช์ ัน่วตัถุประสงคท์ัง้สองนี้  
 
 
2. รปูแบบข้อกาํหนดของปัญหา ( Problem  Statement) 
 ในระบบพลศาสตร์ที่เป็นเชงิเส้น (Linear) และไม่เชงิเส้น 
(Nonlinear) นัน้สามารถเขยีนอยู่ในรปูของสมการอนุพนัธอ์นัดบัที ่
หน่ึงไดด้งัน้ี 

  

,)();,,( 00 xtxtuxfx ==&             (1) 

 

โดยที่ nRx∈ , mRu∈  เป็นตวัแปรที่เรยีกว่า States และ 

control ตามลําดบั 0x  คอืค่าเงือ่นไขเริม่ตน้ของตวัแปร States 0t  

คอืเวลาเริม่ตน้และ ),,( tuxf เป็นฟงัก์ชัน่ทีอ่ยู่ในรปูของ States 
Control และ เวลา  รปูแบบของปญัหาในทีน้ี่กค็อืการหาค่าของ 
Control input )(tu  และ ตวัแปร State )(tx  ทีท่ําให้
วตัถุประสงคท์ีต่อ้งการพลงังานน้อยทีสุ่ดหรอืความนิ่มนวลสงูสุดเป็น
จรงิ และสดุทา้ยกค็อืนําระบบไปสูจ่ดุหมายปลายทางที ่ 
 

ff xtx =)( .                           (2) 

 

โดยที ่ ft คอืเวลา ณ ทีจ่ดุสดุทา้ยทีพ่จิารณา 

 
    2.1 ปัญหาการใช้พลงังานน้อยท่ีสดุ (Minimum Energy 
Problems) 
      ในปญัหานี้ ฟงัก์ชัน่ของค่าความเหมาะสมสูงสุดอยู่ในรูป 
ดงัน้ี 
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     2.2 ปัญหาของความน่ิมนวลสงูสดุ (Minimum Jerk 
Problems) 
  ในรูปแบบที่คล้ายกนักบัปญัหาการใช้พลงังานน้อยที่สุด
นัน้ ปญัหาของความนิ่มนวลสงูสดุไดม้ขีอ้แตกต่างดงัน้ี เน่ืองจากการ
เปลี่ยนแปลงของแรงที่เทยีบกบัเวลา (Jerk) คอื ตวัแปรที่เป็น
อนุพนัธอ์นัดบัทีห่น่ึงของ u  ดงันัน้ jerk สามารถถกูเขียนในรูปของ

ตวัแปรใหม่ได้ดงันี ้

กําหนดให้ 

 

xu =                                 (4) 
 

จากสมการที ่(1) จงึเขยีนใหมไ่ดว้า่ 
 

),,( txxfx =&                                   (5) 

โดยที ่
 

ux ~=                                         (6) 
 

x  และ mRu ∈~  เมื่อเปรียบเทียบตัวแปรกับปญัหา การใช้
พลงังานน้อยทีสุ่ดแลว้ x  กค็อื ตวัแปรควบคุม (Control Variable) 
ดงัสมการที ่(4) นัน่เอง แต่ u~  ในทีน้ี่กค็อื ความนิ่มนวล (jerk) ทาํ
ใหฟ้งักช์ัน่ของคา่ความเหมาะสมสงูสดุของปญัหาความนิ่มนวลสงูสุด
อยูใ่นรปูของ 
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3. เงื่อนไขท่ีจาํเป็นในการแก้ปัญหา (Necessary Conditions) 

โดยการศึกษาในงานวิจ ัยน้ีใช้หลักการของแคลคูลัสความ
แปรปรวนหาเงื่อนไขของค่าตํ่าที่สุดและสูงทีสุ่ด ซึ่งเป็นวธิอี้อมของ
ปญัหาทางการหาคา่เหมาะสมทีสุ่ดสาํหรบัระบบควบคุมในระบบทาง
พลศาสตร ์ขึน้กบัการตัง้สมมุตฐิานเกี่ยวกบัสมรรถนะเงื่อนไขจาํกดั
ทางกายภาพหรอืปลายทางของระยะทางการทาํงาน ใหฟ้งักช์นันอล 
(Functional; [ ]xJ ) เป็นฟงัก์ชนัพื้นฐาน ซึ่งสมการที่สามารถ
ครอบคลุมปญัหาทัง้หมดคอื   

     

     ∫+Φ=
1

),...,,...,,(),...,,(
L

L
mlultuL

o

f
dtuuxxtLxxtJ  (8) 

 
แต่ถ้าพจิารณาคอสฟงัก์ชนันอลทีค่่าพลงังานของระบบทีน้่อยที่สุด 
(Minimum energy) จะเหลอืรปูสมการเพยีง 
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การเลอืกใช้เงื่อนไขใดนัน้ขึน้อยู่กบัปญัหาที่ต้องการพจิารณา โดย
ฟงัก์ชนันอล [ ]xJ  ในการศกึษานี้ใชก้รณีทีม่เีวลาและตําแหน่งที่
แน่นอน (Fixed end time and end points) ซึง่เป็นฟงักช์นัที่
กําหนดเวลาเริม่ตน้ ( 0t ) เวลาสุดทา้ย ( ft ) รวมทัง้ค่าของฟงักช์นั 

)(),( 0 ftxtx  ไวแ้ล้ว ความสามารถในการแบ่งแยกกนัของฟงัก์ชนั 

(Differentiable functions) เป็นไปตามสภาวะขอบเขตของ 

00 )( xtx = และ ff xtx =)(  โ ดย เ วล าที่ ใ ช้ จ ะ อยู่ ร ะหว่ า ง 

fttt ≤≤0  ให้ฟงัก์ชนั ( )nn xxxxtF && ,...,,,...,, 11
 แสดงเป็น

ฟงักช์นันอลไดว้า่ 
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ถา้ให้ )(txi ถกูเพิม่คา่ขึน้โดย )( 0thi  แต่ยงัคงอยู่ในเงือ่นไขขอบเขต 

ทําให้ 0)()( 0 == fii thth  ดังนัน้การเปลี่ยนแปลงในฟงัก์ชัน

นอล JΔ เป็น 
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และเมื่อใชอ้นุกรมเทยเ์ลอร ์(Taylor’s series) กระจายสมการ และ
ตดัเทอมทีม่ดีกีรตีัง้แต่สองขึน้ไป (Higher order terms) ทิง้ จะไดว้า่ 
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ซึง่ Jδ เป็นการประมาณค่าของ JΔ เมื่อตดัเทอมทีม่ดีกีรตีัง้แต่สอง
ขึน้ไป และเมือ่อนิทเิกรทเทอมทีส่องดว้ยวธิอีนิทเิกรทบายพารท์ (by 
part) จะไดว้า่   
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สว่นเงือ่นไขของคา่ตํ่าสดุและสงูสดุของคา่เหมาะสมสงูสดุเป็นค่าทีท่าํ
ให้ 0=Jδ  คอืการทําให้ 0)()( 0 == fthth ดงันัน้จงึสมมตใิห ้ 

เป็นอนุพนัธต์่อเน่ือง (Continuous derivatives) ทาํใหไ้ดค้า่เป็น 
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5. ระบบพลศาสตรข์องลิฟตข์นส่ง 

 
 

  
                    

 รปูที ่1 ก. ระบบพลศาสตรข์องลฟิตข์นสง่(เคลื่อนทีข่ ึน้) 
 

 
 

       
  รปูที ่1.ข ระบบพลศาสตรข์องลฟิตข์นสง่(เคลื่อนทีล่ง) 

จากรปูที ่ 1 ก. กาํหนดให ้ kgm 12001 = และ  50=nF  N
จะไดส้มการการเคลื่อนทีข่องระบบอยูใ่นรปู 
 

0111 =−−+ TFgMxM n&&                         (15) 

หรอื 

0111 =−−+− TFgMxM n&&  

 
เราสามารถจดัใหอ้ยูใ่นรปูของสมการที ่(1) ไดด้งัน้ี 
 

   21 xx =&        

81.9
200,1200,1

1
2 −+= nFux&                         (16) 

หรอื 

 81.9
200,1200,1

1
2 −+−= nFux&      (17) 

 
กาํหนดเงือ่นไขเริม่ตน้เป็น 

0)0(1 =x , 0)0(1 =x& , 0)0(1 =x&& , 4)2(1 =x  

0)2(1 =x&  และ  0)4(1 =x&&  
 

4.1 ปัญหาการใช้พลงังานน้อยท่ีสดุ (Minimum Energy 
Problems) 
  ในปญัหาน้ี ฟงักช์ัน่ของคา่ความเหมาะสมสงูสดุอยูใ่นรปู ดงัน้ี 

 

dtuJ ∫=
1

0

2
1                           (18) 

 
จากการใชแ้คลคลูสัความแปรปรวน  
 

)()( 212121
2
1 xuxxuF && −+−+= λλ      (19) 

 
ทาํใหเ้งือ่นไขทีจ่าํเป็นจากสมการที ่(14) มดีงัน้ี 
 

2

0

2
1

12

21

12

1

λ

λλ

λ

−=

=
=
−=

=

u

ux
xx

&

&

&

&

                            (20) 

    
     4.2 ปัญหาของความน่ิมนวลสงูสดุ (Minimum Jerk 
Problems) 
   ในปญัหาน้ี สมการที ่(16) จําเป็นทีจ่ะตอ้งเขยีนใหม่
ใหม้ ีเทอมของ jerk อยูด่ว้ยในระบบดงัน้ี 

13

32

21

~ux
xx
xx

=
=
=

&

&

&

                              (21) 

 

T  

NF  

NF  

( )tx  
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และยงัคงกําหนดให ้ 0)0(1 =x , 0)0(2 =x , 1)1(1 =x  

และ 0)1(2 =x เชน่เดยีวกบัปญัหาของการใชพ้ลงังานน้อยทีส่ดุ 
ฟงักช์ัน่ของคา่ความเหมาะสมสงูสดุอยูใ่นรปู ดงัน้ี 

 

dtxdtuJ ∫∫ ==
1

0

2
1

1

0

2
1

~ &&&                           (22) 

 
จากการใชแ้คลคลูสัความแปรปรวน (Calculus of Variation) 
 

)~()()(~
313232121

2
1 xuxxxxuF &&& −±+−+−+= λλλ       

(23) 
และ  

)81.9
200,1200,1

()( 2
1

2121
2
1 xFuxxuF n && −−+−+−+= λλ  

(24) 
 

ทาํใหเ้งือ่นไขทีจ่าํเป็นจากสมการที ่(14) มดีงัน้ี 
 

23121 ,,0 λλλλλ −=−== &&&                                  (25) 

21 xx =&  

81.9
200,1200,1

1
32 −+

±
== nFuxx&  

,~
13 ux =&  

2
~ 3

1
λ−=u  

 
6. ผลลพัธจ์ากระเบยีบวิธีทางตวัเลข (Numerical 

Results) 
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         รปูที ่2 เปรยีบเทยีบ )(1 tu ทีไ่ดจ้ากทัง้สองปญัหา 

 
ในปญัหาของความนิ่มนวลสงูสุดนัน้ เราไม่สามารถหาคําตอบไดใ้น
รูปแบบของสมการเชงิเสน้เน่ืองจาก เงื่อนไขขอบเขตมไีม่เพยีงพอ 
ดงันัน้ในงานวจิยัน้ี ได้นําระเบยีบวธิกีารทางตวัเลขที่มชีื่อเรยีกว่า
Linear Programming ซึง่เป็นระเบยีบวธิกีารทางตวัเลขทีใ่ชใ้นการ
หา ค่าความเหมาะสมสูงสุดมาใชใ้นการหาคําตอบทีต่้องการของ 

)(3 tx  ซึ่งหมายความถึง )(1 tu  ในปญัหาของการใช้พลังงาน

น้อยทีส่ดุ ดงัจะเหน็ไดจ้ากสมการที ่(20)   
 เมือ่นําผลลพัธท์ีไ่ดเ้ฉพาะ แรงทีก่ระทาํต่อระบบพลศาสตรน้ี์มา

เขียนกราฟด้วยกันแล้วจะเห็นว่า แรง )(1 tu  ที่ได้จากทัง้สอง

ปญัหามีความใกล้เคียงกันมากเนื่องจากค่าของ dtuJ ∫=
1

0

2
1  

ของปญัหาที่พจิารณาการใช้พลงังานน้อยที่สุดและ ความนิ่มนวล
สูงสุดมีค่าโดยประมาณเท่ากับ 300 และ 290 และจากการ
เปรยีบเทยีบ จะเหน็ไดว้่าค่าของ input มคี่าต่างกนัเท่ากบั 3% ซึง่
เป็นคา่ทีย่อมรบัไดว้า่ขอ้มลูทัง้สองมคีวามใกลเ้คยีงกนัจรงิ  
 
6. สรปุและวิจารณ์ผลการทดสอบ 
 จากการวจิยัพอสรุปได้ว่า คําตอบทีไ่ด้จากการพจิารณาหาค่า
ความนิ่มนวลสงูสุดนัน้ มคีวามใกลเ้คยีงกบัการใชพ้ลงังานน้อยทีสุ่ด
เป็นฟงักช์ัน่ของค่าความเหมาะสมสงูสุด ซึง่จะมผีลดใีนการวเิคราะห์
ทางตวัเลขในเรื่องของ การทีส่ามารถกําหนดค่าเริม่ตน้และสุดทา้ย
ใหก้บัแรงทีจ่ะมาทาํกบัระบบไดใ้นอนาคต และนําผลลพัธท์ีไ่ดไ้ปใช้
งานได้อย่างเหมาะสม หมายความว่า ได้ทัง้ความนิ่มนวลและ
ประหยดัพลงังาน 
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