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บทคดัย่อ 
บทความนี้นําเสนอการควบคุมลูกตุ้มกลบัหวั 3 มติ ิระบบลูกตุ้ม

กลบัหวั 3 มติปิระกอบไปด้วย แท่งมวลทีเ่คลื่อนที่บนระนาบ xy ของ
โต๊ะ xy และก้านลูกตุ้มที่สามารถหมุนได้ 2 แกนถูกวางบนแท่งมวล 
โดยเป้าหมายกค็อื เลีย้งใหก้า้นลูกตุม้กลบัหวัตัง้ตรงอยู่ได ้พรอ้มกนันัน้
กค็วบคุมก้อนมวลให้เคลื่อนที่อยู่กึ่งกลางของโต๊ะ xy ตวัควบคุมแบบ 
LQR และ MRAC (Model Reference Adaptive Control) ถูกนํามา
ออกแบบควบคุมลูกตุ้มกลบัหวั 3 มติแิละเปรยีบเทยีบผลการทดลอง 
ระบบวชิัน่ไดถู้กนํามาใชเ้พื่อวดัมุมเอยีงของก้านลูกตุ้มกลบัหวั โดยใช้
ขอ้มลูรปูภาพจากกลอ้งซมีอสมาประมวลผลหามุมเอยีงแทนทีใ่ชเ้อนโค
เดอร ์

 
Abstract 

This paper represents the control of 3D inverted pendulum. 
It consists of a mass which moves on the xy-plane of a xy-table 
and a rod placed on the mass can rotate about 2 axes.  The 
objective is to stabilize the rod and control the mass position to 
stay at the middle of the xy-table. LQR and MRAC are used to 
implement and compare their results. Vision system is utilized to 
measure the tilt angle of the rod by using the image information 
of CMOS camera instead of an encoder. 

 
1. บทนํา 

ระบบลกูตุม้กลบัหวัเป็นระบบหน่ึงทีม่คีวามน่าสนใจในการทดสอบ
ของการควบคุมแบบป้อนกลบั ดงันัน้จงึมผีู้วจิยัหลากหลายท่านที่ให้
ความสําคญัและทําการศกึษาและออกแบบตวัควบคุมหลากหลายชนิด
มาควบคุมระบบลูกตุม้กลบัหวั อาทเิช่น อลักอรธิมึของ Guzella และ 
Isidori โดย Renou และคณะ [4] ไดถู้กนํามาใชใ้นการคาํนวณหาการ
แปลงไม่เชงิเส้นและกฎควบคุม เพื่อที่จะควบคุมระบบลูกตุ้มกลบัหวั
แบบก้านเดี่ยว การออกแบบตัวควบคุมแบบปริภูมิสถานะโดย 
Chinichian และคณะ [3] ถูกนําเสนอเพื่อควบคุมแบบจาํลองเชงิเสน้
ของก้านลูกตุ้มกลบัหวัที่มจีํานวนองศาอิสระเท่ากบั 2 และ Magana 
และคณะ [7] ได้ทําการทดลองและออกแบบตวัควบคุมฟซัซี่ลอจกิ

รว่มกบัใชร้ะบบวชิัน่ เพือ่เลีย้งลูกตุม้กลบัหวัแบบกา้นเดีย่วใหต้ัง้ตรงอยู่
ได ้สว่น Sprenger และคณะ [5] และ Chung และคณะ [6] ไดนํ้าเอา
หุ่นยนต์อุตสาหกรรมชนิด SCARA มาใชเ้ลี้ยงกา้นลูกตุม้กลบัหวัทีม่ ี
องศาอสิระเท่ากบั 2 โดยแบบจาํลองของลูกตุ้มกลบัหวัน้ีถูกฉายลงบน
ระนาบ xz และ yz และแบบจาํลองแต่ละระนาบทีไ่ดถู้กพสิจูน์ดว้ยว่า
อสิระแก่กนัและสามารถควบคุมไดไ้มข่ึน้แก่กนั  

บทความนี้นําเสนอการหาแบบจาํลองระบบลูกตุม้กลบัหวั 3 มติทิี่
ถูกวางบนก้อนมวลทีเ่คลื่อนทีไ่ดบ้นโต๊ะ xy และเปรยีบเทยีบผลการ
ควบคุมระหวา่งตวัควบคุมแบบ LQR และ MRAC โดยตอ้งการควบคุม
กา้นลูกตุม้ใหต้ัง้ตรงอยู่ไดแ้ละกอ้นมวลเคลื่อนทีอ่ยู่บรเิวณกึง่กลางของ
โต๊ะ xy พรอ้มกนันัน้แสดงการการเทยีบมาตรฐานกล้อง (Camera 
calibration) เพือ่ใชก้ลอ้งดจิติอลความเรว็สงูมาช่วยในการวดัมุมเอยีง
ของกา้นลกูตุม้กลบัหวั 
 
2. แบบจาํลองคณิตศาสตร ์

แบบจําลองคณิตศาสตร์ของระบบลูกตุ้มกลับหัวได้ถูกจําแนก
ออกแบบ 2 ระบบยอ่ย กค็อื 
 
2.1 แบบจาํลองคณิตศาสตรข์องก้านลกูตุ้มกลบัหวั 

แบบจําลองคณิตศาสตร์ของก้านลูกตุ้มได้ถูกคํานวณหาด้วย
สมการการเคลื่อนทีข่องลากรองจ ์(Lagrange’s equation) 

                      i
i

i

Q
q
L

q

L
dt
d

=
∂
∂

−
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
•

   (1)          

 โดยที่ L , q  และ Q  เป็นฟงัก์ชนัลากรองจ์, Generalized 
coordinates และ Generalized forces ตามลําดบั สาํหรบัระบบกา้น
ลกูตุม้กลบัหวัในรปูที ่1 Generalized coordinates กค็อื [ ]ϑψ  ซึง่เป็น
คา่มมุเอยีงของกา้นลกูตุม้กลบัหวั และพลงังานจลน์ของระบบกค็อื 
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            (2)
 โดยที ่  x  และ y เป็นระยะการเคลื่อนทีข่องกอ้นมวลในแนวแกน 
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x และ y ตามลาํดบั สว่น l  และ BM  คอืความยาวของกา้นลูกตุม้กลบั
หวัและมวลของลูกบอล ตามลําดบั  พลงังานศกัย์ของระบบสามารถ
เขยีนเป็นสมการไดค้อื 
                             ψϑ coscosglMV B=    (3) 
สว่นฟงักช์นัของลากรองจส์ามารถหาไดด้ว้ย VTL −=  
ดงันัน้สมการการเคลื่อนทีข่องกา้นลกูตุม้กลบัหวั 3 มติ ิกค็อื 
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             (4) 
สมการที่ได้เป็นสมการไม่เชงิเสน้ ดงันัน้สมการนี้ถูกแปลงเป็นสมการ
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รปูที ่1 ภาพจาํลองกา้นลกูตุม้กลบัหวั 3 มติ ิ

 
2.2 แบบจาํลองคณิตศาสตรข์องก้อนมวล 
 แบบจาํลองของกอ้นมวลไดถู้กหาโดยใชว้ธิกีารหาเอกลกัษณ์ของ
ระบบ โดยจ่ายสญัญาณขาเขา้เป็นแรงดนัไฟฟ้าไปที่มอเตอร์และวดั
สญัญาณขาออกเป็นความเรว็ของการเคลื่อนทีข่องกอ้นมวล เมือ่ทาํการ
เกบ็ขอ้มลูแล้ววาดกราฟระหว่างความเรว็และเวลา ดงัรปูที ่2 กจ็ะเหน็
ไดว้า่ผลทีไ่ดไ้มม่แีกวง่ตวัเลย ระบบของกอ้นมวลจงึถกูคาดวา่เป็นระบบ
อนัดบัหน่ึง ซึง่พารามเิตอรข์องระบบถูกคาํนวณหาดว้ยความช่วยเหลอื
ของซอฟแวร ์MATLAB ทําใหท้ราบแบบจาํลองคณิตศาสตรข์องมวล
ดงัน้ี 
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  โดยที่ XV  และ YV  เป็นแรงดันไฟฟ้าในแกน x และ y ตาม 
ลําดบั และไดเ้ปรยีบเทยีบผลทีไ่ดจ้ากระบบจรงิกบัสมการคณิตศาสตร ์
ดังแสดงในรูปที่ 2 จากกราฟที่ได้เห็นได้ว่าเส้นกราฟที่ได้จากการ
ทดลองกบัจากแบบจําลองคณิตศาสตรม์ผีลทีใ่กล้เคยีงกนัมาก จงึสรุป
ไดว้่าแบบจําลองคณิตศาสตรท์ีไ่ดม้าสามารถแสดงพฤตกิรรมของการ
เคลื่อนทีข่องกอ้นมวลไดจ้รงิ 

 
รปูที ่2 ผลเปรยีบเทยีบระหวา่งระบบจรงิและแบบจาํลอง 

 
2.3 แบบจาํลองคณิตศาสตรข์องทัง้ระบบ 
 จากหวัขอ้ที ่2.1 และ 2.2 ทําใหท้ราบสมการการเคลื่อนทีข่องทัง้
กา้นลูกตุ้มกลบัหวัและก้อนมวล (5) และ (6) จากนัน้นําสมการทัง้คู่มา
เขยีนใหม่เพื่อสรา้งสมการรวมทัง้ระบบในรปูของปรภิูมสิถานะ โดยทีม่ ี
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3. ตวัควบคมุ LQR 

สมการการเคลื่อนทีข่องทัง้ระบบ (7) ถกูใชใ้นการออกแบบตวัควบ 
คุมเพือ่หาเมตรกิซอ์ตัราขยายตวัควบคุม K  ดว้ย LQR  โดยแผนผงั
การควบคุมไดแ้สดงในรปูที ่ 3 และกฎควบคุมดว้ยการป้อนกลบัสถานะ
กค็อื 

KXU −=     (8)  
สาํหรบัการคาํนวณหาเมตรกิซอ์ตัราขยายตวัควบคุม เมตรกิซ ์ Q  และ 
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R  ถกูกาํหนดใหเ้ป็น { }0,1000,0,30,0,1000,0,30diag  และ 
{ }0038.0,0038.0diag  ตามลาํดบั เมตรกิซอ์ตัราขยายตวัควบคุม 

K สามารถหาคา่ไดเ้ป็น 
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             (9) 
  ตวัสงัเกตแบบอนัดบัเตม็ (Full order observer) ถูกออกแบบเพือ่
ประมาณค่าเวคเตอรส์ถานะ X  ในการคํานวณหาเมตรกิซ์อตัราขยาย
ตวัประมาณ L  ไดใ้ชห้ลกัการของ LQR  เช่นกนั โดยทีเ่มตรกิซ์ Q  
และ R  ถกูเลอืกเป็น { }10,1000,10,10,10,1000,10,10diag  และ  

{ }01.0,01.0,01.0,01.0diag  ตามลําดับ เมตริกซ์อัตราขยายตัว
ประมาณ L สามารถคาํนวณหาไดค้อื 
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4. ตวัควบคมุ MRAC (Model Reference Adaptive Control) 
ตวัควบคุมแบบ MRAC โดยใชต้วัแปรสถานะเตม็อนัดบัทีถ่กูนํา 

เสนอโดย Winsor และ Roy [13] จะถกูนํามาออกแบบควบคุมระบบ
ลกูตุม้กลบัหวั 3 มติ ิจากสมการแบบจาํลองของระบบ (7) จะเหน็ไดว้า่
ระบบเมือ่ถกูทาํใหเ้ป็นสมการเชงิเสน้แลว้ ระบบสามารถถกูแบง่ออก 
เป็นระบบทีอ่สิระแก่กนัได ้ 2 ระบบคอื ระบบในระนาบ xz  ม ี XV เป็น
ตวัแปรขาเขา้ และม ี x และ ψ  เป็นตวัแปรขาออก และระบบในระนาบ 
yz  ม ี YV  เป็นตวัแปรขาเขา้ และม ี y และ ϑ  เป็นตวัแปรขาออก 
ดงันัน้ในการออกแบบกจ็ะออกแบบทลีะระนาบ ซึง่จะมขี ัน้ตอนเหมอืน 
กนั ดว้ยเหตุน้ีบทความนี้จะแสดงการออกแบบเพยีงระนาบเดยีวเทา่นัน้
กค็อืระนาบ xz  โดยแผนผงัการควบคุมไดแ้สดงดงัรปูที ่4 

ระบบอา้งองิ (Reference model) จะถกูเลอืกจาก ITAE สาํหรบั
ระบบอนัดบั 4 ซึง่เขยีนเป็นสมการในรปูแบบปรภิมูสิถานะไดด้งัน้ี 
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โดยที ่
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               { }1111diagCxm =  และ [ ]TxmD 0000=  
และกาํหนดให ้ sec/20 radn =ω  

ในการออกแบบตวัควบคุมชนิดน้ีระบบ (7) จะตอ้งถูกจดัใหอ้ยู่ใน
รปูแบบ Controllable canonical form ไดด้งัน้ี 
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และ xpz เป็นตวัแปรสถานะใหม่ที่ถูกแปลงมาจาก 
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  เมื่อไดร้ะบบทีอ่ยู่ในรปูแบบ Controllable canonical form แลว้ 
ดงันัน้ Adaptive control law สามารถเขยีนไดด้งัน้ี 
                              xpxxpx zKuU ψψ −==    (14) 

โดยทีเ่มตรกิซ์ xKψ จาํเป็นทีจ่ะตอ้งมคี่าเริม่ตน้ก่อน LQR จะถูกนํามา

ชว่ยในการหาคา่ของเมตรกิซ ์ xKψ  โดยกาํหนดใหเ้มตรกิซ ์ Q และ R

เป็น { }0,1,0,5000diag  และ 0038.0  ตามลําดบั ดงันัน้ค่าเริม่ต้น
ของเมตรกิซ ์ xKψ กค็อื [ ]1.122.2138.9401.1147  

และ Adaptive law คอื 
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โดยที่ xpxmx zze −=  ส่วนตัวแปร xxp เป็นตัวแปรภายในของ

เมตรกิซ ์ P คอื 
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เมตรกิซ ์ P  สามารถคาํนวณหาไดจ้าก 
                           QPAPA T

mm −=+     (17) 
และเมตรกิซ ์ { }4321 ,,, qqqqdiagQ −−−−=−  ซึง่คา่ตวัแปรภายใน
ของเมตรกิซ ์ P  สามารถคาํนวณไดด้งัน้ี 
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             (18) 
โดยกาํหนดใหเ้มตรกิซ ์ { }1,1,1,1 −−−−=− diagQ  
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รปูที ่4 แผนผงัการควบคุม MRAC  

5. การเทียบมาตรฐานกล้อง (Camera calibration) 
 ในการวดัค่ามุมเอียงของก้านลูกตุ้มกลับหวัได้ใช้กล้องดิจิตอล
ความเร็วสูงเข้ามาช่วยแทนการใช้โรตารเีอนโคเดอร์ กล้องตัวน้ีถูก
กําหนดใหเ้กบ็ภาพ Gray scale ขนาด 8 บทิ ดว้ยความเรว็ 123 ภาพ
ต่อวนิาท ีทีข่นาดภาพ 800x600 พกิเซล กล้องจะถูกตดิตัง้ไวด้้านบน
ของโครงสรา้งดงัรปูที ่6 กลอ้งจะเกบ็ภาพมวลทรงกลมสขีาวทีอ่ยู่ปลาย
ด้านบนของก้านลูกตุ้มกลับหัวและนําภาพที่ได้ไปประมวลผลหา
ตําแหน่งในระบบพกิดัรปูภาพ (Image coordinates) ดว้ยวธิขีอง Park 
และ Lee [13] ไดนํ้าเสนอไว ้จากนัน้ทาํการแปลงตําแหน่งของมวลทรง
กลมในระบบพกิดัรปูภาพใหอ้ยู่ในระบบพกิดัโลก (World coordinates) 
ซึ่งในการแปลงนี้จําเป็นทีจ่ะต้องทําการเทยีบมาตรฐานกล้องเพื่อทีจ่ะ
สร้างความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัดรูปภาพกับพิกัดโลกด้วย
แบบจาํลองกลอ้ง Pin-Hold ทีถ่กูผกผนัคอื 
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  โดยที ่ UVYVYUXXVXU DNNNNNN ,,,,,, และ VD เป็นตวัแปร
ทีไ่ม่ทราบค่าของแบบจาํลองกลอ้ง Pin-Hold ส่วน U และV เป็นค่า
พกิดัในระบบพกิดัรปูภาพ, BX และ BY เป็นคา่พกิดัในระบบพกิดัโลก  
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รปูที ่5 ภาพ Pattern ทีใ่ชใ้นการเทยีบมาตรฐานกลอ้ง 

 
  ในการหาค่าตวัแปรทีไ่ม่ทราบค่าได้ใชแ้ผ่นกระดาษหรอื Pattern 
ที่มพีื้นเป็นสดีําในรูปที่ 5 และภายในมรีูปวงกลมสขีาวจํานวน 49 วง 
เรยีงวงกลมเป็นแถวๆละ 7 วงจาํนวน 7 แถว โดยแต่ละแถวห่างกนั 2.5 
ซม .  และแต่ละวงกลมภายในแถวห่างกัน 2.5 ซม .  จากนั ้นวาง
แผ่นกระดาษนี้บนระนาบความสงูเดยีวกนักบัมวลทรงกลม โดยวางให้
วงกลมตรงกลางของกระดาษอยู่ใหแ้นวแกน z  ในรปูที ่1 และขนาน
กบัพืน้ จากนัน้ทําการเกบ็ขอ้มลูภาพของวงกลมทุกวงและหาตําแหน่ง
ของวงกลมในระบบพกิดัรปูภาพ โดยตาํแหน่งของแต่ละวงกลมในระบบ
พกิดัโลกเป็นค่าที่หาได้ โดยกําหนดให้ตําแหน่งของวงกลมสขีาวตรง
กลางของกระดาษเป็นจุดกําเนิดของระบบพกิดัโลก ดงันัน้ชุดขอ้มลูของ
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ตัวแปร BXVU ,, และ BY จะมีทัง้หมด 49 ชุดจากตําแหน่งของรูป
วงกลม ชุดขอ้มลูเหล่าน้ีพรอ้มทัง้สมการแบบจาํลองกลอ้ง (19) จะถูกใช้
ในการหาตวัแปรทีไ่มท่ราบค่าของแบบจาํลองกลอ้ง Pin-Hold ทัง้ 8 ตวั
แปรดว้ย Non-linear least squares 
 สําหรบัการคํานวณหาค่ามุมเอยีงของก้านลูกตุ้มกลบัหวัจะใช้ค่า
ตําแหน่งของมวลทรงกลมหรอืปลายดา้นบนของก้านลูกตุ้มกลบัหวัใน
ระบบพกิดัโลกและตาํแหน่งของกอ้นมวลทีป่ลายดา้นล่างของกา้นลูกตุม้
กลบัหวัดว้ยสมการดงัน้ี 

                          
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

−

−

ϑ
ψ

ϑ

cos
sin

sin

1

1

l
XX

l
YY

MB

MB

   (20) 

โดยที ่ MX และ MY เป็นคา่พกิดัของกอ้นมวลในระบบพกิดัโลก 
 
6. ผลการทดลอง 
 ตวัควบคุมทีไ่ดอ้อกแบบในหวัขอ้ 3 และ 4 ไดถ้กูนํามาทดสอบกบั
ระบบลกูตุม้กลบัหวั 3 มติดิงัแสดงในรปูที ่6 และผลการทดลองไดแ้สดง
ออกมาเป็นกราฟในรปูที ่7 ถงึ 10 
 

 
 

รปูที ่6 ชุดทดลองระบบลกูตุม้กลบัหวั 3 มติ ิ
 

 
รปูที ่7 มมุเอยีง ψ ของกา้นลกูตุม้กลบัหวั 

 
รปูที ่8 มมุเอยีง ϑ ของกา้นลกูตุม้กลบัหวั 

 

 
รปูที ่9 ตาํแหน่งของกอ้นมวลในแนวแกน x  

 

 
รปูที ่10 ตาํแหน่งของกอ้นมวลในแนวแกน y  

 
7. สรปุ 
  บทความนี้นําเสนอการหาแบบจาํลองการเคลื่อนทีข่องระบบลูกตุม้
กลบัหวั 3 มติ ิและการเทยีบมาตรฐานกล้องเพื่อใช้ในการวดัตําแหน่ง
ของปลายด้านบนของก้านลูกตุ้มกลบัหวัและคํานวณหามุมเอียงของ
กา้นลูกตุม้ ตวัควบคุมแบบ LQR และ MRAC ถูกพฒันาเพือ่เลีย้งกา้น
ลกูตุม้กลบัหวัและควบคุมตาํแหน่งของกอ้นมวลใหอ้ยูต่รงกลางของโต๊ะ 
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