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บทคดัย่อ 
 แขนกลทีส่รา้งมาจากวสัดุทีม่คีวามยดืหยุน่ ลกัษณะทางพลศาสตร์
จะมคีวามสลบัซบัซอ้น เน่ืองจากมมีุมองศาอสิระเป็นอนันต์ ในปจัจุบนั
แบบจําลองทางคณิตศาสตรข์องแขนกลชนิดยดืหยุ่นทีใ่ชโ้ดยทัว่ไปจงึ
ถกูสรา้งดว้ยวธิกีารประมาณ ความคลาดเคลื่อนของแบบจาํลองจากการ
ประมาณนี้ ทําให้การอธบิายพลศาสตร์ของแขนกลขาดความแม่นยํา 
บทความนี้สรา้งแบบจาํลองทางคณติศาสตรจ์ากทฤษฎคีานของ Euler - 
Bernoulli โดยใหแ้กนอา้งองิหมุน ขนานกบัแขนกลทีจุ่ดฐาน (Pseudo-
clamped) และแกส้มการแบบแม่นตรงดว้ยวธิแียกตวัแปร แบบจําลอง
ทางคณติศาสตรแ์บบแมน่ตรงทีไ่ด ้ถกูนํามาใชห้าความถีธ่รรมชาต ิและ
ถูกนํามาสรา้งเป็นแบบจาํลองปรภิูมสิเตต เพือ่ใชท้าํนายมุมทีเ่คลื่อนไป
ของแขนกล แบบจาํลองแบบแมน่ตรงทีไ่ด ้ถูกนํามาเปรยีบเทยีบกบัวธิี
ประมาณจากสมการของ Lagrange และชุดทดลองแขนกลชนิดยดืหยุ่น
จรงิ ผลจากการทดลอง สรุปไดว้่าแบบจาํลองทางคณิตศาสตรท์ีไ่ดจ้าก
การแกส้มการแบบแม่นตรงมคีวามแม่นยําและสอดคลอ้งกบัพลศาสตร์
ของแขนกลชนิดยดืหยุ่นทีม่อียู่จรงิมากกวา่แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์
ทีไ่ดจ้ากวธิกีารประมาณ 

Abstract 
 Flexible-link robot manipulator has complicated dynamic 
system because it has infinite degrees of freedom. Presently, the 
general mathematical model of flexible-link robot manipulator is 
obtained from approximation method, which is not highly 
accurate. This paper presents two approaches. The first 
approach is based on the exact mathematical model (for 
distributed parameter system) using Euler-Bernoulli thin beam 
theorem. Rotating reference frame is parallel to the robot’s base, 
a so-called pseudo-clamped reference frame. The separation of 
variables method is used to find the solution. The second 
approach considers lumped parameter system (approximation 
method) and uses Lagrange method to obtain the approximate 
model. The state-space model and natural frequency of the 

system are obtained using both approaches. An experiment with 
an actual flexible-link robot is performed. The experimental 
results confirm that the exact mathematical model has higher 
accuracy in predicting the system’ s dynamic than the 
approximate model.   

1. คาํนํา 
 ปญัหาเรื่องการหาสมการทางคณิตศาสตรข์องระบบแขนกลชนิด
ยดืหยุ่นมคีวามซบัซ้อนมากเนื่องจากระบบมอีงศาอสิระเป็นอนันต์ จงึ
นบัเป็นงานทีท่า้ทายสาํหรบันกัวจิยัในปจัจบุนั   
 สําหรบัชุดทดลองแขนกลชนิดยดืหยุ่นนัน้กําหนดให้แกนอ้างอิง
หมุน ขนานกบัแขนกลทีจุ่ดฐาน (Pseudo-clamped) [1] วดัตําแหน่ง
การเคลื่อนทีท่ีจุ่ดใดๆดว้ย Strain gauge [2] และหาความถี่ธรรมชาติ
จากสญัญาณความเรง่จาก Accelerometer [3] แขนกลน้ีถูกยดึบนฐาน
ทีห่มนุดว้ยแรงบดิจากมอเตอร ์โดยม ีEncoder วดัมมุทีเ่ปลีย่นแปลง 
 ในบทความนี้จะพจิารณาสรา้งแบบจําลองทางคณิตศาสตร์แบบ
แม่นตรงโดยสร้างแบบจําลองมาจากทฤษฎีคานบางของ Euler – 
Bernoulli [4] จากนัน้แกส้มการโดยวธิกีารแยกตวัแปร [1] (Separable 
of variables method) กบัแบบจําลองที่เกิดจากวธิกีารประมาณโดย
พจิารณาระบบเป็นแบบ Lumped parameter system [5] จะสร้าง
แบบจําลองดว้ยสมการของ Lagrange [6] โดยจะแก้ระบบสมการโดย
การวเิคราะหพ์ลงังานทีเ่กดิขึน้  
 สาํหรบัในบทความนี้สว่นแรกจะกล่าวถงึลกัษณะของแขนกลชนิด
ยดืหยุน่ทีเ่ราจะทาํการพจิารณา สว่นทีส่องเป็นการสรา้งแบบจาํลองทาง
คณิตศาสตร์แบบแม่นตรง โดยในส่วนน้ีจะกล่าวถึงปญัหาค่าขอบ [7] 
การใชส้มการพลงังานในการหาผลเฉลยของแบบจาํลอง ในส่วนทีส่าม
เป็นการสรา้งแบบจาํลองดว้ยวธิกีารประมาณโดยใชก้ารพจิารณาระบบ
เป็น Lumped parameter systems ควบคู่กับวิธีพลังงานของ 
Lagrange  โดยแบบจาํลองทางคณิตศาสตรท์ัง้สองแบบจะสามารถหา
ค่าความถี่ธรรมชาติและปริภูมิสเตตได้ ในส่วนสุดท้ายเป็นการนํา
ปรภิมูสิเตตของแบบจาํลองทัง้สองมาทาํการเปรยีบเทยีบกบัการทดลอง
จรงิ 
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2. ปัญหาของแขนกลชนิดยืดหยุ่น 
 แขนกลชนิดยดืหยุ่นลกัษณะเป็น Pseudo-clamped ทําจากไม้
บรรทดัเหลก็มคีวามหนาแน่นต่อหน่วยความยาวเป็น ρ โมเมนต์ความ
เฉื่อยรอบแกนหมุนทีฐ่านมคี่าเป็น bJ ยาว L  โดยฐานสามารถหมุนได้
มโีมเมนต์ความเฉื่อยเป็น 0J ทีด่า้นปลายของแขนกลมมีวล pm ตดิอยู ่

โมเมนตค์วามเฉื่อยของมวลนี้มคีา่เป็น pJ โครงสรา้งทัง้หมดหมุนอยู่บน

ระนาบอา้งองิ 0 0,x y เรากาํหนดสมมตฐิานดงัน้ี [8] 
1. การเคลื่อนทีข่องระบบแขนกลชนิดยดืหยุ่นน้ีจะมแีต่ในแนวระดบั
เทา่นัน้และไมค่ดิถงึผลกระทบต่อความเรง่เน่ืองจากแรงดงึดดูของโลก 
2. พจิารณาการเปลีย่นรปูตามแนวขวาง (transverse) เทา่นัน้ 
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รปูที ่1 แผนภาพของแขนกลชนิดยดืหยุน่ 

 
 จากรปูที ่1 เมื่อเราพจิารณาจุด P  เป็นจุดใดๆ ทีอ่ยู่บนแขนกล 
จะไดว้่า ( , )w x t  คอืระยะทางทีเ่ปลีย่นแปลงไปของจุด P  เทยีบกบั
แกน x  บนระนาบ ,x y   x คอืระยะทีต่ ัง้ฉากระหวา่งจุด P  กบัแกน 
x  โดยคา่ x  มคีา่ประมาณ x  ( )tθ คอื ค่ามุมของฐานทีเ่ปลีย่นแปลง
ไป สว่น ( , )x tα คอื คา่ของมมุทีจ่ดุ P  เทยีบกบัแกน 0 0,x y  จะได ้
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3. แบบจาํลองทางคณิตศาสตรแ์บบแม่นตรง 
 ในการสรา้งแบบจําลองทางคณิตศาสตร์แบบแม่นตรงนัน้ เรา
พจิารณาระบบแขนกลชนิดยดืหยุ่นเป็นแบบต่อเน่ือง [5] โดย
แบบจาํลองนี้จะสรา้งจากทฤษฎคีานของ Euler – Bernoulli  จะ
พจิารณาแขนกลเป็นลกัษณะคานไดด้งัน้ี 
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รปูที ่2 พจิารณาคานแบบ Euler – Bernoulli 

 
จากรปูที ่2 จะไดค้วามสมัพนัธข์องแรงและโมเมนตไ์ดเ้ป็นดงัน้ี 
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 จากเรือ่งกลศาสตรว์สัดุเราสามารถเขยีนความสมัพนัธร์ะหวา่ง
โมเมนตบ์ดิกบัระยะทีเ่ปลีย่นไปไดด้งัน้ี 
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จาก (3), (4) และ (5) เราสามารถเขยีนสมการใหมไ่ดเ้ป็น 
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รปูที ่3 แสดงแรงต่างๆทีก่ระทาํต่อแขนกลชนิดยดืหยุน่ 

 
 จากรูปที ่3 เราจะทําการพจิารณาแรงทีก่ระทํากบัแขนกลชนิด
ยดืหยุน่ เราสามารถเขยีนความสมัพนัธไ์ดด้งัน้ี 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2

0 20

2
2

2 2

,

,
,

L

b p p

p p

x L

x L

w x t
T t J J J m L t x dx

t
w x t

xw x t
m L J

t t

θ ρ

=

=

∂
= + + + +

∂
∂⎛ ⎞

∂ ⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠+ +
∂ ∂

∫&&

 (7)  

จาก (6) และ (7) สมการการเคลื่อนทีส่ามารถเขยีนไดเ้ป็น  
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จาก (8) เราพจิารณาระบบแขนกลใหเ้คลื่อนทีแ่บบอสิระ ( ) 0T t =  
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รปูที ่4 แสดงแรงทีก่ระทาํกบัมวลทีป่ลายของแขนกล 

 
จากรปูที ่4 เราสามารถเขยีนความสมัพนัธข์องแรงทีเ่กดิขึน้ไดเ้ป็น 
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ให ้ (9) และ (10) เป็นปญัหาคา่ขอบทีจ่ดุปลาย สว่นปญัหาคา่ขอบทีจ่ดุ
หมนุเป็นดงัน้ี 
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 จะเหน็วา่เรามสีมการการเคลื่อนทีค่อืสมการ (8) และสมการปญัหา
ค่าขอบสีส่มการ (9)-(12) โดยทุกสมการจะมฟีงักช์ัน่ทีข่ ึน้อยู่กบัสองตวั
แปรคอื ระยะทีเ่ปลีย่นแปลงไป x  และเวลา t  ดงันัน้จะใชว้ธิกีาร
แยกตวัแปร (Separation of variables) เขา้มาชว่ยในการแกส้มการ 
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จากวธิกีารแยกตวัแปรจะสามารถเขยีนสมการการเคลื่อนทีไ่ดเ้ป็น 
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∫
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จาก (14) ω คอืคา่คงทีด่งันัน้จะสามารถเขยีนความสมัพนัธท์ีข่ ึน้อยูก่บั
เวลาไดเ้ป็น 

( ) ( )
2

2
2 0
t

t
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δ

ω δ
∂

+ =
∂

  (15) 

จาก (15) สามารถหาผลเฉลยไดเ้ป็น 

( ) ( )1 2cos sin cost c t c t C tδ ω ω ω φ= + = −  (16) 

จาก (14) สามารถเขยีนความสมัพนัธท์ีข่ ึน้อยูก่บัระยะทีเ่ปลีย่นแปลงไป 
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ผลเฉลยของ (17) สามารถเขยีนไดเ้ป็น 
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 (18) 

โดยที ่ 1 2 3 4, , ,C C C C และ 5C  เป็นคา่คงที ่และกาํหนด

1
4

EI
ωρβ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 แทน (18) ลงใน (17) เราสามารถเขยีน 5C  ใหอ้ยูใ่นเทอมของ 

1 2 3, , ,C C C  และ 4C  ไดด้งัน้ี 

( ) ( )5 0
0

1 L

p p
x L

C x x dx m L L J
J x

ψρ ψ ψ
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⎡ ⎤∂
= + +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫  (19) 

 เพื่อให้ ( )xψ  ไม่เท่ากบัศูนย์ จากปญัหาค่าขอบทัง้สีแ่ละ (19) 

เราสามารถเขยีนสมการลกัษณะเฉพาะ (Characteristic equation) ที่
อยูใ่นรปูของ iβ ไดด้งั (20)  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

0

G BCEF BF CE

H AF CD I AE BD

⎡ ⎤− − +⎢ ⎥⎣ ⎦
− + − =

 (20) 
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โดยที ่ sin , cos , sinh , coshL s L c L sh L chβ β β β= = = =  

 ค่า iω  ทีท่าํให ้(20) เป็นจรงิคอืค่าของความถีธ่รรมชาติ ( ),w t x  

สามารถเขยีนเป็นผลรวมของ Eigenfunction ( )i xψ  ไดเ้ป็น 

( ) ( ) ( )
1

, i i
i

w t x x tψ δ
∞

=

= ∑  

 จาก (17) ใชคุ้ณสมบตัขิอง Orthonormality condition [9] จะได ้

0
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∫
  (21) 

โดยที ่ rsΔ คอืคา่ Kronecker delta 
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( ) ( )
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L
r

r r p r p
L

x x dx m L L J
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ψ
κ ρ ψ ψ

∂
= + +

∂∫  (22) 

 จากคุณสมบตัขิอง Orthonormality เราสามารถเขยีนคุณสมบตัทิี่
อยูใ่นสภาพยดืหยุน่ไดด้งัน้ี 

22

2 2
0

( )( )
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rs rr
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EI dx k r s
x x

ψψ ∂∂
= Δ =

∂ ∂∫  (23) 

 จาก (7) เราสามารถเขยีนสมการใหมไ่ดเ้ป็น 
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( ) 0r r
r

T t J t tθ δ κ
∞

=

− − =∑&& &&  (24) 

 จะเหน็ไดว้่าระบบเป็นอนันต์ ( )∞  ดงันัน้หลงัจากเปลีย่นใหเ้ป็น

ระบบทีจ่าํกดั ( )N  แลว้ จะสามารถเขยีนสมการของพลงังานไดด้งัน้ี 

 พลงังานจลน์ทีเ่กดิขึน้ในระบบโดยพจิารณาจาก (21) เขยีนไดเ้ป็น 
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 สาํหรบัพลงังานศกัยท์ีเ่กดิขึน้เมือ่พจิารณา (23) และงานทีเ่กดิขึน้
จะสามารถเขยีนไดเ้ป็น 
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 จาก (25) (26) และ (27) จะสามารถเขยีนแบบจาํลองไดเ้ป็น 
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จาก (28) 
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แบบจาํลองปรภิมูสิเตต สามารถเขยีนไดเ้ป็น 
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สาํหรบัความสมัพนัธข์องมมุทีเ่ปลีย่นไปทีจ่ดุใดๆ สามารถเขยีนไดเ้ป็น 
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4. แบบจาํลองทางคณิตศาสตรโ์ดยวิธีการประมาณ 

1q
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T

2h

1h

3h

 

รปูที ่5 พจิารณาแขนกลเป็นแบบ Lumped – parameter system 
 
 รูปที ่5 เราจะแบ่งมวลของแขนกลแบบยดืหยุ่นในระบบออกเป็น
สว่นๆ (Lumped – parameter system) ทัง้หมดสามสว่นคอื 1 2,m m
และ 3m เชื่อมกนัดว้ย Torsional spring แบ่งเป็นสามส่วนเช่นกนัคอื 

1 2,k k และ 3k  เราจะสรา้งระบบจากสมการ Lagrange โดยกําหนด 
Generalize coordinates ดงัน้ี 1q  คอืมุมทีแ่ขนกลเปลีย่นแปลงไป 

2 3,q q  และ 4q  คอืระยะของ 1 2,m m  และ 3m  ทีเ่ปลีย่นแปลงไป 
โดยมคีวามสมัพทัธซ์ึง่กนัและกนัดงัรปูที ่5 
พลงังานจลน์ทีเ่กดิขึน้ในระบบสามารถเขยีนไดด้งัน้ี 
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 พลงังานศกัยท์ีเ่กดิขึน้ในระบบสามารถเขยีนไดเ้ป็น 
22 2
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 (31) 

 สว่นงานทีก่ระทาํต่อระบบคอืแรงบดิของมอเตอรส์ามารถเขยีน
ความสมัพนัธไ์ดเ้ป็น 

1npdW Tdq=   (32) 

จากสมการของ Lagrange คอื 
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i i i
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จะสามารถเขยีนไดเ้ป็น 

{ } { } ( )M q K q fT t+ =&&   (34) 

โดยที ่
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สามารถเขยีนในรปูปรภิมูสิเตตไดด้งัน้ี 
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โดยที ่
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& && &

& && &  
สามารถเขยีนเอาตพ์ตุของระบบไดด้งัน้ี 

 จะเหน็ไดว้า่ในระบบนี้ มจีาํนวนองศาอสิระเท่ากนัจาํนวนของมวล
ทีก่าํหนดขึน้ ดงันัน้ความถีธ่รรมชาตจิะมทีัง้หมดสามคา่  

5. การทดลอง 
 รปูที ่6 แสดงชุดทดลอง ขบัดว้ยมอเตอรก์ระแสตรงมอีตัราการทด
เป็น 64:1 วดัมุมดว้ย Encoder ความละเอยีด 360 เสน้ สว่นตาํแหน่ง 
ณ จดุต่างๆ ของแขนกลถกูวดั Strain gauge มทีัง้หมดสามจดุดงัรปู 
คุณสมบตัทิางกายภาพของแขนกลเป็นดงัน้ี 
E  (Young modulus)   2.1x1011   N/m2 

I  (Area moment of inertia)  1.67x10-11  m4 

L  (Length)     0.54   m 

0J  (Inertia of  rotor and hub) 1.755x10-4  kg.m2 

ρ  (Linear mass density)  0.25   kg/m 

pJ  (Inertia of the payload)  0.012  kg.m 

pm  (Mass of the payload)  0.09917  kg 

 ในการทดลองเพือ่หาค่าความถีธ่รรมชาตนิัน้จะใชอุ้ปกรณ์ตรวจวดั
ความเรง่ Sparkfun รุน่ SEN-00395 ใช ้Fast Fourier Transform ใน
การหาค่าความถีธ่รรมชาตผิลทีอ่อกมาเป็นดงัรปูที ่7 ซึง่มคีวามเด่นชดั
ทัง้หมดสามโหมด สาํหรบัสญัญาณทีไ่ดร้บัจาก Strain gauge  เพือ่ทาํ
การวัดตําแหน่งนัน้สญัญาณมีค่าตํ่ ามากดังนัน้จึงมีการสร้างวงจร 
Amplifier จาก Op-amp เบอร์ CA 3140 สร้างเป็นวงจร 
Instrumentation amplifier 
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รปูที ่6 ชุดทดลองแขนกลชนิดยดืหยุน่ 

 
สําหรับแบบจําลองด้วยวิธีการประมาณ พารามิเตอร์จากชุด

ทดลองแขนกลเป็นดงัน้ี 

1 2 30.16 , 0.24h h m h m= = =  

1 2 38.14 N.m/rad, k 3.99 N.m/radk k= = =     

1 2 30.03762 , 0.09917m m kg m kg= = =  
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รปูที ่7 คา่ความถีธ่รรมชาตทิีไ่ดจ้ากการทดลอง 

 
ตารางที ่1 ความถีธ่รรมชาตขิองแขนกลชนิดยดืหยุน่ (Hz) 

Natural 
modes 

Exact model 
Approximate 

model 
Experiment 

1 2.8 3.4 2.11 
2 20.17 10.85 14.53 
3 38.99 23.66 42.18 
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รปูที ่8 ผลการทดลองเมือ่ทาํการเปรยีบเทยีบระหวา่งแบบจาํลองแบบ

แมน่ตรง แบบจาํลองโดยการประมาณและการทดลองจรงิ 

 จากผลการทดลองคา่มมุทีจ่ดุปลายและค่าความถีธ่รรมชาตทิีไ่ดด้งั
ตารางที ่1 และจากรปูที ่8 แสดงใหเ้หน็วา่แบบจาํลองทางคณิตศาสตร์
แบบแม่นตรงของแขนกลชนิดยืดหยุ่นมีความแม่นยํามากกว่า
แบบจําลองทีส่รา้งขึน้จากวธิกีารประมาณ เมื่อทําการเปรยีบเทยีบกบั
ผลการทดลองจรงิ 

6. สรปุ 
 แบบจําลองทางคณิตศาสตร์แบบแม่นตรงเหมาะสําหรบันําไปใช้
จําลองระบบที่มคีวามยดืหยุ่นตวัได้เป็นอย่างด ีสาเหตุที่ทําให้ผลการ
ทดลองของแบบจําลองมคีวามคลาดเคลื่อนนัน้ ส่วนแรกเกิดจากการ
สรา้งแบบจําลองซึ่งมอีงศาอสิระเป็นอนันต์มาเป็นแบบจํากดั อกีส่วน
หน่ึงมาจากการทดลองมกีารใช ้Strain gauge มาเป็นตวัตรวจวดั ซึง่ 
Strain gauge นัน้จะขึน้อยู่กบัการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมแิละ 
ความชืน้ ทาํใหผ้ลจากการทดลองจรงิมคีวามคลาดเคลื่อน 
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