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บทคัดยอ 
บทความนี้เปนการวิเคราะหความเคนที่เกิดข้ึนในปญหาการสัมผัส 

ดวยระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนตรวมกับเทคนิคการปรับขนาด เอลิเมนต
โดยอัตโนมัติ โดยปญหาที่ทําการวิเคราะหเปนปญหาความเครียดใน
ระนาบ เน้ือหาของบทความนี้เร่ิมจากทฤษฎีกลศาสตรของแข็ง ระเบียบ
วิธีไฟไนตเอลิเมนต ทฤษฎีการสัมผัส จากนั้นประดิษฐโปรแกรมขึ้นมา 
เพื่อทําการวิเคราะหความเคนที่เกิดข้ึนในปญหาการสัมผัส ที่มีผิวหนา
สัมผัสตางๆกัน เทียบกับปญหาอยางงายที่มีผลเฉลยแมนตรงอยูแลว 
โดยผลที่ไดจากโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน มีความสอดคลองกับผลเฉลย
แมนตรง 
 
Abstract 

This paper presents stress analysis of contact problems by 
finite element method and adaptive meshes. Firstly, solid 
mechanics theory and finite element formulations for contact 
problem are described. The developed program is analyzed with 
contact surface proplems and validated by exact problems.  The 
finite element solutions have a good agreement with the exact 
solution. 

 
1. บทนํา 

ในปจจุบันภาคอุตสาหกรรม ไดมีการนําโปรแกรมคํานวณบน
เครื่องคอมพิวเตอรเขามาชวยในการจําลองปญหาตางๆมากขึ้น เพื่อให
สามารถที่จะคาดเดาคําตอบของปญหากอนทําการทดสอบจริง เพื่อลด

ระยะเวลาและคาใชจาย รวมถึงสามารถที่จะออกแบบไดหลากหลาย
มากข้ึน โดยโปรแกรมเหลานี้ตั้งอยูบนพื้นฐานของการแกสมการทาง
คณิตศาสตร ซ่ึงผลลัพธทางการคํานวณจะใกลเคียงกับผลทางการ
ปฏิบัติมากนอยเพยีงใดขึ้นอยูกับหลายปจจัย เชน สมการทาง
คณิตศาสตรที่ใช เงื่อนไขขอบเขตของปญหาที่กําหนด และประเภทของ
เอลิเมนตที่ใชทดแทนในปญหา เปนตน โดยในบทความนี้จะเปนการ
ประดิษฐโปรแกรมเพื่อใชในการวิเคราะหปญหาที่มีการสัมผัสกัน โดยใน
เบ้ืองตน จะทดสอบโปรแกรมที่เขียนข้ึนมากับปญหาอยางงายที่มีผล
เฉลยเชงิวิเคราะห โดยไดทําการทดสอบกับปญหาการสัมผัส ที่มี
ผิวหนาของการสัมผัสตางๆกัน 3 แบบ คือ  1. การสัมผัสแบบผิวเรียบ
สัมผัสกับผิวเรียบ  2. การสัมผัสแบบผิวโคงสัมผัสกับผิวโคง  3. การ
สัมผัสแบบผิวเรียบสัมผัสกับผิวโคง  ซ่ึงผลการทดสอบโปรแกรมที่เขียน
ข้ึนมามีความสอดคลองกับผลเฉลยแมนตรง 

   

2.ทฤษฏี 
2.1 ทฤษฎีกลศาสตรของแข็งใน 2 มิติ 

สมการทดแทนความเปนจริงของปญหากลศาสตรของแข็งในระบบ 
2 มิติ ประกอบดวย 3 สมการดังน้ี  

     2.1.1 สมการความสมดุล 
เปนสมการความสมดุลของของแข็งในทิศทาง x และ y สามารถ

เขียนเปนสมการไดดังน้ี 
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โดย   xxσ  และ yyσ  คือ  ความเคนในแนวแกน x และ y  

        xyτ                 คือ  ความเคนเฉือนในระนาบ xy 

2.1.2 ความสัมพันธระหวางความเครียดและการเคลื่อนตัว 
เปนสมการความสัมพันธที่เกิดข้ึนจะรวมพฤติกรรมแบบไมเชิงเสน

เขามาดวย 
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ijε +++=              (3) 

 
โดย   ijε     คือ  องคประกอบคาความเครียด  

       ji uu ,  คือ  องคประกอบของคาการเคลื่อนตัวในทิศทาง x และ y 

2.1.3 ความสัมพันธระหวางความเคนและความเครียด 
เปนสมการความสัมพันธที่พิจารณาแบบความเครียดในระนาบ 
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ซ่ึง  [C] เปนเมตริกซความสัมพันธของคาโมดูลัสของความยืดหยุน 

2.2 เงื่อนไขขอบเขต 
สําหรับเงื่อนไขขอบเขตของปญหามีดวยกัน 3 รูปแบบ และ ในรูป

ที่ 1  เงื่อนไขขอบเขตแรกแสดงใหเห็นวา ตลอดขอบเขต S1 มีแรงดึง 
T1(t) มากระทําดังน้ี 

(t)1Tinijσ =                                        (5)                       

 
โดย      in    คือ    เวกเตอรหนวยที่มีทิศตั้งฉากกับขอบเขต 

 
เงื่อนไขขอบเขตที่สอง  แสดงถึงการกําหนดคาการเคลื่อนตัว ui(x,t) ให
มีคาคงที่ u2(t) ตลอดขอบเขต S2 ดังน้ี 

(t)2ut)(x,iu =                                     (6) 
 
เงื่อนไขขอบเขตที่สามแสดงถึงเงื่อนไขการสัมผัสกัน หากบริเวณใดใน
ขอบเขต S3 เกิดการสัมผัสกับวัตถุภายนอกหรือขอบเขตอื่น ก็จะทําให
เกิดความเคนแบบอัดตัว (compressive stress) บนขอบเขต S3 และไม
มีชองวางระหวางขอบเขต S3 กับวัตถุภายนอก )0),(( =txg  สวน
บริเวณอื่น ๆ ของขอบเขต S3 ที่ไมไดสัมผัสกับวัตถุภายนอกก็จะเกิด
ชองวางข้ึน )0),(( >txg  และจะไมเกิดความเคนเน่ืองจากการสัมผัส
กัน (contact stress) จากรายละเอียดดังกลาวขางตนสามารถเขียน
เงื่อนไขขอบเขตอยูในรูปสมการทั่วไปไดดังน้ี 

0it)n(x,cqt)(x,nq ≤=                        (7) 
 

0it)nu(x,g(x)t)g(x, ≥−=                      (8) 
   

โดย   t),i(xcq   คือ   แรงเน่ืองจากการสัมผัสกัน 
        t),i(xnq   คือ   แรงสัมผัสในทิศทางที่ตั้งฉากกับขอบเขต  

  t),ig(x   คือ   ชองวางระหวางขอบเขต S3 กับวัตถุภายนอก 
2.3 สมการไฟไนตเอลิเมนต 

สมการพลังงานเสมือนจากการเสียรูปของวัตถุ ที่ไดจากสมการ
ความสมดุล เม่ือประยุกตเปนสมการไฟไนตเอลิเมนต จะสามารถเขียน
ใหอยูในรูปของเมตริกซไดดังน้ี 

[ ]{ } { } { } { }CinCNLL FFRΔUKKK +−=++          (9) 
 
โดย  [ ]LK    คือ  เมตริกซแข็งเกร็งในปญหาแบบเชิงเสน 
       [ ]NLK  คือ  เมตริกซแข็งเกร็งในปญหาแบบไมเชิงเสน 
       [ ]CK    คือ  เมตริกซแข็งเกร็งในปญหาการสัมผัส 
       { }ΔU    คือ  เวคเตอรการเคลื่อนตัว 
        { }R     คือ  เวคเตอรของแรงภายนอก 
       { }inF     คือ  เวคเตอรของแรงภายใน 
       { }CF     คือ  เวคเตอรของแรงสัมผัส 
 
3. การทดสอบกับปญหาตัวอยาง 

ในที่น้ี จะตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมของปญหาที่มีผล
เฉลยเชงิวิเคราะหกับโปรแกรมที่ไดประดิษฐข้ึนมา ซ่ึงไดทําการทดสอบ
กับปญหา 3 ปญหาดังน้ี 
3.1 ปญหาแทงส่ีเหลี่ยมแข็งเกร็งบนพ้ืนยืดหยุนเชิงเสน 

      ลักษณะของปญหาเปนการนําแทงแข็งยาวที่มีพืน้ที่หนาตัดส่ี 
เหลี่ยมวางบนพื้นที่มีคุณสมบัติเปนวัสดุยืดหยุนเชิงเสน จากนั้นทําการ
กดแทงเหล็กดวยแรง T  นิวตันตอความยาวแทงแข็ง ลงมาเปนระยะ 
δ  เทากับ 2 มิลลิเมตรดังรูปที่ 2 โดยความกวางหนาสัมผัสที่เกิดข้ึนกับ
ปญหาน้ีมีคาคงที่เทากับ  2a  หลังจากนั้นทําการคาํนวณผลจากโปร 
แกรมที่ประดิษฐข้ึน และหาคาแรงปฏิกิริยารวมที่ผิวสัมผัสเพื่อหาแรง 
T  ซ่ึงนําไปหาผลเฉลยเชิงวเิคราะหไดดังสมการที่  (10) 

)2x2π(a
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รูปที่ 1  แสดงลักษณะเงื่อนไขขอบเขตของปญหา 



 

 

 

โดย    a     คือ  คาครึ่งความกวางของการสัมผัส 
       p(x)   คือ  คาความดันที่ตําแหนง x ใด ๆ บนผิวสัมผัส 
 

 
รูปที่   2   แสดงรูปของปญหากลองส่ีเหลี่ยมแข็งกดบนพื้นยืดหยุน 

 
ในตอนแรกไดสรางแบบจําลองเอลิเมนตข้ึนจํานวน 622 เอลิเมนต 368 
จุดตอดังรูปที่ 3 ซ่ึงคําตอบที่ไดมีความคลาดเคลื่อนอยูมาก เน่ืองจากที่
บริเวณที่มีคาความเคนสูง แตเอลิเมนตกลับมีขนาดใหญ จึงทําการสราง
แบบจําลองทางไฟไนตเอลิเมนตใหม     โดยในบริเวณที่มีคาความเคน
สูง   จะใหเอลิเมนตมีขนาดเล็กสําหรับการคํานวณปญหาน้ีดังรูปที่  4 

รูปที่  3  แสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนต 
จํานวน  622 เอลิเมนต  368 จุดตอ 

รูปที่  4  แสดงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่มีการปรับขนาด 
จํานวน  1000 เอลิเมนต  590 จุดตอ 

จะเห็นวาบริเวณมุมของแทงแข็งยาวที่สัมผัสกับพื้นยืดหยุน จะมีคาการ
เปลี่ยนแปลงของเกรเดียนทคําตอบที่สูง จึงไดมีการปรับขนาดของเอลิ
เมนตใหมีขนาดเล็กลง เพื่อใหคําตอบมีความถูกตองมากขึ้น เม่ือทําการ
คํานวณแลว คาแรงปฏิกิริยารวมที่เกิดข้ึนบนจุดตอของพื้น เทากับ 671 
เมกะนิวตัน นําคาแรงปฏิกิริยารวมนี้ไปทําการคํานวณหาคาความดันที่
ผิวสัมผัสในสมการ (10)  ซ่ึงจากการเปรียบเทียบผลการคํานวณจาก
โปรแกรมมีความสอดคลองกับผลเฉลยเชิงวิเคราะหเปนอยางดี ดัง
แสดงในรูปที่ 6  
 

 
รูปที่  5  แสดงบริเวณที่เกิดการเปลีย่นแปลงของเกรเดยีนทคําตอบสูง 

 

 
 

รูปที่  6  แสดงการเปรียบเทียบคาของความดันที่ตําแหนงจาก 
จุดศูนยกลางที่มีการปรับขนาดของเอลิเมนต 

 
3.2 ปญหาการสัมผัสของทรงกระบอกสองแทงท่ีมีขนาดเสนผา 
ศูนยกลางไมเทากัน 

          ลักษณะของปญหา คือ ทรงกระบอกสองแทงที่มีขนาดเสนผาน
ศูนยกลางไมเทากันมาสัมผัสกัน ตามแนวแกนของทรงกระบอก ดวย
แรง T  นิวตันตอหนวยความยาวที่กระทําอยูบนจุดศูนยกลางของ

x 

1 m 

0.5 m 

1 m 

T 
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Elastic body 
2 m 
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ทรงกระบอกทั้งสอง ดังแสดงในรูปที่  7 โดยความสัมพันธระหวางคา
การเคลื่อนตัวรวม กับคาครึ่งความกวางแสดงดังสมการที่ (11) ดังน้ี 
 

(11) 

                      (a) กอนใหภาระ             (b) หลังใหภาระ     
รูปที่   7   แสดงปญหาการสัมผัสระหวางทรงกระบอกสองแทง 

กอนและหลังใหภาระ 
 

เพื่อเพ่ิมความถูกตองของปญหา จึงไดทําการปรับขนาดของเอลิเมนต
ในบริเวณที่มีคาเกรเดียนของคําตอบสูงดังแสดงในรูปที่  8 
 

รูปที่   8  แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดของเอลิเมนตของ
ทรงกระบอกสองแทงจํานวน  2558 เอลิเมนต  1401 จุดตอ 

 
โดยผลจากการคํานวณ คาของการกระจายความเคนวอนมิสและการ
เสียรูปของปญหา สามารถแสดงผลการคํานวณจากโปรแกรมที่สราง
ข้ึนมาไดดังรูปที่ 9 และ รูปที่ 10 ตามลําดับ 
 

 

 รูปที่   9   แสดงการกระจายความเคนวอนมิสของปญหาการสัมผัส 
 

รูปที่ 10    แสดงการเสียรูปในทิศทาง Y ของปญหาการสัมผัส 
 
ผลการคํานวณจากโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนมา ในแบบจําลองที่ทําการ
ปรับขนาดเอลิเมนต ไดคาครึ่งความกวางของหนาสัมผัสมีคาเทากับ 
1.01 มิลลเิมตร โดยคาความคลาดเคลื่อนเกิดข้ึนประมาณ 7%  ซ่ึงให
คาใกลเคียงกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห ซ่ึงสามารถสรุปผลไดดังตารางที่ 1 
 
ตารางที่ 1 แสดงผลการเปรียบเทียบขนาดครึ่งความกวางของหนา สัมผัส
ของปญหาการสัมผัสของทรงกระบอกสองแทง 
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3.3 ปญหาทรงกระบอกยืดหยุนระหวางแผนแข็งเกร็งคูขนาน 
          ลักษณะของปญหา คือ ทรงกระบอกยาวรัศมี 50 มิลลิเมตร 
วางอยูบนพื้นแข็งแลวใชแผนเหล็กกดทรงกระบอกลงดวยแรง T นิวตัน
ตอความยาวของทรงกระบอก หลังจากที่ออกแรงกดแลว ทรงกระบอก
จะยุบตัวลงเปนระยะ δ2  ทําใหเกิดหนาสัมผัสระหวางทรงกระบอกกับ
พื้นมีความกวางเทากับ  2a  ดังรูปที่   11 

รูปที่  11   ปญหาของทรงกระบอกยาวที่ถูกกดโดย 
แผนเหล็กแข็งบนพื้นแข็งเกร็ง 

 
จากทฤษฎีของเฮิรตซ ตัวอยางนี้เปนการสัมผัสแบบเสน (line contact) 
กลาวคือการสัมผัสจะเร่ิมสัมผัสที่จุดสัมผัสระหวางขอบของทรงกระบอก
กับพื้นแข็งเกร็ง ซ่ึงมีลักษณะเปนเสนตรงตามแนวยาวของทรงกระบอก 
เม่ือทรงกระบอกไดรับภาระทําใหเกิดการเสียรูป  ความกวางหนาสัมผัส
จะเพ่ิมข้ึนเร่ือย ๆ จนกระทั่งภาระที่ใหมีคาเทากับ T  โดยสามารถหา
คาความดันและคาความกวางที่เกิดข้ึน  ไดดังน้ี  
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โดย  a    คือ   คร่ึงความกวางของการสัมผัส  
       p0   คือ   ความดันสูงสุดของการสัมผัส 
     p(x)  คือ   คาความดันที่ตําแหนง  x ใด ๆ บนผิวสัมผัส 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  12  แสดงแบบจําลองที่มีการปรับขนาดของเอลิเมนตใหม 

ซ่ึงแบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตเร่ิมตนมี 780 เอลิเมนต 449 จุดตอ และ
แบบจําลองไฟไนตเอลิเมนตที่ปรับขนาดมี 1071 เอลิเมนต 611 จุดตอ 
ตอจากนั้นทําการคํานวณโดยใชโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึนมาและเนื่องจาก
ปญหามีความสมมาตรจึงไดพิจารณาเพียง 1 ใน 4 ของหนาตัดวงกลม 
ซ่ึงจะตองทําการปรับขนาดเอลิเมนต ในบริเวณที่มีการเปลี่ยนแปลงของ
เกรเดียนทคําตอบสูง เพื่อใหคําตอบมีความถูกตองมากขึ้น ดังรูปที่ 12  
ซ่ึงผลจากการปรับขนาดของเอลิเมนต ทําใหบริเวณที่มีการสัมผัสกันมี
เอลิเมนตขนาดเล็กลง คา a และ p0 จะคํานวณไดจากคาภาระที่ให T  
แตเน่ืองจากเงื่อนไขขอบเขตที่ใหเปนการกําหนดการเคลื่อนที่ของจุดตอ
ดังน้ันคาภาระ T  สามารถหาไดจากแรงปฏิกิริยาทีเ่กิดข้ึนบนจุดตอ ที่
มีการสัมผัสกับพื้นแข็ง จากนั้นทําการตรวจสอบโดยการนําคาแรง T  
ที่ไดจากการคํานวณซึ่งมีคาประมาณ 187 เมกะนิวตัน ไปคํานวณคา
คร่ึงความกวางของการสัมผัส a  และคาความดันสูงสุด  p0  ที่เกิดข้ึนกับ
ทรงกระบอกซึ่งจะไดคาการเคลื่อนตัวของทรงกระบอกดังรูปที่ 13  

 

 
 

รูปที่  13  แสดงการเคลื่อนตัวในทิศทาง Y ที่เกิดข้ึน 
 

จากการเปรียบเทียบมีคาความคลาดเคลื่อนเกิดข้ึนประมาณ 3% ดัง
แสดงในตารางที่ 2 
 
ตารางที่ 2  เปรียบเทียบผลเฉลยเชิงวิเคราะหกับผลจากการคํานวณ
ดวยโปรแกรม 

 คาคร่ึงความกวาง ความดันสูงสุด 
 (mm.) (GPa) 

ผลเฉลยเชิงวิเคราะห 7.376 16.594 
ไฟไนตเอลิเมนต 7.175 17.13 

 
4. สรุป 
        ผลงานวิจัยน้ี คือ การประดิษฐโปรแกรมไฟไนตเอลิเมนตข้ึนมา
เพื่อนําไปใชในการวิเคราะหในปญหาการสัมผัส  โดยพิจารณาเปน
ปญหาแบบความเครียดในระนาบสองมิติ โดยเริ่มจากการประดิษฐ
สมการไฟไนตเอลิเมนตเพื่อนําไปเขียนเปนโปรแกรมคอมพิวเตอร และ 
ใชเทคนิคการปรับขนาดแบบอัตโนมัติรวมกับโปรแกรม สําหรับการ
วิเคราะหปญหาการสัมผัสเพื่อเพิ่มความถูกตองของคําตอบ จากนั้นทํา
การตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมที่ประดิษฐข้ึน โดยการ
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เปรียบเทียบกับปญหาที่สามารถหาผลเฉลยเชงิวิเคราะหได ซ่ึงได
คําตอบที่ใกลเคียงกัน และ สามารถที่จะนําไปใชในการวิเคราะหปญหา
การสัมผัส และ พัฒนาโปรแกรมไปใชกับปญหาที่มีความซับซอนมาก
ข้ึน 
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