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บทคัดยอ 
จากปญหาการประมาณคาอนุพันธของวิธีผลตางสืบเน่ืองอันเกิด

จากการลบกันของพจนที่ขนาดระยะคํานวณเล็กมากๆ..สงผลใหการ
ประมาณคาอนุพันธเกิดความผิดพลาดหรือที่ รู จักกันในช่ือความ
ผิดพลาดจากการปดเศษ..ดังน้ันในบทความนี้ไดทําการศึกษาความ
ผิดพลาดจากการปดเศษของวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน
ซ่ึงวิธีดังกลาวอยูบนพื้นฐานเดียวกันกับวิธีผลตางสืบเน่ือง..โดยหัวขอ
วิจัยไดตั้งสมมุติฐานวาถาใชวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน
ซ่ึงมีความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับสูงกวาจะสามารถใชขนาด
ระยะคํานวณที่มีขนาดเล็กกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง
แลวเกิดความผิดพลาดจากการปดเศษลดนอยลงไดหรือไม..โดยทดลอง
ประมาณคาอนุพันธอันดับที่หน่ึงเปรียบเทียบกันส่ีวิธีดังน้ี..วิธีผลตาง
สืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่
สอง,..วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสันความผิดพลาดจากการ
ตัดปลายอันดับที่ส่ี,..วิธีชวงเชิงซอนความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่สองและผลเฉลยแมนตรง..ผลลัพธจากการคํานวณแสดงใหเห็น
วาความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับสูงไมไดชวยลดความผิดพลาด
จากการปดเศษแตชวยเพิ่มความแมนยําในการประมาณคาซ่ึงเปนเร่ือง
ปกติของวิธีที่มีการตัดปลายอันดับสูง..สวนระเบียบวิธีการคํานวณชวง
เชิงซอนสามารถลดความผิดพลาดจากการปดเศษไดดีกวาในขนาด

ระยะคํานวณเล็กกวา.10-7.แตใหความแมนยําในการประมาณคานอย
กวาในขนาดระยะคํานวณใหญกวา.10-6   

อยางไรก็ตามระเบียบวิธีการคํานวณที่ไมกอใหเกิดการลบกันของ
พจนนาจะเปนหัวใจสําคัญในการพัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแก 
ปญหาความผิดพลาดจากการปดเศษ โดยในอนาคตจะทําการศึกษาหา
ระเบียบวิธีการรวมกันระหวางวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 
และวิธีชวงเชิงซอนเขาดวยกันซ่ึงวิธี น้ีอาจจะชวยลดปญหาความ
ผิดพลาดรวมของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขไดดีข้ึนตามลําดับตอไป 

 
Abstract 

A problem usually encountered in a finite difference method 
caused by substitution of values between two points of a very 
small step size is usually known as round-off error. In this paper, 
the error from Richardson’s extrapolation, which inherits from 
finite difference method, was analyzed. With the assumption that 
truncation of higher-order term in Richardson’s extrapolation may 
contribute to a decrease in round-off error at smaller step size. 
To investigate this assumption, the first order derivative was 
numerically obtained from different numerical methods namely; 
the 2nd order central difference, the 4th order Richardson’s 



 

 

 

extrapolation, the 2nd order complex-step derivative 
approximation. These numerical results were then compared with 
the exact solution. The results suggest that higher truncation term 
of Richardson’s extrapolation can, although, reduce the error of 
numerical approximation, does not contribute to the reduction of 
round-off error. The complex-step derivative approximation 
perform better than others for step size less than 10-7, but, due to 
lower order of approximation, perform equally with the 2nd order 
central differencing scheme with the step size of 10-6 and above. 

Nevertheless, it is desirable to avoid subtraction of terms 
thus can reduce round-off errors in a numerical method. Future 
work will deals with a combination of the complex-step derivative 
approximation and Richardson’s extrapolation. It is hoped that the 
total numerical error will be reduced with such combination. 

 
1. บทนํา 

จากปญหาความผิดพลาดรวมของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการแบง
ขนาดระยะคํานวณ อันเกิดจากความสัมพันธของความผิดพลาดจาก
การตัดปลายและขนาดระยะของการคํานวณ โดยขนาดระยะยิ่งมีขนาด
เล็กความผิดพลาดยิ่งนอย รวมกับความสัมพันธของความผิดพลาดจาก
การปดเศษและขนาดระยะ โดยขนาดระยะยิ่งมีขนาดเล็กความผิดพลาด
ยิ่งมาก ตามลําดับดังรูปที่ 1 [1] 

 

 
รูปที่ 1 ความผิดพลาดกับขนาดระยะ 

 
 ดังน้ันในบทความนี้ไดทําการศึกษาผลกระทบของความผิดพลาด

จากการตัดปลายอันดับสูงตอความผิดพลาดจากการปดเศษของการ
ประมาณคาอนุพันธของวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน โดย
เปรียบเทียบกับวิธีที่ไดกลาวมาแลวขางตน 
 
2. ทฤษฎี 
 การพัฒนาวิธีการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธทั้งสามวิธีที่จะได
กลาวตอไปน้ีอยูบนพื้นฐานเดียวกันคือ การประมาณคาสมการเชิง
อนุพันธดวยการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี  
2.1 วิธีผลตางสืบเนื่องแบบผลตางกึ่งกลาง  

การกระจายอนุกรมเทยเลอร [1] 
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นําสมการที่ (1)-(2) ได 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )2
11 2 hOhxfxfxf iii +−≈′ −+                   (3)                   

 
สมการที่สามเรียกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางมีความ
ผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่สอง 
2.2 วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 
 วิธีการประมาณคานี้ถูกพัฒนาโดย L.F. Richardson และ J.A. 
Gaunt ในป 1927 และถูกนํามาประยุกตใชในการคํานวณเชิงตัวเลข
ตามมาดังน้ี ในป 2003 Maria Caridad Natividad และ Martin Stynes 
[6] นํามาปรับปรุงความแมนยําของวิธีการประมาณคาดวยอัปวินด 
ตอมาในป 2004 Armando Arciniega และ Edward Allen [5] นํามา
ปรับปรุงวิธีแบบปริยายและวิธีของแครงก-นิโคลสันใหมีอันดับความ
แมนยําสูงข้ึนและยังชวยลดเวลาในการคํานวณไดอีกดวยและในป 2006 
Kumar Rahul และ S.N. Bhattacharyya [4] นํามาปรับปรุงความ
ผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับสูงใหมีความแมนยํามากขึ้น 

ข้ันตอนและวิธีคํานวณการประมาณคานอกชวงของริชารดสันโดย
อาศัยหลักการของการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี  
นําสมการที่ (1)-(2) ได 
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นํา h2  หารตลอดสมการที่ (4) จะได 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
L++

′′′
+

′
=

− −+

4
5

211

!5
..............................

!3!12

h
xf

h
xfxf

h
xfxf

i

iiii

               (5) 

 
ยายขางหาอนุพันธอันดับที่หน่ึง  
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เปลี่ยนสมการที่ (6) ใหเปนตัวดําเนินการของริชารดสัน 
 

( ) ( ) ( )
h

xfxf
h ii

2
11 −+ −

=ϕ                                                (7) 

 

และเปลีย่นสัมประสิทธิ์หนา nh  ใหเปน na  ตามลําดับ จะได 
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ยายขางหาตัวดําเนินการของริชารดสัน 
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หาตัวดําเนินการของริชารดสันที่ 2/h   
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คูณ 4 ตลอดสมการที่ (10)  
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นําสมการที่ (9)-(11) ได 
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จัดรูปใหมเปน 
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นํา -3 หารตลอดสมการที่ (13) จะได 
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ยายขางหาสมการอนุพัธอันดับที่หน่ึงของริชารด 
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เขียนสมการที่ (15) ใหอยูในรูปของสมการประมาณคาอนุพันธอันดับที่
หน่ึงของริชารดสัน 
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สมการที่ (16) เรียกวาสมการประมาณคานอกชวงของริชารดสันแบบ
มาตรฐานมีความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่ส่ี 
2.3 วิธีการประมาณคาแบบชวงเชิงซอน [2] 
 วิธีการประมาณคาแบบชวงเชิงซอนถูกนําเสนอโดย Lyness และ 
Moler ในป 1967 และถูกนํามาประยุกตใชในการคํานวณเชิงตัวเลข
ตามมาดังน้ี ในป 2000 Joaquim R. R. A. Martins [8] และคณะนํามา
ประยุกตใชกับวิธีไฟไนตเอลิเมนตและการคํานวณพลศาสตรการไหล
โดยทําการเปรียบเทียบกับวิธีผลตางสืบเน่ืองและวิธีผลตางอัตโนมัติ
พบวาวิธีชวงเชิงซอนงายและคํานวณไดดีกวา ตอมาในป 2002 X. W. 
Gao [7] และคณะนํามาประยุกตใชกับวิธีขอบเขตมูลฐานแบบไมเชิงเสน
ในการแกปญหาความเคนภายในพบวามีความแมนยําสูงและในป 2007 
S. Kapadia [3] และคณะนํามาประยุกตใชในการคํานวณหาสภาวะที่
เหมาะสมสําหรับเซลลเชื้อเพลิงแบบออคไซดแข็ง 

ข้ันตอนและวิธีคํานวณการประมาณคาแบบชวงเชิงซอนโดยอาศัย
หลักการของการกระจายอนุกรมเทยเลอรแบบตัวแปรเชิงซอน ดังน้ี 
 

( ) ( )ihxfzf +=                                                             (17)   
 

กระจายอนุกรมเทยเลอรในรูปตัวแปรเชิงซอน 
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พิจารณาเฉพาะเทอมจินตภาพ จะได 
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Im hxfhxfihxf                       (19) 

 
นํา h  มาหารตลอดสมการที่ (19) ได 
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ยายขางหาสมการอนุพันธอันดับที่หน่ึงของวิธีแบบชวงเชิงซอน 
 

( ) ( )[ ] ( )
L−

′′′
++=′ 2

!3
/Im hxfhihxfxf                     (21) 

 
เขียนสมการที่ (21) ใหอยูในรูปของสมการประมาณคาอนุพันธอันดับที่
หน่ึงของวิธีแบบชวงเชิงซอน 
 

( ) ( )[ ] ( )2/Im hOhihxfxf ++≈′                                  (22) 
 



 

 

 

สมการที่ (22) เรียกวาวิธีการประมาณคาแบบชวงเชิงซอนมีความ
ผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่สอง 
2.4 วิธีผลเฉลยแมนตรง 
 การหาคาอนุพันธดวยวิธีผลเฉลยแมนตรงเปนวิธีการหาโดยตรง
จากสูตรที่มีอยูทางคณิตศาสตร 
ฟงคชันที่ใชในการทดสอบ [2] 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]33 cossinexp xxxxf +=                         (23)                        
 

ผลเฉลยแมนตรงของอนุพันธอันดับที่หน่ึง   
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3. ผลลัพธจากการคํานวณ 

ผลลัพธจากการคํานวณทั้งสามวิธีไดแสดงในตารางที่หน่ึงและกํา- 
หนดใหความผิดพลาดจากการปดเศษทศนิยมตําแหนงที่สิบหา โดยผล
เฉลยแมนตรง ( ) 07163263.62203370=′ xf  ที่ตําแหนง 5.1=x  

 
ตารางที ่1 เปรียบเทียบความผิดพลาดกับขนาดระยะ  

h  central Richardson complex-step 

1.0e-01 
0.026545932
532872 

0.000098697
258762 

0.025767852
429948 

1.0e-02 
0.000261561
985270 

0.000000009
725947 

0.000261484
189191 

1.0e-03 
0.000002615
234714 

0.000000000
001354 

0.000002615
226937 

1.0e-04 
0.000000026
150418 

0.000000000
003918 

0.000000026
152308 

1.0e-05 
0.000000000
277742 

0.000000000
000169 

0.000000000
261523 

1.0e-06 
0.000000000
175907 

0.000000000
641478 

0.000000000
002615 

1.0e-07 
0.000000000
927563 

0.000000002
341976 

0.000000000
000027 

1.0e-08 
0.000000001
524591 

0.000000034
219977 

0.000000000
000000 

1.0e-09 
0.000000145
604645 

0.000000145
604645 

0.000000000
000000 

1.0e-10 
0.000000590
041536 

0.000004314
266337 

0.000000000
000000 

1.0e-11 
0.000000636
035432 

0.000048407
043296 

0.000000000
000000 

    

ตารางที ่1 เปรียบเทียบความผิดพลาดกับขนาดระยะ (ตอ) 

h  central Richardson complex-step 

1.0e-12 
0.000110982
962570 

0.000274459
891664 

0.000000000
000000 

1.0e-13 
0.001973347
883374 

0.001973347
883374 

0.000000000
000000 

1.0e-14 
0.005383113
925840 

0.038078499
744566 

0.000000000
000000 

1.0e-15 
0.019138425
438205 

0.307815432
749060 

0.000000000
000000 

1.0e-16 
1.000000000
000000 

1.000000000
000000 

0.000000000
000000 

1.0e-17 
1.000000000
000000 

1.000000000
000000 

0.000000000
000000 

1.0e-18 
1.000000000
000000 

1.000000000
000000 

0.000000000
000000 

1.0e-19 
1.000000000
000000 

1.000000000
000000 

0.000000000
000000 

1.0e-20 
1.000000000
000000 

1.000000000
000000 

0.000000000
000000 

 
เปรียบเทียบผลการคํานวณความผิดพลาดกับขนาดระยะทั้งสามวิธีดวย
กราฟลอกะริธธึม-ลอกะริธธึมเพื่อใหเห็นความแตกตางของวิธีคํานวณ
ใหชัดเจนมากยิ่งข้ึน 
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           รูปที่ 2 เปรียบเทียบความผิดพลาดของทั้งสามวิธี 

 
4. การวิเคราะหผลการคํานวณ 
 จากตารางที่หน่ึงและรูปที่สองของกรณีศึกษาจะทําการวิเคราะห
ผลการคํานวณทั้งสามวิธีแยกเปนสวนๆในแตละวิธีดังน้ี 
1. วิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง 
วิธีผลตางกึ่งกลางมีความแมนยําใกลเคียงกับวิธีชวงเชิงซอนในชวงแรก
ของการคํานวณกอนการเกิดจุดวกกลับที่ 050.1 −= ehc  แตมีความ
แมนยํานอยกวาวิธี ริชารดสันในชวงแรกของการคํานวณกอนถึง
ตําแหนงจุดวกกลับที่ 050.1 −= ehR   



 

 

 

2. วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 
วิธีริชารดสันมีความแมนยํามากกวาวิธีชวงเชิงซอนในชวงแรกของการ
คํานวณกอนถึงจุดวกกลับที่ 050.1 −= ehR และเกิดความผิดพลาด
มากกวาทั้งสองวิธีเน่ืองจากอิทธิพลของความผิดพลาดจากการปดเศษ
ที่ 060.1 −= ehR  เปนตนไป 
3. วิธีการประมาณคาแบบชวงเชิงซอน 
วิธีชวงเชิงซอนมีความแมนยํามากกวาทั้งสองวิธีตั้งแตขนาดระยะ
คํานวณ 070.1 −= ehcx  เปนตนไปและคําตอบจากการประมาณคา
ตั้งแต 080.1 −= ehcx  มีคาเทากับผลเฉลยแมนตรง 
 
5. สรุปผล 

การประมาณคาอนุพันธที่มีความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับ
สูงของวิธีริชารดสันไมไดชวยลดความผิดพลาดจากการปดเศษ แตชวย
เพิ่มความแมนยําขณะที่ใชขนาดระยะคํานวณเทากันแตไมเกินขนาด
ระยะคํานวณของการเกิดจุดวกกลับ 
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