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บทคัดยอ 
ในบทความนี้ไดนําเสนอวิธีการปรับปรุงการประมาณคาอนุพันธ

ดวยวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน โดยตั้งสมมุติฐานจาก
หลักการของความผิดพลาดจากการตัดปลายของการกระจายอนุกรม
เทยเลอร วาถาความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับยิ่งสูงความแมน 
ยํายอมสูงตาม จากหลักการนี้ไดนําไปสูการประยุกตใชสมการประมาณ
คานอกชวงของริชารดสัน วิธีการนี้จะทําใหความผิดพลาดจากการตัด
ปลายอยูที่อันดับที่ส่ีหรือที่เรียกกันโดยทั่วไปวามาตรฐานการประมาณ
คานอกชวงของริชารดสัน ซ่ึงนาจะมีความแมนยําสูงกวาการประมาณ
คาอนุพันธแบบผลตางกึ่งกลาง โดยทําการทดสอบสมมุติฐานขางตน
ดวยการเปรียบเทียบกันระหวางความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับ
ที่สองของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางและความผิดพลาดจาก
การตัดปลายอันดับที่ส่ีของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางดวย
วิธีริชารดสัน โดยทดสอบกับปญหาการพา-การแพรในระบบพิกัดฉาก
หน่ึงมิติ จากผลการเปรียบเทียบพบวาความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่ส่ีใหผลลัพธแมนยํามากกวาความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่สองเม่ือเทียบกับผลเฉลยแมนตรงและในอนาคตจะทําการ
ปรับปรุงวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางยอนหลังสําหรับเทอมการพาและ
แบบผลตางไปขางหนาสําหรับเทอมของเวลาตามลําดับตอไป 
 

Abstract 
In this paper, a methodology for improvement of derivation 

approximation by means of Richardson’s extrapolation technique 
is proposed. The study is based on the assumption of Taylor’s 
series expansion; the increasing of the solution accuracy can be 
obtained by increasing the order of truncation error of 
Richardson’s extrapolation method, which is expected to have 
greater accuracy than that of normal central differencing scheme. 
The assumption has been proofed by comparing the 2nd order 
truncation error of normal central differencing and the 4th order 
truncation error of the first iteration standard Richardson’s central 
extrapolation. The study is conducted on a one dimensional 
convection-diffusion problem in order to exhibit the capability of 
this new idea. The numerical results from the fourth order 
approximation of truncation error are relatively in excellent 
agreement with the analytical results. Future development will 
focus on the application of such method for backward and 
forward differences that represent convection and time derivative 
terms, respectively. 

 



 

 

1. บทนํา 
จากปญหาความผิดพลาดรวมของการคํานวณเชิงตัวเลขในการ

แบงขนาดระยะคํานวณ อันเกิดจากความสัมพันธของความผิดพลาด
จากการตัดปลายและขนาดระยะของการคํานวณ โดยขนาดระยะยิ่งมี
ขนาดเล็กความผิดพลาดยิ่งนอย รวมกับความสัมพันธของความ
ผิดพลาดจากการปดเศษและขนาดระยะ โดยขนาดระยะยิ่งมีขนาดเล็ก
ความผิดพลาดยิ่งมาก ตามลําดับดังรูปที่ 1 [1] 

 

 
รูปที่ 1 ความผิดพลาดกับขนาดระยะ 

 
 ดังน้ันในบทความนี้จะนําเสนอเฉพาะวิธีการปรับปรุงความผิด 

พลาดจากการตัดปลายของการคํานวณเชิงตัวเลขเทาน้ัน เน่ืองจากถา
เราสามารถเพิ่มความแมนยําไดโดยไมลดขนาดระยะในการคํานวณลง
จะสงผลใหความผิดพลาดรวมดีข้ึน จึงเปนที่มาของวัตถุประสงคของ
งานวิจัยในครั้งน้ี  
 
2. ทฤษฎี 

การพัฒนาวิธีการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธทั้งสองวิธีที่จะได
กลาวตอไปน้ีอยูบนพื้นฐานเดียวกันคือ การประมาณคาสมการเชิง
อนุพันธดวยการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี 
2.1 วิธีผลตางสืบเนื่องแบบผลตางกึ่งกลาง 

การกระจายอนุกรมเทยเลอร [1] 
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นําสมการที่ (1)-(2) ได 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )2
11 2 hOhxfxfxf iii +−≈′ −+                   (3)      

 
นําสมการที่ (1)+(2) ได 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )22
11 2 hOhxfxfxfxf iiii ++−≈′′ −+     (4) 

 
สมการที่ (3) และ (4) เรียกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง
ของอนุพันธอันดับที่หน่ึงและสองตามลําดับโดยมีความผิดพลาดจาก
การตัดปลายอันดับที่สอง 
2.2 วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 

วิธีการประมาณคานี้ถูกพัฒนาโดย L.F. Richardson และ J.A. 
Gaunt ในป 1927 และถูกนํามาประยุกตใชในการคํานวณเชิงตัวเลข
ตามมาดังน้ี ในป 2003 Maria Caridad Natividad และ Martin Stynes 
[6] นํามาปรับปรุงความแมนยําของวิธีการประมาณคาดวยอัปวินด 
ตอมาในป 2004 Armando Arciniega และ Edward Allen [5] นํามา
ปรับปรุงวิธีแบบปริยายและวิธีของแครงก-นิโคลสันใหมีอันดับความ
แมนยําสูงข้ึนและยังชวยลดเวลาในการคํานวณไดอีกดวยและในป 2006 
Kumar Rahul และ S.N. Bhattacharyya [4] นํามาปรับปรุงความ
ผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับสูงใหมีความแมนยํามากขึ้น 

ข้ันตอนและวิธีคํานวณการประมาณคานอกชวงของริชารดสันโดย
อาศัยหลักการของการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี 
นําสมการที่ (1)-(2) ได [3] 
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นําสมการที่ (1)+(2) ได  
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นํา 2h  หารตลอดสมการที่ (6) จะได 
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ยายขางหาอนุพันธอันดับที่สอง 
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เปลี่ยนพจนแรกดานขวามือ ของสมการที่ (8) ใหเปนตัวดําเนินการของ
ริชารดสัน 
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และเปลีย่นสัมประสิทธิ์หนา nh  ใหเปน na  ตามลําดับ จะได 
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ยายขางหาตัวดําเนินการของริชารดสัน 
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หาตัวดําเนินการของริชารดสันที่ 2/h  
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คูณ 4 ตลอดสมการที่ (12)  
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นําสมการที่ (11)-(13) ได 
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จัดรูปใหมเปน 
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นํา -3 หารตลอดสมการที่ (15) จะได 
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ยายขางหาสมการอนุพัธอันดับที่สองของริชารด 
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เขียนสมการที่ (17) ใหอยูในรูปของสมการประมาณคาอนุพันธอันดับที่
สองของริชารดสัน 
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สมการที่ (18) เรียกวาสมการประมาณคานอกชวงของริชารดสันแบบ
มาตรฐานอนุพันธอันดับที่สองโดยความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่ส่ี 
2.3 วิธีผลเฉลยแมนตรง 

การหาคาอนุพันธดวยวิธีผลเฉลยแมนตรงเปนวิธีการหาโดยตรง
จากสูตรที่มีอยูทางคณิตศาสตรและสมการที่ใชทดสอบเปนสมการเชิง
อนุพันธของการพา-การแพรในระบบพิกัดฉากหนึ่งมิติสภาวะคงตัว [2] 
สมการเชิงอนุพันธของการพา-การแพร  
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2

dx
d

dx
du φφρ Γ=                                                  (19) 

 
เงื่อนไขขอบเขต [2] 
 

10 =φ  ที่ 0=x  และ 0=Lφ  ที่ Lx =                    (20)   
 

ผลเฉลยแมนตรง [2] 
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3. ผลลัพธจากการคํานวณ 

ผลลัพธจากการคํานวณทั้งสองวิธีไดแสดงในตารางที่หน่ึงและกํา 
หนดใหความผิดพลาดจากการปดเศษทศนิยมตําแหนงที่สิบสอง จาก 
[2] กําหนดให 5.2=u  , 1=ρ และ 1.0=Γ  ดังน้ัน ผลเฉลยแมนตรง
ของสมการเชิงอนุพันธของการพา-การแพร  
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แทนคา 9.0=x  จะได 
 

( ) 13890.917915009.0 =φ   
 

ตารางที ่1 เปรียบเทียบความผิดพลาดกับขนาดระยะ  

h  ( )2hO  ( )4hO  
1/10 0.210472766812 0.163513308351 
1/20 0.031408747757 0.003293770118 
1/30 0.013367491967 0.000916385613 
1/40 0.007410904356 0.000324091879 
1/50 0.004711763738 0.000143733763 

 
เปรียบเทียบผลการคํานวณของความผิดพลาดกับขนาดระยะทั้งสองวิธี
ดวยกราฟลอกะริธธึม-ลอกะริธธึมเพื่อใหเห็นความแตกตางของวิธี
คํานวณใหชัดเจนมากยิ่งข้ึน 
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       รูปที่ 2 เปรียบเทียบความผิดพลาดของ ( )2hO  กับ ( )4hO  

 
4. การวิเคราะหผลการคํานวณ 

จากตารางที่หน่ึงและรูปที่สองของกรณีศึกษาจะทําการวิเคราะห
ผลการคํานวณทั้งสองวิธีแยกเปนสวนๆในแตละวิธีดังน้ี 
1. วิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง 
วิธีผลตางกึ่งกลางมีความแมนยําใกลเคียงกับวิธีริชารดสันที่ขนาดระยะ
คํานวณ 10/1=ch  แตมีความแมนยํานอยกวาวิธีริชารดสันที่ขนาด
ระยะคํานวณ 20/1=ch , 30/1=ch , 40/1=ch  และ 50/1=ch

ตามลําดับ 
2. วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 
วิธีริชารดสันมีความแมนยํามากกวาวิธีผลตางกึ่งกลางที่ 20/1=Rh

ทุกกรณีศึกษา  
 

5. สรุปผล 
การประมาณคาอนุพันธของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง

ดวยวิธีริชารดสันที่ความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่ส่ีมีความ
แมนยํามากกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางที่ความผิดพลาด
จากการตัดปลายอันดับที่สอง 
 
6. กิตติกรรมประกาศ 

ขอขอบพระคุณ รศ.ดร.มนัส สังวรศิลป ผูอํานวยการสํานักวิจัย
และบริการคอมพิวเตอรที่อนุเคราะหโปรแกรม MATHEMATICA และ
MATLAB ในการทําวิจัยในครั้งน้ี 
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