
 

 

การประชุมวิชาการเครือขายวิศวกรรมเครื่องกลแหงประเทศไทยครั้งที่ 21 
17-19 ตุลาคม 2550 จังหวัดชลบุรี 

 
 

การวิเคราะหความผิดพลาดจากการตัดปลายของการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน
สําหรับสมการเชิงอนุพันธ: ปญหาหนึ่งมิติการพา-การแพร 

Truncation Error Analysis of the Richardson’s Extrapolation for the Differential 
Equations: One-Dimensional Convection-Diffusion Problem 

 
 

นิวัฒน ภูเจริญ1, 2∗ , จารุวัตร เจรญิสุข1∗ และ ทวี เทศเจรญิ1 
1 สาขาวิชาวิศวกรรมเครือ่งกล คณะวิศวกรรมศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง กรุงเทพฯ 10520  

โทร 02-7373000 ตอ 3504 โทรสาร 02-7392490 ∗อีเมล kcjarruw@kmitl.ac.th 
2 สํานักวิจัยและบริการคอมพิวเตอร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง กรุงเทพฯ 10520 

โทร  02-3264329 โทรสาร  02-3264335 ∗อีเมล kpniwat@kmitl.ac.th 
 

Niwat Phoocharoen1, 2∗ , Jarruwat Charoensuk1∗ and Thavee Tescharoen1 
1 Mechanical Engineering Department, Engineering Division, King Mongkut’s Institute of Technology Ladkrabang,   

Bangkok, 10520, Thailand, Tel: 02-7373000 ext. 3504, Fax: 02-7392490, ∗E-mail: kcjarruw@kmitl.ac.th 
2 Computer Research and Service Center, King Mongkut’s Institute of Technology Ladkrabang,  

Bangkok, 10520, Thailand, Tel: 02-3264329, Fax: 02-3264335, ∗E-mail: kpniwat@kmitl.ac.th   
 
 

บทคัดยอ 
ในบทความนี้ไดนําเสนอวิธีการปรับปรุงการประมาณคาอนุพันธ

ดวยวิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน โดยตั้งสมมุติฐานจาก
หลักการของความผิดพลาดจากการตัดปลายของการกระจายอนุกรม
เทยเลอร วาถาความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับยิ่งสูงความแมน 
ยํายอมสูงตาม จากหลักการนี้ไดนําไปสูการประยุกตใชสมการประมาณ
คานอกชวงของริชารดสัน วิธีการนี้จะทําใหความผิดพลาดจากการตัด
ปลายอยูที่อันดับที่ส่ีหรือที่เรียกกันโดยทั่วไปวามาตรฐานการประมาณ
คานอกชวงของริชารดสัน ซ่ึงนาจะมีความแมนยําสูงกวาการประมาณ
คาอนุพันธแบบผลตางกึ่งกลาง โดยทําการทดสอบสมมุติฐานขางตน
ดวยการเปรียบเทียบกันระหวางความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับ
ที่สองของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางและความผิดพลาดจาก
การตัดปลายอันดับที่ส่ีของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางดวย
วิธีริชารดสัน โดยทดสอบกับปญหาการพา-การแพรในระบบพิกัดฉาก
หน่ึงมิติ จากผลการเปรียบเทียบพบวาความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่ส่ีใหผลลัพธแมนยํามากกวาความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่สองเม่ือเทียบกับผลเฉลยแมนตรงและในอนาคตจะทําการ
ปรับปรุงวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางยอนหลังสําหรับเทอมการพาและ
แบบผลตางไปขางหนาสําหรับเทอมของเวลาตามลําดับตอไป 
 

Abstract 
In this paper, a methodology for improvement of derivation 

approximation by means of Richardson’s extrapolation technique 
is proposed. The study is based on the assumption of Taylor’s 
series expansion; the increasing of the solution accuracy can be 
obtained by increasing the order of truncation error of 
Richardson’s extrapolation method, which is expected to have 
greater accuracy than that of normal central differencing scheme. 
The assumption has been proofed by comparing the 2nd order 
truncation error of normal central differencing and the 4th order 
truncation error of the first iteration standard Richardson’s central 
extrapolation. The study is conducted on a one dimensional 
convection-diffusion problem in order to exhibit the capability of 
this new idea. The numerical results from the fourth order 
approximation of truncation error are relatively in excellent 
agreement with the analytical results. Future development will 
focus on the application of such method for backward and 
forward differences that represent convection and time derivative 
terms, respectively. 

 



 

 

1. บทนํา 
จากปญหาความผิดพลาดรวมของการคํานวณเชิงตัวเลขในการ

แบงขนาดระยะคํานวณ อันเกิดจากความสัมพันธของความผิดพลาด
จากการตัดปลายและขนาดระยะของการคํานวณ โดยขนาดระยะยิ่งมี
ขนาดเล็กความผิดพลาดยิ่งนอย รวมกับความสัมพันธของความ
ผิดพลาดจากการปดเศษและขนาดระยะ โดยขนาดระยะยิ่งมีขนาดเล็ก
ความผิดพลาดยิ่งมาก ตามลําดับดังรูปที่ 1 [1] 

 

 
รูปที่ 1 ความผิดพลาดกับขนาดระยะ 

 
 ดังน้ันในบทความนี้จะนําเสนอเฉพาะวิธีการปรับปรุงความผิด 

พลาดจากการตัดปลายของการคํานวณเชิงตัวเลขเทาน้ัน เน่ืองจากถา
เราสามารถเพิ่มความแมนยําไดโดยไมลดขนาดระยะในการคํานวณลง
จะสงผลใหความผิดพลาดรวมดีข้ึน จึงเปนที่มาของวัตถุประสงคของ
งานวิจัยในครั้งน้ี  
 
2. ทฤษฎี 

การพัฒนาวิธีการประมาณคาสมการเชิงอนุพันธทั้งสองวิธีที่จะได
กลาวตอไปน้ีอยูบนพื้นฐานเดียวกันคือ การประมาณคาสมการเชิง
อนุพันธดวยการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี 
2.1 วิธีผลตางสืบเนื่องแบบผลตางกึ่งกลาง 

การกระจายอนุกรมเทยเลอร [1] 
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นําสมการที่ (1)-(2) ได 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )2
11 2 hOhxfxfxf iii +−≈′ −+                   (3)      

 
นําสมการที่ (1)+(2) ได 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )22
11 2 hOhxfxfxfxf iiii ++−≈′′ −+     (4) 

 
สมการที่ (3) และ (4) เรียกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง
ของอนุพันธอันดับที่หน่ึงและสองตามลําดับโดยมีความผิดพลาดจาก
การตัดปลายอันดับที่สอง 
2.2 วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 

วิธีการประมาณคานี้ถูกพัฒนาโดย L.F. Richardson และ J.A. 
Gaunt ในป 1927 และถูกนํามาประยุกตใชในการคํานวณเชิงตัวเลข
ตามมาดังน้ี ในป 2003 Maria Caridad Natividad และ Martin Stynes 
[6] นํามาปรับปรุงความแมนยําของวิธีการประมาณคาดวยอัปวินด 
ตอมาในป 2004 Armando Arciniega และ Edward Allen [5] นํามา
ปรับปรุงวิธีแบบปริยายและวิธีของแครงก-นิโคลสันใหมีอันดับความ
แมนยําสูงข้ึนและยังชวยลดเวลาในการคํานวณไดอีกดวยและในป 2006 
Kumar Rahul และ S.N. Bhattacharyya [4] นํามาปรับปรุงความ
ผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับสูงใหมีความแมนยํามากขึ้น 

ข้ันตอนและวิธีคํานวณการประมาณคานอกชวงของริชารดสันโดย
อาศัยหลักการของการกระจายอนุกรมเทยเลอร ดังน้ี 
นําสมการที่ (1)-(2) ได [3] 
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นําสมการที่ (1)+(2) ได  
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นํา 2h  หารตลอดสมการที่ (6) จะได 
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ยายขางหาอนุพันธอันดับที่สอง 
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เปลี่ยนพจนแรกดานขวามือ ของสมการที่ (8) ใหเปนตัวดําเนินการของ
ริชารดสัน 
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และเปลีย่นสัมประสิทธิ์หนา nh  ใหเปน na  ตามลําดับ จะได 
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ยายขางหาตัวดําเนินการของริชารดสัน 
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หาตัวดําเนินการของริชารดสันที่ 2/h  
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คูณ 4 ตลอดสมการที่ (12)  
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นําสมการที่ (11)-(13) ได 
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จัดรูปใหมเปน 
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นํา -3 หารตลอดสมการที่ (15) จะได 
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ยายขางหาสมการอนุพัธอันดับที่สองของริชารด 
 

( ) ( ) L++−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′ 4

44
1

3
1

23
4 hahhxf i ψψ                 (17) 

 
เขียนสมการที่ (17) ใหอยูในรูปของสมการประมาณคาอนุพันธอันดับที่
สองของริชารดสัน 
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สมการที่ (18) เรียกวาสมการประมาณคานอกชวงของริชารดสันแบบ
มาตรฐานอนุพันธอันดับที่สองโดยความผิดพลาดจากการตัดปลาย
อันดับที่ส่ี 
2.3 วิธีผลเฉลยแมนตรง 

การหาคาอนุพันธดวยวิธีผลเฉลยแมนตรงเปนวิธีการหาโดยตรง
จากสูตรที่มีอยูทางคณิตศาสตรและสมการที่ใชทดสอบเปนสมการเชิง
อนุพันธของการพา-การแพรในระบบพิกัดฉากหนึ่งมิติสภาวะคงตัว [2] 
สมการเชิงอนุพันธของการพา-การแพร  
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dx
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dx
du φφρ Γ=                                                  (19) 

 
เงื่อนไขขอบเขต [2] 
 

10 =φ  ที่ 0=x  และ 0=Lφ  ที่ Lx =                    (20)   
 

ผลเฉลยแมนตรง [2] 
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3. ผลลัพธจากการคํานวณ 

ผลลัพธจากการคํานวณทั้งสองวิธีไดแสดงในตารางที่หน่ึงและกํา 
หนดใหความผิดพลาดจากการปดเศษทศนิยมตําแหนงที่สิบสอง จาก 
[2] กําหนดให 5.2=u  , 1=ρ และ 1.0=Γ  ดังน้ัน ผลเฉลยแมนตรง
ของสมการเชิงอนุพันธของการพา-การแพร  
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แทนคา 9.0=x  จะได 
 

( ) 13890.917915009.0 =φ   
 

ตารางที ่1 เปรียบเทียบความผิดพลาดกับขนาดระยะ  

h  ( )2hO  ( )4hO  
1/10 0.210472766812 0.163513308351 
1/20 0.031408747757 0.003293770118 
1/30 0.013367491967 0.000916385613 
1/40 0.007410904356 0.000324091879 
1/50 0.004711763738 0.000143733763 

 
เปรียบเทียบผลการคํานวณของความผิดพลาดกับขนาดระยะทั้งสองวิธี
ดวยกราฟลอกะริธธึม-ลอกะริธธึมเพื่อใหเห็นความแตกตางของวิธี
คํานวณใหชัดเจนมากยิ่งข้ึน 
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       รูปที่ 2 เปรียบเทียบความผิดพลาดของ ( )2hO  กับ ( )4hO  

 
4. การวิเคราะหผลการคํานวณ 

จากตารางที่หน่ึงและรูปที่สองของกรณีศึกษาจะทําการวิเคราะห
ผลการคํานวณทั้งสองวิธีแยกเปนสวนๆในแตละวิธีดังน้ี 
1. วิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง 
วิธีผลตางกึ่งกลางมีความแมนยําใกลเคียงกับวิธีริชารดสันที่ขนาดระยะ
คํานวณ 10/1=ch  แตมีความแมนยํานอยกวาวิธีริชารดสันที่ขนาด
ระยะคํานวณ 20/1=ch , 30/1=ch , 40/1=ch  และ 50/1=ch

ตามลําดับ 
2. วิธีการประมาณคานอกชวงของริชารดสัน 
วิธีริชารดสันมีความแมนยํามากกวาวิธีผลตางกึ่งกลางที่ 20/1=Rh

ทุกกรณีศึกษา  
 

5. สรุปผล 
การประมาณคาอนุพันธของวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลาง

ดวยวิธีริชารดสันที่ความผิดพลาดจากการตัดปลายอันดับที่ส่ีมีความ
แมนยํามากกวาวิธีผลตางสืบเน่ืองแบบผลตางกึ่งกลางที่ความผิดพลาด
จากการตัดปลายอันดับที่สอง 
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MATLAB ในการทําวิจัยในครั้งน้ี 
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