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บทคัดยอ  
บทความน้ีกลาวถึงการวิเคราะหเพ่ือหาคาพารามิเตอรของกฎของพฤติกรรม (behavior laws) ของวัสดุ

ไฮเปอรอีลาสติกในกรณีของการเสียรูปขนาดใหญ โดยใช Virtual Fields Method (VFM) กระบวนการพ้ืนฐานคือ
การวัดและคํานวณหาสนามการเสียรูป (displacement fields) แบบวิวิธพันธ (heterogeneous) บนผิวหนาของวัสดุ
ทดสอบ จากน้ันทําการวิเคราะหหาคาพารามิเตอรทุกคาจากการทดลองเพียงคร้ังเดียว ซ่ึงวิธีน้ีมีความจําเปนท่ี
จะตองใชสนามการเสียรูปแบบ heterogeneous เน่ืองจากไมมีความสัมพันธระหวางคาพารามิเตอรท่ีไมทราบคากับ
สนามการเสียรูป การวิจัยในคร้ังน้ีไดแสดงการพัฒนาการวิเคราะหหาคาพารามิเตอรโดยประยุกตใชกับการเสียรูป
ขนาดใหญและผลของคาพารามิเตอรท่ีวิเคราะหไดเปนท่ีนาพอใจเม่ือเทียบกับคาพารามิเตอรของวัสดุจริงที่กําหนด
ไว 
คําหลัก: Virtual Fields Method, การเสียรูปขนาดใหญ, วัสดุไฮเปอรอีลาสติก, กฏของ Mooney 
 
Abstract 
 This present paper deals with the identification of constitutive parameters of a hyperelastic law 
from heterogeneous stress and strain fields using the Virtual Fields Method (VFM). The main idea 
consists in the exploitation of heterogeneous kinematic fields in order to directly identify all the constitutive 
parameters from only one test. The main drawback of such an approach is the fact that no direct link 
between displacement measurement data and unknown parameters is available in the general case. In 
this paper, the VFM is applied for the first time in the case of large deformations. The approach is 
developed here for a hyperelastic law in order to test the performances of this method in case of large 
deformations. Results found in terms of constitutive parameters are in good agreement with usual values 
of the selected materials. 
Keywords: Virtual Fields Method, large deformations, hyperelastic material, Mooney law   
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1. บทนํา 

บทความน้ีกล าวถึงงานวิ จัยที่ เกี่ยวกับการ
วิเคราะหเพ่ือหาคาพารามิเตอรของวัสดุชนิดไฮเปอรอี
ลาสติกสโดยใชขอมูลของสนามขจัดชนิดวิวิธพันธ
(heterogeneous) ท่ีปรากฏอยูบนพ้ืนผิววัสดุทดสอบ
ประกอบกับการใชวิธีการวิเคราะหแบบใหมที่มีช่ือวา
Virtual Fields Method, VFM [1] โดยขอไดเปรียบ
ของวิธีดังกลาวคือ เปนวิธีการวิเคราะหโดยมีพ้ืนฐาน
การคํานวณอยางงายๆ และย่ิงไปกวาน้ันยังเปนวิธีท่ี
สามารถคํานวณหาคาพารามิเตอรของวัสดุทุกคาโดย
ใชขอมูลจากการทดสอบเพียงคร้ังเดียว  
     หลังจากทําการคนควาจากงานวิจัยที่เกียวของ
แลวพบวา วิธีการวิเคราะหเพ่ือหาคาพารามิเตอรวิธีน้ี
ไดถูกพัฒนาเพ่ือใชในกรณีของการเสียรูปขนาดใหญ
บนพ้ืนผิวทดสอบเปนคร้ังแรก อีกท้ังในงานวิจัยคร้ังน้ี
ไดทําการปรับปรุงใหวิธี VFM สามารถประยุกตใชกับ
แบบจําลองไฮเปอรอีลาสติกมูนนี โดยการวิจัยขั้นตอน
แรกจะทําการวิเคราะหเพ่ือหาคาพารามิเตอรจาก
ขอมูลท่ีไดจากการคํานวณของโปรแกรมไฟไนอีลิ
เมนต (ผูวิจัยทําการปอนคาพารามิเตอรท่ีทราบคาลง
ในโปรแกรมดังกลาว) ซ่ึงจุดประสงคความงานวิจัยคร้ัง
นี้คือ การศึกษาถึงความสามารถของวิธี VFM เพ่ือ
วิเคราะหหาคาพารามิเตอรในกรณีการเสียรูปขนาด
ใหญ     

2. VFM ในกรณีของการเสียรูปขนาดใหญ 
2.1 หลักแนวคิดของ VFM   

วิธีการวิเคราะหแบบ VFM สําหรับกรณีการเสีย
รู ป ข น า ด ให ญ  เ ป น วิ ธี ก า ร วิ เ ค ร า ะ ห เ พ่ื อ ห า
คาพารามิเตอรของวัสดุที่สําคัญและแฝงอยูในรูปแบบ
สมการ constitutive law พิจารณาวัสดุทดสอบท่ัวๆ 
ไปซึ่งมีปริมาตร V และมีพ้ืนท่ีผิวท้ังหมด S โดยวัสดุ
ทดสอบถูกกระทําโดยแรงภายนอกแสดงในรูปที่ 1 
พิจารณาพ้ืนท่ี uS  เปนสวนหน่ึงของพ้ืนที่ S ซ่ึงมีการ
ขจัด (displacements) u ภายใตแรงกระทําภายนอก 
และ fS  คือ ความหนาแนนของแรงกระทําภายนอก
บนพ้ืนผิววัสดุทดสอบโดยมีคา n 

r rT   และทราบ

คาชัดเจน สวน nr  คือ normal vector กระทําอยูบน
พ้ืนผิววัสด ุ       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
รูปท่ี 1 แบบจําลองทางแมคคานิกสกรณีศึกษาทั่วไป 
 
2.2 สมการงานเสมือนกับการเสียรูปขนาดใหญ 
     พิจารณาเปนกรณีกึ่งสถิตศาสตร (Quasi-static) 
และไมคิดแรงดัน ท่ีกระทํากับผิว วัสดุภายนอก 
ความสัมพันธที่เขียนในรูปของงานเสมือน (Principle 
of Virtual Work, PVW) แสดงดังสมการท่ี 1 
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โดย   คือ 1st tensor ของความเคน Piola-

Kirchhoff, 
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 คือ ดิริเวทีฟของสนามขจัดเสมือน

เทียบกับขนาดของรูปรางที่ยังไมเสียรูป (undeformed 
or reference configuration) 
     พิจารณาการเสียรูปแบบความเคนบนระนาบ 
(plane stress) สมการท่ี 1 ถูกเปล่ียนรูปแบบและ
แสดงในสมการท่ี 2 
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โดย t คือความหนาของวัสดุทดสอบ 
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3. ไฮเปอรอิลาสติกซิต้ี (Hyperelasticity) 
     จากการคนควาพบวา พฤติกรรมทางกลของวัสดุ
ชนิดไฮเปอรอิลาสติกน้ันขึ้นอยูกับ strain energy 
density function (W) [2] ซ่ึงพิจารณาในกรณีที่วัสดุ
เสียรูปแลว โดยความสัมพันธระหวาง strain และ 
Cauchy stress แสดงในสมการท่ี (3) 
 

2p 
  


WI B
B

                     (3) 

 
โดยท่ี p คือ hydrostatic pressure, B คือ right 
Cauchy-Green deformation tensor เม่ือนําสมการ 
(3) เขียนใน principle direction จะเปนรูปแบบสมการ
เปนสมการ (4) 
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โดย i คือ principle elongation และ I1 กับ I2 คือ 
1st และ 2nd invariant ของ left Cauchy-Green 
deformation tensor, C พิจารณาความเคนบนระนาบ 
 3 0  , คาแตกตางของ 3i   สําหรับ i=1,2 
พบวาสามารถตัดคา p ทิ้ง(อางอิง) ดังน้ัน สมการท่ี 4 
จึงเปลี่ยนรูปเปน 
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จากน้ันจะไดความสัมพันธระหวาง 1st tensor ของ
ความเคน Piola-Kirchhoff และ Cauchy stress คือ 
 

1TJ  F                          (6) 
 
โดยท่ี  det 1J  F  สําหรับวัสดุท่ีอัดตัวไมได 
(incompressible material) 
     สําหรับรูปแบบของ W น้ัน ในงานวิจัยคร้ังน้ีได
เลือกแบบจําลองของมูนนี (Mooney model) [3] ซ่ึง

เปนแบบจําลองท่ีมีพารามิเตอร 2 คา ( 1 2,C C ) และ
เปนแบบจําลองที่ เหมาะกับวัสดุไฮเปออิลาสติกท่ีมี
ขนาดการเสียรูปปานกลาง (ประมาณ 300-400%) [4] 
พิจารณาในกรณีของวัสดุอัดตัวไมได แบบจําลองของ
มูนนีเปนฟงกชันของ 2 พารามิเตอร แสดงในสมการท่ี 
7 
 

   1 1 2 23 3C I C I   W               (7) 
 

4. วิธีการวิเคราะหของ VFM 
จุดประสงคในสวนน้ีคือ แสดงวิธีการวิเคราะหเพ่ือ

หาคาพารามิเตอรของวัสดุจากขอมูลการทดสอบท่ีได
จากโปรแกรมไฟไนอีลิเมนต ซ่ึงขนาดของวัสดุ ท่ี
กําหนดในโปรแกรมนี้จะตองมีขนาดเดียวกันกับวัสดุท่ี
จะนําไปทดสอบเพื่อหาขอมูลสนามขจัดบนพ้ืนผิวจริง 

วิธี VFM นี้มีหลักการพ้ืนฐานคือ การเขียนสมการ
งานเสมือนในรูปแบบสมการท่ี 2 กับสนามขจัดเสมือน 
 ,X YU U   หลายๆ คา ซึ่งในแตละคาของสนามขจัด
เสมือนจะใหสมการงานเสมือนอันใหม สําหรับวิธีการ
สรางสนามขจัดเสมือน อธิบายไดในหัวขอตอไป  
4.1 กําหนดรูปรางของวัสดุทดสอบ 
     กอนท่ีจะสรางสนามขจัดเสมือน ตองทําการ
ออกแบบวัสดุ ท่ีใชทดสอบ โดยในงานวิจัยคร้ังน้ีได
เลือกรูปรางแบบกากบาดดังแสดงในรูปท่ี 2 ความยาว
ท้ังสองดานของวัสดุทดสอบมีคา 125 มม. และมีสวน
โคงรัศมี 20 มม.เพ่ือปองกันการคั่งของความเคน และ
ในการทดสอบวัสดุจริงนั้น จะเลือกการทดสอบแบบ
การดึงสองแนว (biaxial traction) บนเคร่ืองทดสอบ
การดึง (Universal testing machine) เพ่ือใหการเสีย
รูปของวัสดุเปนแบบวิวิธพันธ แตในระยะเร่ิมแรกของ
การวิจัย จะศึกษาพฤติกรรมและรวบรวมขอมูลของ
การเสียรูปของวัสดุในโปรแกรมไฟไนอีลิเมนต ซึ่ง
รายละเอียดจะขอกลาวในหัวขอตอไป 
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รูปท่ี 2 ขนาดของวัสดุท่ีใชทดสอบ 

  
4.2 การสรางสนามขจัดเสมือน 

สนามขจัดเสมือนน้ันเปนฟงกชั่นแบบ Kinematic 
admissible ซ่ึงถูกกําหนดในสวนของงานเสมือน
ภายนอกพรอมกับคาความเคนท่ีเกิดจากแรงกระทํา
ภายนอก แตในความเปนจริง การทดสอบทางวัสดุเรา
จะทราบไดแคแรงกระทําท่ีตั้งฉากกับพ้ืนท่ีหนาตัดของ
วัสดุทดสอบเทาน้ัน ดังน้ันสมการงานเสมือนภายนอก
ถูกลดรูป แสดงในสมการท่ี 8 
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                    (8) 

 
เปนการยากท่ีจะสรางสนามขจัดเสมือนเพียงสนาม
เดียวท่ีสามารถประยุกตใชไดทุกตารางพ้ืนท่ีผิวของ
วัสดุ ซ่ึงรูปรางของวัสดุท่ีเลือกไวเปนแบบกากบาด
ดัง น้ัน จึงตองสร า งสนามข จัด เสมือนแบบโซน 
(pieceswise virtual fields) [5] กําหนดใหมี 12 โซน 
ครอบคลุมเฉพาะพ้ืนที่ท่ีทําการศึกษาเทาน้ัน แสดงใน
รูปที่ 3  

 
รูปที่ 3 การกําหนดสนามขจัดเสมือนบนช้ินวัสด ุ

ซ่ึงในแตละโซนของสนามขจัดเสมือนเปนรูปส่ีเหลี่ยม
จัตุรัสประกอบดวย 4 โหนดในแตละมุม การสราง
สนามขจัดเสมือนน้ันใชรูปแบบของ shape function 
เพ่ือกําหนดระยะขจัดเสมือนของแตละโหนด จึงมั่นใจ
ไดวาในแตละสนามขจัดเสมือนนั้นเปน kinematic 
admissible 
     รูปที่ 4 แสดงตัวอยางของสนามขจัดเสมือน โดย
เสนทึบแสดงโซนเร่ิมตนของสนามขจัดเสมือนและ
เสนประแสดงตัวอยางสนามขจัดเสมือน 

 
รูปท่ี 4 ตัวอยางของสนามขจัดเสมือน 

 
4.3 การคํานวณเพื่อหาคาพารามิเตอร 

จากสมการ 2 และ 7 พบวาสมการงานเสมือนจะ
เปนฟงกชันเสนตรงโดยมีพารามิเตอรของแบบจําลอง
มูนนีท้ังสองคาเปนตัวแปร ดังน้ันเลือกสนามขจัด
เสมือนสองคาจะไดระบบสมการเสนตรงดังแสดงใน
สมการ 9 
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โดยท่ี 1 2,ext extW W  คือ งานเสมือนภายนอกสําหรับใน
แตละสนามขจัดเสมือน 1 2,ext extU U  และ A คือ เมตริก 
2x2 ดังนั้นพารามิเตอรของวัสดุไดจากการแกปญหา
เชิงเสนจากสมการท่ี 9 
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5. ผลของพารามิเตอรจากการวิเคราะห 
โดยใช VFM  

5.1 ขอมูลและพฤติกรรมการเสียรูปของวัสดุ
ตัวอยางจากโปรแกรมไฟไนอีลิเมนต 
     การทดสอบในระยะแรกของการวิจัยคร้ังน้ี จะ
ศึกษาพฤติกรรมและรวบรวมขอมูลของการเสียรูปของ
วัสดุในโปรแกรมไฟไนอีลิเมนต ANSYS v.10 ในสวน
ของโปรแกรม แบบจําลองชนิด plan 183, 4 โหนดตอ
อีลิเมนต, จํานวน 8064 อีลิเมนตและความเคนบน
ระนาบถูกเลือกเปนกรณีศึกษาเพ่ือใหไดขอมูลของการ
เสียรูปในแตละโหนด (deformation at nodes) โดย
ลักษณะการเสียรูปของวัสดุแสดงในรูปท่ี 4 

 
รูปท่ี 4 ลักษณะรูปรางของวัสดุท่ีเสียรูป (deformed 
configuration) 
 
ในรูปท่ี 4 เปนการเสียรูปแบบสองแนว (ทั้ง x และ y) 
โดยลักษณะการดึงคลายกับการดึงโดยใชหัวจับของ
เคร่ืองทดสอบ กําหนดระยะการดึงเทากันทั้ง 4 ดาน 
ซึ่งลักษณะการดึงชนิดนี้เรียกวา equibiaxial traction 
ขนาดของระยะดึงกําหนดใหมี 4 คา และคํานวณหาคา
การยืด (elongation, a ) ไดคือ 1.24, 1.40, 1.56 และ 
1.72  
     ใ น ก า ร ศึ ก ษ า ค ร้ั ง น้ี จ ะ เ ลื อ ก
คาพารามิเตอร 1 0.4C  MPa และ 2 0.04C   MPa 
ซึ่งเปนคาพารามิเตอรสําหรับยางอีลาสโตเมอรและ
เปนคาพารามิเตอรเร่ิมตนในการคํานวณในโปรแกรม
ไฟไนอีลิเมนตในกรณีการเสียรูปของวัสดุท่ีมีขนาด
ใหญ 

 
5.2 ผลของพารามิเตอร C1 และ C2 
     ในตารางที่ 1 แสดงผลของคาพารามิเตอรของ
มูนนีที่ไดจากการวิเคราะหโดยใช VFM พรอมกับคา
ความผิดพลาดสัมพันธ (relative error) จากตารางน้ี
เห็น ได ชั ด ว า  ค า ค ว าม ผิด พลาด สัมพั นธ ขอ ง
พารามิเตอร C1 มีคาลดลงเม่ือ a มีคาเพ่ิมขึ้น สังเกตุ
คาความผิดพลาดสัมพันธของ C2 จะเห็นวามีคา
มากกวากวากรณีของ C1 ประมาณ10 เทา แตเม่ือ
สังเกตุคาความผิดพลาดน้ีเห็นวามีคานอยมากสําหรับ
ทุกๆ a  
 
ตารางท่ี 1 ผลของพารามิเตอรที่ไดจากการวิเคราะห
โดย VFM 

a  1.24 1.40 1.56 1.72 
C1 (MPa) 

error 
0.3995 
-0.12% 

0.3995 
-0.12% 

0.3996 
-0.10% 

0.3997 
-0.07% 

C2 (MPa) 
error 

0.0405 
1.25% 

0.0407 
1.75% 

0.0405 
1.75% 

0.0403 
0.75% 

 
     อีกนัยหน่ึง การวิเคราะหเพื่อหาคาพารามิเตอร
โดยใช วิธีดังกลาวจะมีขอ จํากัดบางประการคือ 
ประการแรก คาพารามิเตอรท่ีไดนั้น เปนคาท่ีไดจาก
จุดตัดของสมการเสนตรง 2 เสน (จากสมการ 9) จะ
เห็นไดวาคาพารามิเตอรจะใกลเคียงกับคาจริงของวัสดุ
ไดก็ตอเมื่อ สมการเสนตรงทั้งสองเสนน้ันอิสระตอกัน
หรือกลาวไดอีกนัยหน่ึงคือ สนามขจัดเสมือนท้ังสอง
สนามตองมีความเปนอิสระตอกันมากท่ีสุด ประการท่ี
สองคือ จุดประสงคหลักของการศึกษาถึงประสิทธิภาพ
การวิเคราะหคาพารามิเตอรโดย VFM น้ัน จะใชวัสดุ
จริงทดสอบกับเคร่ืองทดสอบการดึง ดังนั้นขอมูลการ
เสียรูปจริงที่แสดงบนผิวของวัสดุจะมีความผิดพลาด
บนอยูอาจเกิดจาก noise ของเคร่ืองมือวัด ลักษณะ
วิธีการวัดหรือจากสาเหตุอ่ืนๆ ทําใหคาพารามิเตอรท่ี
ไดจากการวิเคราะหนั้นเกิดความผิดพลาดมากขึ้น 
ขอจํากัดท้ังสองประการน้ีจะทําการศึกษาหาวิธีแกไข
ในโอกาสตอไป 
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