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บทคดัย่อ  

บทความวจิยัฉบบัน้ีมจีุดประสงคเ์พือ่ศกึษาและวเิคราะหเ์ชงิตวัเลขของแบบจาํลองทางคณติศาสตร์

เกีย่วกบัพฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของคาน ตรงทีส่รา้งมาจากวสัดุจาํพวกพอลเิมอรแ์ละวสัดุเสรมิแรงแบบทอ่นาโน

คารบ์อนซึง่คานตรงประเภทน้ีเรยีกวา่ คานประกอบจากวสัดุจาํพวกทอ่นาโนคารบ์อน  ในงานวจิยัน้ีทฤษฏทีีถู่ก

นํามาใชค้อืทฤษฏขีองออยเลอร์ -แบรนู์ลลเีพือ่สรา้งสมการควบคุมระบบของปญัหาและสมการดงักลา่วจะถูกแกโ้ดย

ใชว้ธิอีะโดเมีย่นดคีอมโพซซิัน่ (Adomian decomposition method) คานตรงทีนํ่ามาพจิารณามกีารเสรมิแรงเป็น 4 

รปูแบบหลกันัน้คอืการเสรมิแรงในลกัษณะตวัอกัษร  O, X และ V รวมทัง้การเสรมิแรงแบบต่อเน่ืองตลอดหน้าตดั  

UD (Uniform Distribution of Reinforcement) ผลการวเิคราะหจ์ากการใชว้ธิอีะโดเมีย่นดคีอมโพซซิัน่จะถูกยนืยนั

ความถูกตอ้งโดยการเปรยีบเทยีบกบัผลทีไ่ดร้บัจากงานวจิยัทีผ่า่นมากบักรณขีองคานทีไ่มม่กีารเสรมิแรงแบบใดๆ 

สว่นผลเฉลยใหมท่ีเ่กีย่วขอ้งกบัพฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของคานแบบทีม่กีารเสรมิแรงจะถูกนําเสนอและวเิคราะห์

โดยละเอยีดในงานวจิยัฉบบัน้ีดว้ยเชน่กนั ปจัจยัต่างๆ ทีม่อีทิธพิลต่อการสัน่สะเทอืนของคานเหลา่นัน้ยกตวัอยา่ง

เชน่เงือ่นไขขอบเขต ลกัษณะการเสรมิแรง สดัสว่นของปรมิาณตวัเสรมิแรงภายในคานและอื่นๆ จะถูกนํามา

พจิารณาเพือ่เป็นประโยชน์ต่อการออกแบบ 

คาํหลกั: ทอ่นาโนคารบ์อน; การสัน่สะเทอืน; ความถีธ่รรมชาต;ิ วธิอีะโดเมีย่นดคีอมโพซซิัน่  

Abstract 

 The objective of this paper is to study and investigate vibration behavior of straight beams made 

from polymeric materials and reinforced by carbon nanotubes. The beams are called carbon nanotubes -

reinforced composite (CNTRC) beams. The governing equation of motion for this problem is derived from 

Euler-Bernoulli beam theory and it is solved numerically using the Adomian decomposition method. The 

CNTRC beams having 4 different patterns of reinforcement which are the reinforcement in forms of the 

symbolic letters O, X and V as well as uniform distribution are considered in this present study. The 

numerical results obtained from the proposed method are validated by comparing with those available in 

the literature for the case of homogenous beams. Moreover, new frequency results of CNTRC beams are 

presented and discussed in detail. The significant effects of boundary conditions, types of reinforcement, 
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volume fraction of carbon nanotubes and etc. which have considerable impact on the vibration results of 

the CNTRC beams are taken under investigation for understanding the beam behavior and well-designed.     

Keywords: Carbon nanotubes; Vibration; Natural frequency; Adomian decomposition method.  

 

1. บทนํา 

    วสัดุเชงิประกอบ (Composite materials) โดย

สว่นใหญ่ทีพ่บมกัทาํมาจากการผสมของวสัดุหลกั

จาํพวกพอลเิมอร ์และมกีารเสรมิแรงดว้ยเสน้ใยแกว้ 

เสน้ใยคารบ์อน หรอืเสน้ใยอื่นๆ [1] ทัง้น้ีเพือ่

จุดประสงคใ์นการปรบัปรุงคุณสมบตัขิองวสัดุใหม้ี

ประสทิธภิาพมากยิง่ขึน้และมคีวามแขง็แรงต่อ

น้ําหนกัทีด่ ีแต่อยา่งไรกต็ามวสัดุเชงิประกอบทีก่ลา่ว

ขา้งตน้จาํเป็นตอ้งใชเ้สน้ใยในปรมิาณมากเพือ่จะได้

ความแขง็แรงใชง้านของวสัดุ  ปญัหาของการ

เสรมิแรงดว้ยเสน้ใยมากเกนิไปจะสง่ผลต่อการลดลง

ของประสทิธภิาพในการยดึเกาะระหวา่งเน้ือวสัดุหลกั

และเสน้ใยทีนํ่ามาเสรมิแรง  [2] ดงันัน้เพือ่แกป้ญัหาน้ี

วสัดุตวัใหมท่ีเ่รยีกวา่ ทอ่นาโนคารบ์อน (Carbon 

nanotubes หรอื CNTs) จงึควรถูกนํามาพจิารณา

เพือ่ใชแ้ทนเสน้ใยเสรมิแรง ทัง้น้ีดว้ยเหตุผลของ

คุณสมบตัเิชงิกลทีด่เีลศิของทอ่นาโนคารบ์อน การใช้

ปรมิาณเพยีงน้อยนิดกจ็ะทาํใหไ้ดร้บัความแขง็แรงใช้

งานทีด่แีละไมเ่กดิปญัหาการยดึเกาะ [2-4] 

    การประยกุตใ์ชว้สัดุเชงิประกอบชนิดใหมท่ีส่รา้ง

ขึน้จากวสัดุหลกัทีเ่ป็นพอลเิมอรแ์ละเสรมิแรงดว้ยทอ่

นาโนคารบ์อนสามารถพบไดใ้นงานวศิวกรรมทัว่ๆ 

ไปทีต่อ้งการโครงสรา้งทีแ่ขง็แรงและน้ําหนกัเบาเชน่

ชิน้สว่นของเครือ่งบนิ , รถยนต์, อุปกรณ์กฬีา และ

อื่นๆ ณ ปจัจุบนัน้ีนกัวจิยัทัว่โลกใหค้วามสนใจทีจ่ะ

ศกึษาพฤตกิรรมของวสัดุชนิดน้ี [2-5] และโครงสรา้ง

ทางวศิวกรรมในรปูของคาน (Beams), แผน่เรยีบ 

(Plates), แผน่โคง้ (Shells) ทีท่าํมาจากวสัดุใหม่

ดงักลา่วภายใตก้ารรบัภาระแรงแบบต่างๆ [7],[9-10] 

จากการศกึษางานวจิยัทีผ่า่นมาพบวา่ปญัหาในเรือ่ง

พฤตกิรรมของการสัน่สะเทอืนของคานตรงทีท่าํมา

จากวสัดุใหมน้ี่มอียูอ่ยา่งจาํกดัและไมค่รอบคลุมทุก

สภาวะเงือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) 

ดงันัน้การศกึษาการสัน่สะเทอืนของคานดงักลา่วใน

สภาวะเงือ่นไขขอบเขตทีห่ลากหลายจงึมคีวามสาํคญั

ในการออกแบบทีต่รงกบัการใชง้านมากขึน้ 

    ในบทความวจิยัฉบบัน้ีมจีุดประสงคเ์พือ่ศกึษาและ

วเิคราะหพ์ฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของคานตรงทีท่าํ

มาจากพอลเิมอรแ์ละเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโนคารบ์อน

ตามทฤษฏขีองออยเลอร์ -แบรนู์ลล ีและการ

ประยกุตใ์ชว้ธิกีารทางคณติศาสตรข์องอะโดเมีย่นดี

คอมโพซซิัน่เพือ่หาผลเฉลยของการสัน่สะเทอืนของ

คานตรงดงักลา่วทีม่ลีกัษณะของการเสรมิแรงดว้ยทอ่

นาโนคารบ์อนเป็น 4 รปูแบบหลกันัน่คอื การ

เสรมิแรงแบบต่อเน่ืองตลอดหน้าตดัคาน (Uniform 

Distribution of Reinforcement หรอื UD) และการ

เสรมิแรงในลกัษณะตวัอกัษร  O, X และ V ปจัจยั

สาํคญัต่างๆ ทีม่อีทิธพิลต่อการสัน่สะเทอืนของคาน

ตรงน้ียกตวัอยา่งเชน่เงือ่นไขขอบเขตทีม่กีารรองรบั

แบบทัว่ไปและแบบยดืหยุน่ ลกัษณะและสดัสว่นของ

การเสรมิแรง จะถูกนํามาวเิคราะหใ์นงานวจิยัฉบบัน้ี 

2.คณุสมบติัของคานตรงเสริมแรงด้วยท่อนาโน

คารบ์อน 

    คานตรงสรา้งจากพอลเิมอรแ์ละเสรมิแรงดว้ยทอ่

นาโนคารบ์อนทีถู่กนํามาพจิารณาในงานวจิยัฉบบัน้ี

จะถูกแบง่ออกเป็น 4 ลกัษณะใหญ่ๆ ตามทีไ่ดแ้สดง

ไวใ้นรปูที่  1(ข) จากกฎของการผสม (Rule of 

mixture model) จะทาํใหส้ามารถคาํนวณหาคา่

คุณสมบตัขิองความยดืหยุน่ (Modulus of Elasticity) 

ของวสัดุชนิดน้ีไดด้งัต่อไปน้ี [7-8] 
          p

p
cnt

cnt EVEVE += 11111 η          (1) 

    โดยที่ pcnt EE ,11   คอืคุณสมบตัขิองความยดืหยุน่ 

ของทอ่นาโนคารบ์อน และพอลเิมอรต์ามลาํดบั ใน

กรณขีอง cntV และ pV คอืคา่สดัสว่นปรมิาตรของทอ่
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นาโนคารบ์อนและพอลเิมอร ์ตามลาํดบัเชน่กนั ซึง่มี

ความสมัพนัธท์างปรมิาตร คอื  

พารามเิตอร ์ คอื คา่ประสทิธภิาพของทอ่นาโน

คารบ์อนโดยสามารถหาไดจ้ากวธิี  MD simulation 

ในทาํนองเดยีวกนั เราสามารถหา อตัราสว่นบวัซอง

และความหนาแน่นของวสัดุไดต้ามสมการต่อไปน้ี  

                                  (2) 

                              (3) 

โดยที ่ คอื อตัราสว่นบวัซองของทอ่นาโน

คารบ์อน และพอลเิมอรต์ามลาํดบัและ คอื 

ความหนาแน่นของวสัดุของทอ่นาโนคารบ์อน และ

พอลเิมอรต์ามลาํดบั สมการทีใ่ชอ้ธบิายการกระจาย

ตวัของทอ่นาโนคารบ์อนตลอดหน้าตดัคานใน 4 

ลกัษณะของการเสรมิแรงสามารถเขยีนไดด้งัน้ี 

          UD-Beam:               (4ก) 

      O-Beam:      (4ข) 

          X-Beam:               (4ค) 

     V-Beam:            (4ง) 

 

(ก) 

(ข) 
รปูท่ี 1 (ก) คานตรงทีถู่กรองรบัดว้ยสปรงิตามแนว

ขวาง (Translational springs, ) และแนว

ตา้นการหมนุ (Rotational springs, )    

        (ข) ลกัษณะของการเสรมิแรงทัง้ 4 รปูแบบ 

Wattanasakulpong, N and Ungbhakorn, V. [7] 

    สาํหรบังานวจิยัฉบบัน้ีไดม้กีารพจิารณาคานตรง

กบัเงือ่นไขขอบเขตหลายๆ รปูแบบโดยแต่ละแบบจะ

มสีญัลกัษณ์เป็นอกัษรในภาษาองักฤษ 2 ตวั ตวัแรก

จะบง่บอกถงึเงือ่นไขขอบเขตของปลายคานดา้นซา้ย 

และอกีตวัหน่ึงคอืปลายคานดา้นขวา ยกตวัอยา่งเชน่ 

E-E คอืคานทีม่เีงือ่นไขขอบเขตเป็นแบบยดืหยุน่ 

(Elastic boundary condition) ทัง้สองดา้นตามรปูที ่

1(ก) สาํหรบักรณอีื่นๆจะถูกแสดงในรปูที ่ 2 

ประกอบดว้ย Simply supported (S), Clamped (C) 

และ Free (F) 

 
 

รปูท่ี 2 คานตรงทีถู่กรองรบัโดยเงือ่นไขขอบเขตแบบ 

S-E, C-E, S-S, C-C, S-C และ C-F 

3. สมการควบคมุระบบและการประยกุตใ์ช้วิธี 

อะโดเม่ียนดีคอมโพซิซัน่  

    สมการควบคุมระบบ (Governing equation) จาก

ทฤษฏขีองออยเลอร์ -แบรนู์ลล ีสาํหรบัอธบิาย

พฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของคานตรงทีท่าํมาจาก

วสัดุประกอบสามารถเขยีนไดด้งัน้ี 

                       (5) 

สมการที ่5 มทีีม่าจากการสมมตุใิหค้านถูกควบคุม

ไมใ่หม้กีารเคลือ่นทีต่ามแนวแกน x (Axially 

immovable beam) ซึง่ในสมการดงักลา่วจะประกอบ

ขึน้ดว้ยตวัแปรต่างๆดงัน้ี 

              (6) 

                                        (7) 

             โดยที ่ คอื ความถีธ่รรมชาต ิ
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             1111 , BA และ 11D คอื ความแขง็แรงของ

วสัดุต่อการยดืหรอืหดตามแนวแกน  ความแขง็แรง

ผสมผสานระหวา่งการดดัและการยดืหรอืหด และ

ความแขง็แรงตา้นการดดั ตามลาํดบั 

             0I คอื โมเมนตค์วามเฉื่อย 

     เพือ่แกส้มการควบคุมระบบวธิกีารของอะ

โดเมีย่นดคีอมโพซซิัน่ นบัวา่เป็นวธิหีน่ึงทีส่ามารถ

นํามาประยกุตใ์ชไ้ด ้ซึง่วธิกีารน้ีจะเหมาะกบัการ

แกป้ญัหาสมการเชงิอนุพนัธท์ีม่เีงือ่นไขขอบเขต

ซบัซอ้นหลกัการพืน้ฐานของวธิกีารน้ีสามารถหาได้

จากเอกสารของ Lai, H.Y.,et al [11] และสามารถ

สรุปไดด้งัต่อไปน้ี กาํหนดใหส้มการเชงิอนุพนัธ์

โดยทัว่ไปสามารถนํามาเขยีนไดต้ามสมการต่อไปน้ี 

0)()()( =++ xNWxRWxLW  เมือ่ L  

คอื ตวัดาํเนินการของอนุพนัธส์งูสดุ และ R  คอื ตวั

ดาํเนินการสว่นทีเ่หลอื และสดุทา้ย N  คอื เทอมของ

ความไมเ่ป็นเชงิเสน้ในระบบสมการ เน่ืองจาก L  

เป็นตวัดาํเนินการทีย่อ้นกลบัไดซ้ึง่จะเขยีนได้

เป็น 1−L  ดงันัน้ผลเฉลยของสมการเชงิอนุพนัธแ์บบ

ทัว่ไปดงัทีไ่ดก้ลา่วไวข้า้งตน้สามารถเขยีนไดเ้ป็น 

)(1)(1)()( xNWLxRWLxxW −−−−Φ=  

ผลเฉลยน้ีจะใหผ้ลเทา่กบัสมการอนุกรม

ดงัต่อไปน้ี ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xCxW เมือ่ kC คอื คา่คงทีใ่ดๆ 

ทีส่ามารถหาไดจ้ากเงือ่นไขขอบเขต 

     จากสมการที ่(5) เราสามารถหาฟงักช์ัน่ของการ

กระจดัตามแนวขวาง )(W  ไดโ้ดยการใชว้ธิอีะ

โดเมีย่นดคีอมโพซซิัน่ตามทีไ่ดก้ลา่วมาแลว้ 

         











+Φ= − )()()(

2
01 xW

I
LxxW

λ
ω           (8) 

โดยที ่ 









−= 11

11

2
11 D

A
B

λ                                (9) 

และ ∫ ∫ ∫ ∫=− x x x x
dxdxdxdxL

0 0 0 0

1                      (10) 

สมการ W ทีแ่สดงไดใ้นสมการที ่ (8) จะถูกแยกไป

เป็นสมการอนุกรมตามรปูแบบต่อไปน้ี 

∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xCxW จากความสมัพนัธข์องการเทา่กนั

เราจะได ้

∑ ∑
∞

=

∞

=

−












+Φ==

0 0

2
01)()(

k k

k
k

k
k xC

I
LxxCxW

λ
ω (11) 

เมือ่ 

6
)0(

2
)0()0()0()(

3

3

32

2

2 x
dx
Wdx

dx
Wdx

dx
dWWx +++=Φ  

                                                           (12) 

อนิทเีกรตสมการที ่(11) จะไดผ้ลลพัธค์อื 

∑
∞

=

++==
0

2

2

2

2
)0()0(

)0()(
k

k
k

x
dx
Wdx

dx
dWWxCxW  

∑ ∑
∞

=

∞

=

+













++++
++

0 0

2
0

43

3

3

)4)(3)(2)(1(6
)0(

k k
k

k
CI

kkkk
xx

dx
Wd

λ
ω

                                                          (13)                                        

จากสมการ (13) จะพบวา่คา่สมัประสทิธิ ์ 4 ตวัแรก

ของ kx จะขึน้อยูก่บัเงือ่นไขขอบเขตเริม่ตน้  (การ

รองรบัของคานดา้นซา้ย) 

  )0(0 WC =         ;      
dx

dWC )0(
1 =             (14) 

2

2

2
)0(

2
1

dx
WdC =    ;     

3

3

3
)0(

6
1

dx
WdC =          (15) 

สว่นคา่ kCC ...4 สามารถหาไดจ้ากสมการวนซํ้าดงัน้ี 

       ∑ −+++
= 4

2
0

)3)(2)(1(
1

kk C
I

kkkk
C

λ
ω (16) 

เน่ืองจากปลายคานทีพ่จิารณาในงานวจิยัน้ีมกีาร

รองรบัดว้ยสปรงิแบบตดัขวางและสปรงิตา้นการหมนุ

ทัง้สองขา้งของคาน เมือ่พจิารณาปลายคานดา้นซา้ย

จะทาํใหไ้ดค้า่สมัประสทิธิ ์ 4 ตวัแรก ทีเ่ป็นไปตาม

หลกัการสมดุลของแรงเฉือนและโมเมนตด์ดัภายใน

นัน้คอื 

  0
3

3
=+ W

k
dx

Wd TL

λ
 และ 0

2

2
=−

dx
dWk

dx
Wd RL

λ
(17) 

ซึง่จะทาํใหไ้ดค้า่ 

10 AC = , 21 AC = ,
λ2

2
2

Ak
C RL=  ,

λ6
1

3
Ak

C TL−= (18) 

เพือ่สรา้งสมการ )(xW ทีส่มบรูณ์ตามสมการ  
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∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xCxW คา่ kCC ...4 มคีวามจาํเป็นทีต่อ้งหา

โดยการใชส้มการที ่(16) ตามหลกัการวนซํ้าหลงัจาก

นัน้นําคา่ kCC ...0 ทีไ่ดแ้ทนคา่ในสมการ  

             ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xCxW                         (19) 

สมการ )(xW  ทีไ่ดร้บัจะถูกนําไปแทนคา่ในสมการ

ความสมัพนัธข์องเงือ่นไขขอบเขตทีป่ลายคาน

ดา้นขวาซึง่ประกอบดว้ยสปรงิทัง้สองแบบเชน่กนั 

ตามเงือ่นไขต่อไปน้ี 

     0
2

2
=+

dx
dWk

dx
Wd RR

λ
; 0

3

3
=− W

k
dx

Wd TR

λ
   (20) 

เมือ่นํา ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k xCxW แทนคา่ในสมการที ่ (20) 

ผลลพัธท์ีไ่ดจ้ะสามารถจดัรปูใหมใ่หอ้ยูใ่นรปูของเมท

รกิซไ์ดด้งัน้ี 

               







=
















0
0

2

1

2221

1211

A
A

EE
EE

               (21) 

ผลของคา่ความถีธ่รรมชาตขิองการสัน่สะเทอืนเรา

สามารถหาไดโ้ดยกาํหนดใหด้เีทอรม์แินนตข์องเมท

รกิซส์มัประสทิธใ์นสมการที ่ (21) มคีา่เทา่กบัศนูย ์

เพือ่ได้ สมการของความถี่ ทีจ่ะนํามาใชใ้นการหา

คาํตอบต่อไปโดยวธิกีารรากของสมการความถี่  ใน

งานวจิยัฉบบัน้ีคาํตอบทีไ่ดอ้ยูภ่ายใตเ้งือ่นไขขอบเขต

ของจุดรองรบัทัง้สองแบบขา้งตน้  ในสว่นกรณี

เงือ่นไขขอบเขตแบบยดืหยุน่ทีม่กีารรองรบัดว้ยสปรงิ

ตามแนวขวาง ( TRTL kk , ) และสปรงิตามแนวตา้นการ

หมนุ ( RRRL kk , ) คา่คงทีข่องสปรงิสามารถหาจาก

สมการดงัน้ี 

           3
0

L
Dk TL

TL
β

= ; 3
0

L
Dk TR

TR
β

=              (22ก) 

           
L

Dk RL
RL

0β
= ; 

L
Dk RR

RR
0β

=             (22ข) 

โดยที ่

       RRRLTRTL ββββ ,,,  คอื ตวัแปรกาํหนดที่

สอดคลอ้งกบัคา่คงทีข่องสปรงิ 0D คอื 11D  จาก

สมการที ่(6) โดยใชคุ้ณสมบตัขิองพอลเิมอรใ์นการ

คาํนวณหาคา่ 

    การใชแ้บบจาํลองทางคณติศาสตรท์ีแ่สดงไว้

ขา้งตน้สามารถปรบัแต่งเพือ่ใหไ้ดร้บัคาํตอบของ

ความถีธ่รรมชาตขิองคานทีม่กีารรองรบัแบบต่างๆ 

ไดโ้ดยการปรบัคา่ตวัแปรกาํหนดของคา่คงทีข่อง

สปรงิเชน่ Simply supported (S) คา่คงทีข่องสปรงิ

แนวตดัขวางควรมคีา่มากๆ ประมาณ 10
9
 ในขณะที่

สปรงิตา้นการหมนุกาํหนดใหม้คีา่เป็นศนูย ์และใน

กรณขีองClamped (C) คา่คงทีข่องสปรงิทุกตวั

จะตอ้งมคีา่มากๆ สดุทา้ยสาํหรบัการรองรบัแบบ

อสิระ Free (F) สามารถหาไดจ้ากการกาํหนดให้

คา่คงทีข่องสปรงิทุกตวัมคีา่เป็นศนูย ์

4. ผลเฉลยของปัญหาและการวิเคราะห ์

4.1 การเปรียบเทียบผลเฉลยของแบบจาํลอง 

      ในสว่นน้ีเป็นการเปรยีบเทยีบผลเฉลยของ

คา่ความถีธ่รรมชาตคิาํนวณจากแบบจาํลองทาง

คณติศาสตรข์องคานตรงทีท่าํมาจากพอลเิมอร ์ใน

สว่นของคานทีม่กีารเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโนคารบ์อน

จะถูกนํามาวเิคราะหใ์นสว่นถดัไป คา่คุณสมบตัขิอง

วสัดุทัง้พอลเิมอร์ (p) และ ทอ่นาโนคารบ์อน (cnt) 

แสดงไวต้ามคา่ต่อไปน้ี Yas, M.H. and Samadi, N. 

[8]   

GPaEmkg ppp 5.2;/1190;3.0 3 === ρν  

GPaEmkg cntcntcnt 600;/1400;19.0 11
3 === ρν  

ภายใตเ้งือ่นไขขอบเขตแบบยดืหยุน่ทัง้สองปลาย

คานคอื กรณ ี E-E สาํหรบัพารามเิตอรข์องคา่คงที่

สปรงิทีใ่ชใ้นเงือ่นไขดงักลา่วมคีา่ต่อไปน้ี TRTL ββ =

เทา่กบั 10 และ RRRL ββ =  เทา่กบั 10 ตามการ

วเิคราะหข์อง Lai, H.Y.,et al [11] นอกจากน้ี ไดท้าํ

การทดสอบการลูเ่ขา้ของผลเฉลยจากแบบจาํลอง

จากการเพิม่ขึน้ของ K เทอมในสมการ 

∑
=

=
K

k

k
k xCxW

0
)(  ดงัแสดงในตารางที ่1  

      โดยผลเฉลยทัง้หมดทีแ่สดงคา่ในตารางที ่ 1 คอื

คา่ความถีไ่รม้ติิ (Dimensionless frequency) ดงั

แสดงไดจ้ากสมการ 
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IE
LA

p

p
42ωρ

=Ω                  (23) 

       โดยที ่ 

         pρ คอื ความหนาแน่นพอลเิมอร ์

         A   คอื พืน้ทีห่น้าตดัของคาน 

         ω   คอื คา่ความถีธ่รรมชาต ิ

         L   คอื ความยาวของคาน 

         pE คอื โมดลูสัของความยดืหยุน่ของพอลมิอร ์

         I   คอื โมเมนตค์วามเฉื่อยของหน้าตดัคาน 

      จากผลเฉลยในตารางที ่1 และการเปรยีบเทยีบ

กบัผลงานวจิยัทีผ่า่นมาของ  Lai, H.Y.,et al [11] 

พบวา่ใหผ้ลจากการเปรยีบเทยีบทีถู่กตอ้งของ

แบบจาํลอง  ดงันัน้ แบบจาํลองสามารถนําไปใช้

วเิคราะหพ์ฤตกิรรมการสัน่สะเทอืนของคานตรงทีม่ ี

การเสรมิแรงดว้ยวสัดุแบบทอ่นาโนคารบ์อนภายใต้

เงือ่นไขขอบเขตแบบต่าง ๆไดต่้อไป   

ตารางท่ี 1 การเปรยีบเทยีบผลเฉลยและศกึษา การลู่

เขา้ของแบบจาํลองคณติศาสตรข์องคานตรงแบบ 

Isotropic ทีถู่กรองรบัดว้ยสปรงิ 

 ;10( == TRTL ββ )10== RRRL ββ  

 

4.2 คานตรงเสริมแรงด้วยท่อนาโนคารบ์อน

ภายใต้เง่ือนขอบเขตแบบทัว่ไป 

      คานตรงทีท่าํมาจากพอลเิมอรเ์สรมิแรงดว้ยทอ่

นาโนคารบ์อนแบบ ต่อเน่ืองตลอดหน้าตดัคาน (UD) 

และการเสรมิแรงในลกัษณะตวัอกัษร  O, X และ V 

ดงัแสดงในรปูที ่1(ข) ภายใตเ้งือ่นไขขอบเขตทีม่กีาร

รองรบัแบบทัว่ไป 4 แบบคอื S-S, C-C, S-C และ C-

F ตวัอยา่งของการรองรบัแบบ S-C คอืปลายคาน

ดา้นซา้ยมกีารรองรบัอยา่งงา่ย (Simply supported 

(S)) สว่นดา้นขวามกีารยดึแน่น (Clamped (C)) การ

ไดม้าของการรองรบัแบบต่างๆไดม้าจากการปรบั

คา่คงทีข่องสปรงิดงัทีไ่ดก้ลา่วมาแลว้ 

      ผลเฉลยของแบบจาํลองทัง้หมดสามารถแสดงไว้

ในตารางที ่ 2 โดยผลเฉลยทีแ่สดงอยูใ่นตารางคอื

คา่ความถีไ่รม้ติิ (Dimensionless frequency) แสดง

ไดต้ามสมการต่อไปน้ี 

                     
110

00
A
I

Lωϖ =                      (24) 

โดยที ่ ∫−= 2

2
00 )(

h

h p dzzI ρ  

และ ∫− −
= 2

2
2

11
110 )1(

)(h

h
p

p

dzzEA
ν

 

          ผลเฉลยของคา่ความถี่ ไรม้ติิทีไ่ดต้ามทีแ่สดง

ไวใ้นตารางที ่2 ทาํใหพ้บวา่การเสรมิแรงดว้ยทอ่นา

โนคารบ์อนทัง้ 4 ลกัษณะนัน้ คานตรงทีม่กีาร

เสรมิแรงในลกัษณะตวัอกัษร X ใหค้า่ความถี่

ธรรมชาตสิงูสดุทุกเงือ่นไขขอบเขต ตามมาดว้ยแบบ 

UD, V และ O ทีใ่หค้า่ตํ่าสดุ นอกจากน้ีปจัจยัสดัสว่น

ของปรมิาณตวัเสรมิแรงภายในคานมผีลต่อการ

เพิม่ขึน้ของคา่ความถีธ่รรมชาติ  ดงันัน้ ลกัษณะการ

เสรมิแรงแบบทอ่นาโนคารบ์อน และ  สดัสว่นของ

ปรมิาณตวัเสรมิแรงภายในคาน เป็นปจัจยัทีส่าํคญัต่อ

การออกแบบคานต่อไป 

ตารางท่ี 2 ผลของคา่ความถีธ่รรมชาตใินรปูแบบไร้

มติขิองคานตรงเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโนคารบ์อน 

ภายใตเ้งือ่นไขขอบเขตแบบทัว่ไป )30/( =hL  

 

K E-E S-E C-E 
Ω Ω Ω 

5 4.4721 
 

  

8 6.9781 5.3337 8.0311 

10 4.3640 5.3337 8.0311 

12 4.3628 5.0079 7.3734 

15 4.3608 5.0065 7.3684 

18 4.3608 5.0065 7.3694 

20 4.3608 5.0065 7.3694 

25 4.3608 5.0065 7.3694 

[11]  4.3608  - -  
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B.C. V
*
cnt  UD O X V 

S-S 

0.12 0.5757 0.4128 0.7002 0.4760 

0.17 0.6934 0.4953 0.8439 0.5710 

0.28 0.8696 0.6195 1.0577 0.7138 

C-C 

0.12 1.3049 0.9357 1.5873 1.0791 

0.17 1.5718 1.1227 1.9129 1.2945 

0.28 1.9712 1.4044 2.3976 1.6180 

 
0.12 0.8992 0.6448 1.0938 0.7436 

S-C 0.17 1.0831 0.7737 1.3182 0.8920 

 
0.28 1.3584 0.9678 1.6522 1.1150 

 
0.12 0.2050 0.1470 0.2494 0.1695 

C-F 0.17 0.2470 0.1764 0.3006 0.2034 

 
0.28 0.3097 0.2207 0.3767 0.2542 

 

4.3 คานตรงเสริมแรงด้วยท่อนาโนคารบ์อน

ภายใต้เง่ือนไขขอบเขตแบบยืดหยุ่น 

     การสัน่สะเทอืนของคานตรงเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโน

คารบ์อนทัง้ 4 ลกัษณะและมกีารรองรบัภายใตเ้งือ่นไข

ขอบเขตแบบยดืหยุน่ 3 แบบคอื E-E, S-E และ C-E 

จะถูกนํามาพจิารณาในสว่นน้ี 

     ตารางที ่ 3 แสดงคา่ความถีธ่รรมชาตแิบบไรม้ติิ

ของคานมกีารเสรมิแรงทัง้ 4 ลกัษณะ พบวา่ การ

เสรมิแรงในลกัษณะตวัอกัษร X มผีลต่อคา่ความถี่

ธรรมชาตสิงูสดุสาํหรบัทุกเงือ่นไขขอบเขตแบบ

ยดืหยุน่ซึง่จะคลา้ยกบัการวเิคราะหใ์นสว่นทีผ่า่นมา 

นอกจากน้ีการเพิม่ขึน้ของปรมิาณตวัเสรมิแรงยงัเป็น

อกีปจัจยัหน่ึงในการเพิม่ขึน้ของความถีธ่รรมชาต ิ

      เพือ่ใหเ้กดิความเขา้ใจมากขึน้เกีย่วกบัพฤตกิรรม

การสัน่สะเทอืนของคานตรงภายใตเ้งือ่นไขขอบเขต

ของแบบยดืหยุน่ในกรณขีอง E-E ตามแสดงในรปูที ่1 

จากการเพิม่ขึน้ของคา่พารามเิตอรข์องสปรงิทัง้สอง

ดา้นของปลายคานทาํใหท้ราบการเปลีย่นแปลงของ

ความถีธ่รรมชาตติามรปูที ่2   จากรปูสงัเกตไดว้า่การ

เพิม่ขึน้ของคา่คงทีข่องสปรงิทัง้สองดา้นของปลายคาน

นําไปสูก่ารเพิม่ขึน้ของความถีธ่รรมชาต ิ

ตารางท่ี 3 ผลของคา่ความถีธ่รรมชาตใินรปูแบบไร้

มติขิองคานตรงเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโนคารบ์อน ภายใต้

เงือ่นไขขอบเขตแบบยดืหยุน่  

;30/( =hL ;103== TRTL ββ )103== RRRL ββ  

B.C. V
*
cnt  UD O X V 

E-E 

0.12 0.4054 0.3919 0.4104 0.3987 

0.17 0.4085 0.3987 0.4120 0.4036 

0.28 0.4088 0.4023 0.4111 0.4055 

S-E 

0.12 0.4224 0.3854 0.4429 0.4020 

0.17 0.4405 0.4051 0.4622 0.4202 

0.28 0.4626 0.4256 0.4872 0.4404 

C-E 

0.12 0.5642 0.5007 0.6110 0.5262 

0.17 0.6070 0.5322 0.6638 0.5609 

0.28 0.6704 0.5760 0.7416 0.6114 

รปูท่ี 2 ผลคา่ความถีธ่รรมชาตขิองคานตรงทีเ่สรมิแรง

แบบตวัอกัษร X ภายใตเ้งือ่นไขขอบเขตแบบยดืหยุน่ 

5. สรปุผล 
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      งานวจิยัฉบบัน้ีไดนํ้าเอาวธิกีาร ของอะโดเมีย่นดี

คอมโพซซิัน่ มาประยกุตใ์ชก้บัการแกป้ญัหา และ

วเิคราะหก์ารสัน่สะเทอืนคานตรงทีส่รา้งมาจากพอลิ

เมอร์ และเสรมิแรงดว้ยทอ่นาโนคารบ์อนในรปูแบบ

ต่างๆ ภายใตส้ภาวะเงือ่นไขขอบเขตแบบทัว่ไปและ

แบบยดืหยุน่ จากการ วเิคราะห์ พบวา่คานทีเ่สรมิแรง

ตามลกัษณะตวั X ใหผ้ลต่อการเพิม่ขึน้ของความถี่

ธรรมชาตสิงูสดุในขณะทีก่ารเสรมิแรงแบบตวั O มี

อทิธพิลต่อการเพิม่ขึน้ของความถีธ่รรมชาตน้ิอยสดุ

นอกจากน้ีอทิธพิลอื่นๆ เชน่ปรมิาณตวัเสรมิแรงกม็ผีล

ต่อการเพิม่ขึน้ของความถีเ่ชน่กนั  ในกรณขีองเงือ่นไข

ขอบเขตสาํหรบัคานทีถู่กรองรบัแบบทัว่ไปเราพบวา่

คานมกีารยดึแน่นทัง้สองฝ ัง่จะใหค้า่ความถีธ่รรมชาติ

สงูสดุเมือ่เทยีบกบักรณอีื่นๆและเมือ่กลา่วถงึการ

รองรบัแบบยดืหยุน่ความถีธ่รรมชาตจิะเปลีย่นแปลง

ตามคา่ความแขง็แรงของสปรงิโดยความถีจ่ะเพิม่ขึน้

เมือ่คา่คงทีข่องสปรงิเพิม่ขึน้ 
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