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บทคดัย่อ  

บทความน้ีมวีตัถุประสงคเ์พือ่นําเสนอการจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดใน 1 มติ ิโดยวธิพีลศาสตร์

ของไหลเชงิคาํนวณ เพือ่ศกึษาการจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอด โดยจะพจิารณาเวลาในการแขง็ตวั 10 , 20 

และ 31 นาท ีอุณหภมูขิองสารทาํความเยน็มคีา่คงที ่เทา่กบั -7.5 ºC และอุณหภมูน้ํิาขาเขา้มคีา่เทา่กบั 35 ºC,                 

30 ºC และ 25 ºC ซึง่ผลการคาํนวณพบวา่คา่ความหนาทีไ่ดจ้ากวธิพีลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณ ( CFD) กบัผล

เฉลยแมน่ตรง (Exact Solution) มคีวามสอดคลอ้งกนัในเชงิคุณภาพโดยทีค่า่ความหนาของน้ําแขง็หลอดทีไ่ดจ้าก

ผลเฉลยแมน่ตรงน้ีมคีา่มากกวา่คา่ทีไ่ดจ้ากวธิพีลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณ โดยมคีา่ความคลาดเคลือ่นเฉลีย่ตัง้แต่

เวลาตัง้ตน้จนถงึเวลาสิน้สดุอยูท่ีป่ระมาณ 2.3% ซึง่จะเหน็ไดว้า่คา่ความคลาดเคลือ่นนัน้มคีา่คอ่นขา้งสงูในชว่ง

เริม่ตน้ของการแขง็ตวั เน่ืองจากมกีารแกวง่ของคาํตอบ ( Oscillated solution) ในระดบัตํ่าๆอยูร่อบๆคา่ทีไ่ดจ้ากผล

เฉลยแมน่ตรง และลกัษณะของการแกวง่ดงักลา่วจะมคีา่ลดลงเมือ่เวลาผา่นไป สง่ผลใหค้า่ความคลาดเคลือ่นลดลง  

คาํหลกั: พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณ, การแขง็ตวั, การเปลีย่นแปลงเฟส, ผลเฉลยแมน่ตรง, น้ําแขง็หลอด   

Abstract 

This article aims to present a simulation of solidification of tubular ice in 1-D by means of 

Computational Fluid Dynamics so study the simulation of solidification of tubular ice. It is time to 

solidification for 10, 20 and 31 minutes, the temperature of the refrigerant is a constant equal to                    

-7.5º C and inlet water temperature is equal to 35ºC, 30ºC and 25ºC , which calculated  results showed 

that the thickness obtained  from the computational fluid dynamics calculations (CFD) with the exact 

solution are consistent, qualitatively , with the thickness of the ice from the solution validity is greater than 

that value obtained from computational fluid dynamics. With an average error from the beginning till the 

end process is about 2.3 %, which shows that the application to the aberration was high at the start of 

solidification. Since there are a slew of answers (Oscillated solution) low level around the value obtained 

from the exact solution. And the nature of the swing will be reduced over time, tolerances resulting in a 

decline.  

Keywords: Computational Fluid Dynamics, Solidification, Phase change, Exact Solution, Tubular-Ice  
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1. บทนํา 

ปญัหาแบบดัง้เดมิของแบบจาํลองทาง

คณติศาสตรข์องสเตฟานนัน้ เป็นปญัหาอนั

เน่ืองมาจากการเปลีย่นแปลงสถานะ  หรอื การ

เปลีย่นแปลงการยา้ยขอบเขตทีเ่กีย่วขอ้งกบัการ

ถ่ายเทความรอ้นและการถ่ายเทมวลถ่ายโอนวสัดุ

ในชว่งของการเปลีย่นสถานะระหวา่งกระบวนการทาง

ความรอ้นทีเ่กดิขึน้ ยกตวัอยา่งกระบวนการดงักลา่ว 

อาทเิชน่ การแขง็ตวัของโลหะบรสิทุธิ ์การหลอม

ละลายหรอืการละลายของน้ําแขง็ การแขง็ตวัของน้ํา 

การทาํใหอ้าหารมคีวามแขง็ตวั และกระบวนการอื่น ๆ 

ทีเ่กีย่วขอ้งกบัการแขง็ตวัและการหลอมละลาย เป็น

ตน้ โดยจะสมมตุวิา่อยูภ่ายใตเ้งือ่นไขของการเปลีย่น

สถานะอยา่งต่อเน่ือง ซึง่ในขณะทีม่กีารเปลีย่นสถานะ

ของเหลว – ของแขง็นัน้จะมอุีณหภมูเิทา่กนั การ

เปลีย่นสถานะนัน้จะสามารถดแูนวทางไดจ้ากวธิกีาร

ของ Carslaw and Jaeger ในปี 1959  เน่ืองจาก

รปูแบบสมการไมเ่ชงิเสน้ของสมการสมดุลพลงังานที่

ไมท่ราบเวลาในการเปลีย่นสถานะทีไ่มม่กีารเปลีย่น

อุณหภมูทิีอ่นิเตอรเ์ฟส จะเกีย่วขอ้งกบัการดดูซมึหรอื

การปลอ่ยความรอ้นแฝงและการเปลีย่นคุณสมบตัิ

อยา่งฉบัพลนั การวเิคราะหถ์งึวธิกีารแกป้ญัหาเป็น

การยากทีจ่ะไดร้บัตวัเลขทีม่ขีอบเขตในหวัขอ้ทีเ่ป็น

กรณพีเิศษ ดงันัน้วธิกีารวเิคราะหข์อ้มลูดว้ยการ

ประมาณคา่จงึถูกนํามาใชก้ารวเิคราะหป์ญัหาการ

เปลีย่นสถานะ ซึง่วธิกีารของ The Picard’s iterative 

method (Witula et al., 2011), The Lie-Group 

shooting method (Chein-Shan Liu, 2011), The 

heat balance integral method (HBIM), (Myers, 

2007) จงึถูกนํามาใชด้ว้ย , The asymptotic solution 

สาํหรบัปญัหาประเภท zero-phase  (Naaktgeboren, 

2007) , ในทางกลบักนั numerical methods เป็นการ

ใชโ้ดยทัว่ไป, วธิกีารทีช่ดัเจนอยา่ง Finite Deference 

Method จงึถูกนํามาใช ้( Savovic and Caldwell, 

2003), The Faedo-Galerkin Finite Element 

Method พรอ้มดว้ย Crank-Nicolson time scheme 

จงึถูกนํามาใช ้(Rincon and Scardua, 2008), การ

จาํลองเชงิตวัเลขของน้ําแขง็ในหน่ึงมติแิละสองมตินิัน้  

นัน้จะถูกวเิคราะหอ์ยูบ่นฐานของการเขา้มาของแหลง่

ความรอ้นแฝงโดยจะใชว้ธิ ี cell-centered Finite 

Volume Method (Prapainop and Maneeratana, 

2004),  ทฤษฎกีารเปลีย่นแปลง enthalpy ดว้ย finite 

volume เป็นวธิกีารทีจ่ะวเิคราะหเ์ชงิตวัเลขของ

กระบวนการละลายดว้ยการพาความรอ้นวธิทีาง

ธรรมชาตทิีส่ภาวะคงทีใ่นสองมติขิองน้ําแขง็ถูก

นํามาใชด้ว้ย (Al-Zubaidy, 2006), เทคนิคการสรา้ง

แบบจาํลองทีม่คีุณภาพมากมายถูกนํามาประมาณคา่

วธิกีารวเิคราะหแ์ละวธิเีชงิตวัเลข ซึง่จะใช้ ; Enthalpy 

Method, Boundary Immobilization Method (BIM), 

Perturbation Method, Nodal Integral Method and 

the (HBIM) สาํหรบัอธบิายและเปรยีบเทยีบปญัหาใน

หน่ึงมติขิอง Stefan problem (Caldwell and Kwan, 

2004), นอกจากน้ีจงึตอ้งใชอุ้ปกรณ์ต่างๆมาชว่ยใน

การแกป้ญัหาการเปลีย่นสถานะดว้ย , การละลายของ

หมิะ/น้ําแขง็และผลทีเ่กดิจากการใสเ่กลอืในหมิะ/

น้ําแขง็ นัน้จะถูกสรา้งแบบจาํลองโดยใช ้ MATLAB 

(Patrick et al., 2008), การละลายของน้ําแขง็ในสาม

มติริอบๆทอ่ทีบ่รรจุของเหลวอยูภ่ายใน จะวเิคราะห์

ดว้ยวธิกีารเชงิตวัเลขโดยใช ้ PHOENICS Code 

(Sugawara et al., 2011),  โดยทัว่ไปแลว้ Stefan 

problem จะมแีนวทางอยู ่2 เรือ่งหลกัๆ คอื (1.) front-

tracking เมือ่ขอบเขตของการเปลีย่นสถานะเป็นการ

เปลีย่นอยา่งต่อเน่ืองอยา่งตรวจสอบไดใ้นทุกๆ คาบ

ของการเปลีย่นสถานะ Sadoun et al. (2012),  มกีาร

ใช ้the Goodman (HBIM) เป็นการเคลือ่นไหวที่

ชดัเจนของผวิของแขง็ – ของเหลว ดว้ย finite 

difference method ประกอบกบัตาํแหน่งทีม่นัไม่

สามารถเคลือ่นทีไ่ดบ้นพืน้ฐานของ front-tracking 

และเรยีกมนัวา่ variable space grid method 

(VSGM), เพราะฉะนัน้วธิกีารน้ีจงึไมต่อ้งการการ

ประมาณคา่ทีไ่มต่่อเน่ืองสาํหรบัหวัขอ้ทีม่อุีณหภมูไิม่

เปลีย่นแปลงซึง่ยากทีจ่ะแกป้ญัหาดว้ยการใชง้าน

อลักอรทิมึทีม่คีา่ใชจ้า่ยดา้นเครือ่งมอืราคาสงู 

Zhaochun et al. (2011) ไดนํ้าเสนอวธิกีารเคลือ่นที่
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ของพืน้ผวิซึง่ไดต้าํแหน่งทีม่คีวามแมน่ยาํและความ

น่าเชือ่ถอืโดยวธิ ีGrid point ทาํใหส้ามารถแกป้ญัหาน้ี

ลงได ้แนวทางการแกป้ญัหาโดยใชว้ธิ ี fixed-grid 

method ดว้ยวธิน้ีีทาํใหแ้บบจาํลองทางคณติศาสตร์

ของการเคลือ่นตวัของผวิทีม่คีวามชดัเจนและวธิน้ีียงัมี

แนวทางการใชท้ีห่ลากหลายสาํหรบัปญัหาทีม่หีลาย

มติ ิ(2.) the temperature-based หรอื the enthalpy-

based method , The temperature-based เป็น

แนวทางการวเิคราะหอุ์ณหภมูสิาํหรบัตวัแปรตามใน

สมการกาํกบัการไหล (governing equation) เพือ่ทีจ่ะ

หลกีเลีย่งปญัหาความไมต่่อเน่ืองของอุณหภมู ิจะตอ้ง

ใชก้ารประมาณคา่ตวัเลขทีม่คีวามเสถยีรและการ 

integration ขัน้สงูในการคาํนวณความรอ้นแฝง ในทาง

กลบักนั The enthalpy-based method แบง่ไดเ้ป็น 

พืน้ฐาน enthalpy , ปรมิาณความจุความรอ้นและ

แหลง่ความรอ้นแฝง ในหวัขอ้เรือ่งพืน้ฐาน enthalpy 

นัน้ enthalpy จะใชเ้ป็นตวัแปรหลกัและอุณหภมูจิะใช้

คาํนวณเพือ่หาความสมัพนัธร์ะหวา่ง enthalpy และ

อุณหภมู ิวธิกีารน้ีจะใหผ้ลลพัธท์ีถู่กตอ้งเหมาะสม

สาํหรบัชว่งทีไ่มเ่กนิการแขง็ตวั แต่มนัเป็นเรือ่งที่

ซบัซอ้นและมรีาคาแพงสาํหรบัการคาํนวณดว้ย

คอมพวิเตอร ์ในวธิกีารทีเ่หน็ความจุความรอ้นไดช้ดั 

ความรอ้นแฝงจะถูกคาํนวณจากการ intregration 

ความจุความรอ้นดว้ยอุณหภมูทิีเ่ชือ่ถอืได ้

ความสมัพนัธร์ะหวา่งความจุความรอ้นและอุณหภมู ิ

ในกระบวนการเปลีย่นแปลงทีอุ่ณหภมูคิงที ่ชว่งความ

กวา้งของระยะการเปลีย่นสถานะจะตอ้งประมาณคา่

ในชว่งทีใ่กลเ้คยีงกบัอุณหภมูขิองการเปลีย่นสถานะ 

ดงันัน้ ขนาดของชว่งเวลาจะตอ้งเลก็พอสาํหรบัการ

คาํนวณชว่งอุณหภมูทิีต่อ้งการ ในวธิแีหลง่ความรอ้น

แฝง ความรอ้นแฝงจะอยูใ่นรปูแบบของสมการที่

แตกต่างกนั โดยขึน้อยูก่บัการอธบิายความสมัพนัธ์

ของ enthalpy และอุณหภมูขิองความรอ้นแฝง  

ดงันัน้งานวจิยัน้ีจะทาํการจาํลองการแขง็ตวัของ

น้ําแขง็หลอดใน 1 มติ ิ โดยวธิพีลศาสตรข์องไหลเชงิ

คาํนวณ ดว้ยการใช ้ Finite Volume Method บน

พืน้ฐานของ fixed grid และความจุความรอ้นแฝง 

ชว่งเวลาทีเ่หมาะสมนัน้ถูกเลอืกนํามาใชโ้ดยการ

วเิคราะหอ์ยา่งถีถ่ว้นแลว้ คา่การนําความรอ้นของ

น้ําแขง็ถูกประมาณคา่ในตาํแหน่งอนิเตอรเ์ฟสทีแ่นบ

ชดิตดิกนัระหวา่งของแขง็-ของเหลวทีค่วบคุมปรมิาตร 

ในการตรวจสอบผลทีป่ระมาณคา่ไวจ้ะตอ้ง

เปรยีบเทยีบกบัคาํตอบทีไ่ดจ้ากผลเฉลยแมน่ตรง 

(exact analytical solution) 

 

2. แบบจาํลองและการวิเคราะห ์

รปูที ่1  การจาํลองการแขง็ตวัตวัของน้ําแขง็ 

พจิารณาวตัถุกึง่อนนัตโ์ดยมเีงือ่นไข  (0≤X≤∞) ที่

อุณหภมูกิระจายตวัสมํ่าเสมอเริม่ตน้ คอื   TI , เมือ่วตัถุ

อยูภ่ายใตเ้งือ่นไขทีต่าํแหน่ง  X = 0 โดยทีม่คีา่

อุณหภมูคิงที ่คอื  T0  และ (T0 > Tm > Ti) แสดง

ดงัรปูที ่1 ซึง่สิง่ทีจ่าํเป็นตอ้งทราบ : การกระจายตวั

ของอุณหภมูทิีเ่ป็นสถานะของแขง็  (น้ําแขง็), Ts และ

สถานะของเหลว (น้ํา), TL , เศษสว่นการละลาย คอื  

Mr , ตาํแหน่งอนิเตอรเ์ฟส , xm (t), และความเรว็

อนิเตอรเ์ฟส  V𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ,(Mishaal Abdulameer 

Abdulkareem ค.ศ. 2013) 

 กาํหนดขอบเขตและสมมตุฐิาน ดงัน้ี 

1.  คุณสมบตัทิางความรอ้นของของแขง็นัน้มคีา่

ไมเ่ทา่กบัของเหลว ทีเ่ป็นวตัถุชนิดเดยีวกนั 

2.  ไมค่ดิการขยายตวัของปรมิาตรของทัง้สอง

สถานะ โดยกาํหนดใหป้รมิาตรและความหนาแน่นของ

วตัถุมคีา่คงที ่

3.  คุณสมบตัทิางความรอ้นของสถานะใดสถานะ

หน่ึง ไมเ่ปลีย่นแปลงตามอุณหภมู ิ 
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4.  อุณหภมูเิริม่แรกมคีา่คงที ่คอื  Ti 

5. อนิเตอรเ์ฟสเป็นการเปลีย่นสถานะ จะมี

อุณหภมูกิารเปลีย่นสถานะคงที ่(Tm )  

6.  คา่ความรอ้นแฝงของการหลอมละลาย (hSL ) 

มคีา่คงที ่ 

7.  ไมค่ดิผลกระทบทีเ่กดิจากความตงึผวิและ

ความโคง้ทีผ่วิของวตัถุ  

8.  ไมม่กีารพาความรอ้นและการแผร่งัสคีวาม

รอ้น โดยพจิารณาการนําความรอ้นเพยีงอยา่งเดยีว

และไมค่ดิผลกระทบทีเ่กดิจากแรงโน้มถ่วงของโลก  

9.  ไมม่กีารเกดิความรอ้นจากภายในของวตัถุ 

3. ผลเฉลยรปูแบบปิดในหน่ึงมิติ  

สมการหลกั (Governing equation) มเีงือ่นไข

เริม่ตน้และขอบเขต คอื  : 
∂TL
∂t

=αL
∂2TL
∂x2     for  (0≤x≤xm(t))        (1) 

∂Ts
∂t

=αs
∂2Ts
∂x2      for  (xm(t)≤x≤∞)     (2) 

T(x,0)=Ti                  (3) 

T(0,t)=T0            (4) 

T(∞,t)=Ti                     (5) 

T(xm(t),t)=Tm           (6) 

ผลการสมดุลพลงังานทีต่าํแหน่งอนิเตอรเ์ฟส ; 

�ks
∂Ts
∂x

�
xm(t)

- �kL
∂TL
∂x

�
xm(t)

=ρhSL
dxm(t)

dt
    (7) 

กาํหนดให ้ :   δ= xm(t)
2√αLt

   

        และ   :   α= αS
αL

= kSρCL
kLρCS

  

สมการทัว่ไปของการกระจายอุณหภมูขิองสถานะ

ของเหลวและของแขง็นัน้ถูกกลา่วไวต้ามตวัอยา่งของ  

Carslaw และ Jaeger ในปี ค.ศ.1959  : 

TL(xL,t)-Tm
T0-Tm

= �1-
erf∙� xL

2�αLt
�

erf∙(δ)
�          (8) 

Ts(xL,t)-Ti
Tm-Ti

= �
erfc∙� xs

2�αst
�

erfc∙� δ
√α

�
�                    (9) 

 

เมือ่ (δ) เป็นรากของสมการ transcendental 

equation ดงัต่อไปน้ี :-  

1
erf∙(δ)eδ2 - βθ

erfc� δ
√α

�e
�δ2

α �
= δ√π

St
          (10) 

(Stefan Number) St= Sensible heat
Latene heat

= CL(T0-Tm)
hSL

  

β=�kSρCS
kLρCL

  และ θ= Tm-Tm
T0-Tm

 

 

และความเรว็ของอนิเตอรเ์ฟส (Vint  𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 ) เป็น

ดงัต่อไปน้ี ; 

Vinterface= dxm(t)
dt

=δ�αL
t
                  (11) 

 

และเศษสว่นการละลาย (Mr) เป็นดงัต่อไปน้ี; 

 

Mr= xm(t)
L

= 2δ√tαL
L

                       (12) 

 

เมือ่ L คอื ความยาวทีจ่าํกดัในการตรวจสอบผล

การคาํนวณของแบบจาํลองหน่ึงมติ ิ
 

4. แบบจาํลองปริมาตรจาํกดั  

4.1. รปูแบบกริด 

 
รปูที ่2  การควบคุมขอบเขต                          

(Mishaal Abdulameer Abdulkareem, 2013) 

 

ดว้ยวธิ ี Finite Volume Method, ขัน้ตอนแรก

เป็นการแบง่ขอบเขตของตวัเลขใหม้คีวามต่อเน่ือง

โดย ; (Nx) สาํหรบัขอบเขตในหน่ึงมติิ โดยทัว่ไปจะ

สามารถหาจุดสาํคญั  P. ในขอบเขตหน่ึงมติิ, Node 
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ในดา้นตะวนัออกและตะวนัตกของ P เป็นการระบุดว้ย 

W และ E ตามลาํดบั,  ขอบเขตดา้นทศิตะวนัตกจะถูก

เรยีกวา่  ‘w’ และดา้นทศิตะวนัออกทีถู่กควบคุม

ปรมิาตรจะถูกเรยีกวา่  ‘e’, ดงัแสดงในรปูที่ 2 การ

แบง่ตวัเลขตามขอบเขตของเวลา  ∆t , ตวัแปรทีแ่สดง

ลาํดบัเวลาก่อนหน้าจะถูกเขยีนต่อดว้ย  (o, Old),  

ในทางกลบักนั  ตวัแปรในชว่งเวลาทีใ่หมก่วา่จะไมม่ี

การเขยีนกาํกบั, ซึง่ Versteeg และ Malalasekera ได้

กลา่วไวใ้นปี ค.ศ.1995  

 

4.2. แบบจาํลอง Discretization ในหน่ึงมิติ  

 

 
  รปูที ่3  แบบจาํลอง Discretization ในหน่ึงมติ ิ  

 

 ทีต่าํแหน่ง  0.1-ม. มอุีณหภมูเิริม่ตน้ คอื 

Ti = −5 C°,  ดว้ยเงือ่นไขของตาํแหน่งเริม่ตน้และ

ตาํแหน่งสดุทา้ยมอุีณหภมูคิงที ่คอื  T0 = 20 C° 
ในขณะทีป่ลายอกีขา้งหน่ึงใหม้อุีณหภมูเิทา่กบั

จุดเริม่ตน้ คอื  Ti = −5 C° ดงัแสดงในรปูที่ 3 , การ

ควบคุมขนาดและปรมิาตรอยา่งต่อเน่ืองโดยการใช้  

∆x, ดงันัน้สมการกาํกบัพลงังานในหน่ึงมติ ิคอื : 

 

ρC ∂T
∂t

= ∂
∂x

�k ∂T
∂x

�         (13) 

 

4.2.1. สมการกาํกบัหน่ึงสถานะ(𝐓𝐓 < 𝐓𝐓𝐦𝐦) 

 
∂H
∂t

= ∂
∂t

�∫ ρCsdTT
Ti

�        (14) 

 

นําสมการที่ (14) มาแทนในสมการที่ (13) จะได้

วา่; 

 
∂
∂t

�∫ ρCsdTT
Ti

� = ∂
∂x

�k ∂T
∂x

�        (15) 

 

คณูสมการที ่ (15) ดว้ย (dV. dt), (dV =
dx. (1). (1)) แลว้ทาํการ integrate ตามขอบเขตที่

ไดค้วบคุมปรมิาตร, จะไดว้า่; 

 

∫ ∫ ρCS
∂T
∂t

dx.dt= ∫ ∫ ∂
∂x

�k ∂T
∂x

� dx.dte
w

t+∆t
t

e
w

t+∆t
t   (16) 

 

โดยจะไดส้มการทีม่รีปูแบบสมบรูณ์ คอื; 

 

ρCS�TP-TP
0�∆x= 

 

∫ ��k ∂T
∂x

�
e

- �k ∂T
∂x

�
w

� dtt+∆t
t          (17) 

 

4.2.2. สมการกาํกบัสองสถานะ (𝐓𝐓 ≥ 𝐓𝐓𝐦𝐦): 
ดว้ยวธิกีาร enthalpy method นัน้ สามารถ

ทาํนายวธิกีารทีเ่กดิจากปญัหาทีม่ ี 2 สถานะได ้ดงัวธิี

ต่อไปน้ี : 

 

 ∂H
∂t

= ∂
∂t

�∫ ρCsdTTm
Ti

� - ∂
∂t

(ρhSL)+   

          ∂
∂t

�∫ ρCLdTT
Tm

�                   (18) 

 

แทนสมการ (18) ลงในสมการที ่(13), จะไดว้า่; 

 
∂
∂t

�∫ ρCsdTTm
Ti

� - ∂
∂t

(ρhSL)+  
∂
∂t

�∫ ρCsdTT
Tm

� - ∂
∂t

�k ∂T
∂x

�        (19) 

 

คณูสมการที่  (19) ดว้ย (dV. dt), (dV =
dx. (1). (1)) แลว้ทาํการ integrate ตามขอบเขตที่

ไดค้วบคุมปรมิาตร, จะไดว้า่; 

 

∫ ∫ ρCS
∂T
∂t

dx.dt- ∫ ∫ ∂
∂x

(ρhSL)dx.dte
w

t+∆t
t

e
w

t+∆t
t +  

∫ ∫ ρCL
∂T
∂t

dx.dt- ∫ ∫ ∂
∂x

�k ∂T
∂x

� dx.dte
w

t+∆t
t

e
w

t+∆t
t   (20) 

 

ไดร้ปูแบบทีส่มบรูณ์; 

 
ρCS�TP-TP

0�∆x-ρhSL∆x+ρCL�TP-TP
0�∆x = 
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                  ∫ ��k ∂T

∂x
�

e
- �k ∂T

∂x
�

w
� dtt+∆t

t         (21) 
แต่ละขอบเขตเงือ่นไงนัน้ถูกแทนทีใ่นสมการที่  (17) 

สาํหรบั discretizing แบบจาํลองหน่ึงสถานะในหน่ึงมติ ิ

และแทนทีใ่นสมการที่  (21) สาํหรบัแบบจาํลองสอง

สถานะในหน่ึงมติ ิแลว้แบง่ผลการทดลองทีเ่กดิขึน้โดย

ใชค้วามต่างของเวลา ∆t เพือ่จดัรปูแบบของคาํตอบที่

ได ้

 

5. แบบจาํลองและการวิเคราะห ์

5.1 สมการการถ่ายเทความร้อน  

การสรา้งสมการทางคณติศาสตรจ์ะพจิารณาจาก

สมการควบคุมและสมการเฉพาะซึง่จะไดส้มการทาง

คณติศาสตรส์าํหรบัการวเิคราะหก์ารขึน้รปูของน้ําแขง็

หลอดในแนวพกิดั  (x,t) ในรปูอตัราการเปลีย่นแปลง

ของเอนธาลปี สมการการถ่ายเทความรอ้นสาํหรบัการ

วเิคราะหแ์บบ 1 มติ ิแสดงดงัสมการที ่22 

 
∂H
∂t

= ∂
∂𝑥𝑥

�k
∂T

∂x
�                            (22) 

                  

คา่สมัประสทิธิก์ารนําความรอ้น  k จะขึน้อยูก่บั

อุณหภมู ิ โดยการแกป้ญัหาการเปลีย่นสถานะของน้ํา  

เอนทาลปี (H) จะถูกกาํหนดโดยผลรวมของ  Sensible 

Enthalpy (h) กบั คา่ความรอ้นแฝง  ΔH ซึง่จะได้

สมการดงัน้ี 

 

 H = href + ∫ cpdT
T

Tref
 + ∆H       (23) 

 

โดยที่ href = เอนทาลปีอา้งองิ Tref= อุณหภมูิ

อา้งองิ และ  CP = ความจุความรอ้นทีค่วามดนัคงทีซ่ึง่

คา่ความรอ้นแฝงสามารถคาํนวณไดจ้าก 

                            

  ∆H = βL                                 (24) 

 

โดยอตัราสว่นของเหลว (Liquid fraction), β คอื  

    β= T - Tsolidus
Tliquid-Tsolidus

                     ( 25) 

โดยถา้ β = 0 ; T<Tsolidus  

และถา้ β = 1 ; T>Tsolidus 

 

 

 

5.2 การจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอด 

 
รปูที ่4 ทีต่าํแหน่ง t = 0 

 
รปูที ่5 ทีต่าํแหน่ง t > 0 

 

ปญัหาการแขง็ตวัเน่ืองจากการเปลีย่นแปลง

ของอุณหภมูทิีป่ลายดา้นหน่ึงของสารบรสิทุธิท์ีม่ ี

ลกัษณะลอ้มรอบแบบปิด(enclosure) ดงัรปูที ่4 และ 5 

ซึง่ไดม้กีารศกึษาการแขง็ตวัแบบ 1 มติ ิโดยที่

ตาํแหน่ง x = 0 (cold wall) และ x = L (hot wall) มี

อุณหภมูคิงทีซ่ึง่ขณะทีผ่นงัอกี 2 ดา้นไมม่กีารรบัหรอื

เสยีความรอ้นใหก้บัสิง่แวดลอ้ม (adiabatic wall) ใน

สภาวะเริม่ตน้ทีต่าํแหน่ง t = 0 ดงัรปูที่ 4 บรเิวณ

พืน้ผวิ ABCD จะมขีองเหลว (liquid) ซึง่มอุีณหภมูิ

คงที ่(Ti > Tm) และในสภาวะทีต่าํแหน่ง t > 0 ดงัรปูที ่

5 อุณหภมูจิะลดลงตํ่ากวา่อุณหภมูหิลอมเหลวทีผ่นงั

ดา้นขวาและหลงัจากนัน้กจ็ะเกดิการแขง็ตวัขึน้และ

ความหนาของสารบรสิทุธิก์จ็ะเพิม่ขึน้ตามเวลาที่

เปลีย่นแปลงไปขึน้และความหนาของสารบรสิทุธิก์จ็ะ

เพิม่ขึน้ตามเวลาทีเ่ปลีย่นแปลงไป 
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รปูที ่6 แผนภาพระบบทีพ่จิารณา 

x

ICE WALLWATER

NH3

y

ADIABATIC

L

ADIABATIC

To,ho

C
O

LD
 W

A
LL

H
O

T W
A

LL

A

B

C

D

 

รปูที ่7 ภาพตดัตามยาวระบบทีพ่จิารณา 

 

ปญัหาทีพ่จิารณาในบทความน้ีเป็นปญัหา

การแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดใน 1 มติ ิซึง่ใน

กระบวนการแขง็ตวันัน้น้ําแขง็จะเริม่ก่อตวัจากขอบ

ผนงัดา้นในของทอ่จนกระทัง่มขีนาดทีเ่หมาะสมและมี

แอมโมเนียเป็นสารทาํความเยน็อยูโ่ดยรอบนอกทอ่  

ดงัรปูที ่6 และ 7 ซึง่ในการแกป้ญัหาครัง้น้ีจะพจิารณา

เฉพาะการแขง็ตวัของน้ําไปเป็นน้ําแขง็เทา่นัน้                  

ซึง่จะมสีมมตุฐิานพืน้ฐานหลกัๆดงัต่อไปน้ี 

1.พจิารณาปญัหาเป็นการเปลีย่นสถานะใน 1 

มติใินแนวแกนแบบเปลีย่นแปลงตามเวลาของน้ําแขง็

หลอด  

2.อุณหภมูติามเสน้รอบวงใด ๆ จะมคีา่ไม่

เปลีย่นแปลง หรอือาจกลา่วไดว้า่ อุณหภมูไิม่

เปลีย่นแปลงไปทีร่ศัมเีดยีวกนั  

3.พจิารณาในกรณทีีไ่มม่แีหลง่พลงังานความ

รอ้นในผนงั  

4.พจิารณาปญัหาการแขง็ตวัเป็นแบบแยก

สถานะกนัชดัเจนระหวา่งสถานะของแขง็และของเหลว

(sharp interface) และ อุณหภมู ิณ รอยแบง่ระหวา่ง

ทัง้สองสถานะมคีา่คงทีเ่ทา่กบัอุณหภมูเิยอืกแขง็        

5.พจิารณาปญัหาเป็นการถ่ายเทความรอ้น

แบบการนําความรอ้น (heat conduction) ในบรเิวณ

ของผนงัทอ่ และน้ําแขง็  

สาํหรบัคา่ของคุณสมบตัต่ิาง ๆ ของน้ําและ

น้ําแขง็ทีใ่ชใ้นการพจิารณาเป็นดงัตารางที ่1 

ตารางที ่1 คุณสมบตัขิองน้ําและน้ําแขง็ 

คุณสมบตั ิ คา่ทีใ่ช ้

ρน้ําแขง็  (kg/m3) 920 

Kน้ําแขง็  (W/m-K) 1.88 

Cน้ําแขง็  (J/kg-K) 2,040 

ρน้ํา    (kg/m3) 1,000 

Kน้ํา     (W/m-K) 0.569 

Cน้ํา     (J/kg-K) 4,217 

L       (kJ/kg) 333.7 

 บทความน้ีเป็นการทาํนายการแขง็ตวัของ

น้ําแขง็หลอดใน หน่ึงมติโิดยวธิกีารทางพลศาสตรข์อง

ไหลเชงิคาํนวณซึง่สามารถจาํลองไดด้ว้ยวธิกีารทาง

พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณ ซึง่รปูทรงของน้ําแขง็

หลอดน้ีจะถูกสรา้งดว้ยโปรแกรมการวาดรปูและนํามา

สรา้งแบบจาํลองตาขา่ยขอ้มลู  (meshing) แลว้นํา

ขอ้มลูเขา้สูโ่ปรแกรมเพือ่ใชร้ะเบยีบวธิเีชงิตวัเลขใน

การแกป้ญัหา  ซึง่จากการวจิยัพบวา่การตัง้คา่ตวัแปร

และคา่พารามเิตอรใ์นการคาํนวณทีเ่หมาะสมจะ

สามารถทาํใหผ้ลการวเิคราะห์ (simulation) ใกลเ้คยีง

กบัผลเฉลยแมน่ตรง (exact solution) ผลเฉลยทีไ่ด้

จากการนําไปเปรยีบเทยีบกบังานวจิยัทีเ่กีย่วขอ้งและ

ผลการทดลองจรงิ ดงัแสดงไวใ้นตารางที่ 1 และ 2 ซึง่

จะถูกนํามาใชใ้นการวเิคราะหใ์นบทความน้ี 



      การประชุมวชิาการเครอืขา่ยวศิวกรรมเครือ่งกลแหง่ประเทศไทย ครัง้ที ่28 

                              15-17 ตุลาคม 2557 จงัหวดัขอนแก่น 

737 
 

 

CST-44 
 จากความสมัพนัธท์ัง้หมดทีก่ลา่วมา สามารถ

จาํลองแผนภาพทีใ่ชใ้นการนํามาวเิคราะหไ์ดด้งัรปูที ่ 8 

ซึง่สาํหรบัคา่ของอุณหภมูเิริม่ตน้ของน้ํา ( Ti) และ

อุณหภมูเิงือ่นไขขอบเขตทีต่าํแหน่ง x = 0 (cold wall) 

และทีต่าํแหน่ง x = L (hot wall) แสดงในตารางที ่2 

สว่นขอบเขตของผนงั BC และ AD เป็นอะเดยีเบตกิ 

 

 
รปูที ่8 แผนภาพจาํลองความสมัพนัธ ์                               

ทีใ่ชใ้นการวเิคราะห ์

 

5.3 เง่ือนไขเร่ิมต้นและเง่ือนไขขอบเขต 

 

ตารางที ่2 Formulation of Case Study 

case initial state Tinitial Th Tc 

1 น้ํา 35 35 -7.5 

2 น้ํา 30 30 -7.5 

3 น้ํา 25 25 -7.5 

 

ก่อนทีจ่ะเริม่การจาํลองดว้ยระเบยีบวธิกีารทาง

พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณนัน้  ตอ้งทาํการ

กาํหนดคา่เริม่ตน้ก่อนโดยทีจ่ะกาํหนดใหเ้วลาทีใ่ชใ้น

การเริม่คาํนวณมคีา่เทา่กบั 0 วนิาทซีึง่เงือ่นไขเหลา่น้ี

จะระบุไวใ้นทุกกรดิสาํหรบัทุกตวัแปรดงัแสดงใน

ตารางที ่ 2 และการแกป้ญัหาน้ีจะขึน้อยูก่บัเงือ่นไข

เริม่ตน้เหลา่น้ี และแบบจาํลองทีแ่สดง (42 x42) mm 

ดงัแสดงในรปูที ่8 

 

 

 

 

 

 

6. ผลการทดลองและอภิปรายผล 

จุดมุง่หมายของบทความฉบบัน้ี คอื การทาํนาย

การแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดใน หน่ึงมติโิดยวธิกีารทาง

พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณ เพือ่ศกึษาการจาํลอง

การแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดใน หน่ึง มติโิดยการใช้    

กรดิคงตวั ซึง่จะวเิคราะหผ์ลการทดลองดงัต่อไปน้ี  

 

6.1 การจาํลองการแขง็ตวัของน้ําแขง็หลอด 

ผลการเปรยีบเทยีบคา่ความหนาของน้ําแขง็

หลอดทีว่เิคราะหโ์ดยโปรแกรมเพือ่ใชว้ธิกีารทาง

พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณในการแกป้ญัหาผล -

เฉลยแมน่ตรง ผลเฉลยทีไ่ดจ้ากการนําไปเปรยีบเทยีบ

กบังานวจิยัของ [จติตนิ แตงเทีย่ง ] และผลการทดลอง

จรงิทีเ่วลาต่าง ๆ ดงัแสดงในรปูที ่9 และ 10 

                      
รปูที ่9 การเปลีย่นแปลงความหนาของน้ําแขง็                  

เทยีบกบัเวลา 

 

 
รปูที ่10 การเปลีย่นแปลงความหนาของน้ําแขง็เทยีบ

กบัเวลาเชงิการทดลอง (Experiment) 
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 จากรปูที ่ 9 และ 10 น้ีเป็นการเปรยีบเทยีบคา่

ของความหนาของน้ําแขง็หลอดทีเ่วลาต่างๆ ซึง่ในรปู

ที ่9 น้ีเป็นการเปรยีบเทยีบกนัระหวา่งวธิกีารทาง

พลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณในการแกป้ญัหาผล -

เฉลยแมน่ตรงและผลเฉลยทีไ่ดจ้ากการนําไป

เปรยีบเทยีบกบังานวจิยัของ [จติตนิ แตงเทีย่ง ] และ

จากรปูที ่9 เป็นการเปรยีบเทยีบโดยการทดลองจรงิ

ระหวา่ง [สรวนิทร ์ปคูะภาค ] และ [ภวูนาท กาบคาํ ] 

ซึง่ในทางทฤษฎแีลว้คา่ของความหนาของน้ําแขง็

หลอดจะมคีา่เพิม่ขึน้เมือ่เวลาผา่นไปและคา่ความหนา

ของน้ําแขง็หลอดน้ีจะแปรผนัตรงกบัรากทีส่องของ

เวลา  ซึง่จากรปูที ่9 และ 10 น้ีจะเป็นการเปรยีบเทยีบ

คา่ความหนาจากวธิกีารทางพลศาสตรข์องไหลเชงิ

คาํนวณในการแกป้ญัหา  ผลเฉลยแมน่ตรง ผลเฉลยที่

ไดจ้ากการนําไปเปรยีบเทยีบกบังานวจิยัของ [จติตนิ 

แตงเทีย่ง] และผลการทดลองจรงิทีเ่วลาต่าง ๆ ซึง่จะ

พบวา่ 1) คา่ของความหนาของน้ําแขง็หลอดทีไ่ดจ้าก

งานวจิยัอื่น [จติตนิ แตงเทีย่ง] 2) ผลการทดลองจรงิที่

เวลาต่าง ๆ  3) จากวธิกีารทางพลศาสตรข์องไหลเชงิ

คาํนวณ และ 4) การคาํนวณเชงิตวัเลข ซึง่จะมคีา่ตํ่า

กวา่คา่ของความหนาทีไ่ดจ้ากผลเฉลยแมน่ตรง โดยมี

คา่ความคลาดเคลือ่นเฉลีย่ตัง้แต่เวลาตัง้ตน้จนถงึเวลา

สิน้สดุอยูท่ีป่ระมาณ 2.3% ซึง่จะเหน็ไดว้า่คา่ความ

คลาดเคลือ่นจะมคีา่คอ่นขา้งสงูในชว่งเริม่ตน้ของการ

แขง็ตวั เน่ืองจากมกีารแกวง่ของคาํตอบ  (oscillated 

solution) ในระดบัตํ่าๆอยูร่อบๆ คา่ทีไ่ดจ้ากผลเฉลย

แมน่ตรง(exact solution) และลกัษณะของการแกวง่

ดงักลา่วจะมคีา่ลดลงเมือ่เวลาผา่น  สง่ผลใหค้า่ความ

คลาดเคลือ่นลดลง 

 

 
รปูที ่11 การเปรยีบเทยีบความหนาของน้ําแขง็เทยีบ

กบัเวลาทีอุ่ณหภมูน้ํิาป้อน 25, 30 และ 35 องศา

เซลเซยีส 

 จากรปูที ่11 เป็นการเปรยีบเทยีบความหนา

ของน้ําแขง็เทยีบกบัเวลาทีอุ่ณหภมูน้ํิาป้อน  25 , 30 

และ 35 องศาเซลเซยีส ทัง้น้ีจะกาํหนดใหเ้วลาสดุทา้ย

ของการคาํนวณจะสิน้สดุเมือ่น้ําแขง็หลอดมคีวามหนา

เทา่กบั 12 มลิลเิมตร และอุณหภมูอิิม่ตวัของ

แอมโมเนีย (To) จะถูกตัง้ไวท้ี ่ -8 องศาเซลเซยีส ซึง่

จากรปูจะพบวา่ ถา้อุณหภมูน้ํิาป้อน คอื 35 องศา

เซลเซยีส ( case1) อุณหภมูจิะคอ่นขา้งสงูเมือ่เทยีบ

กบัอุณหภมูจิรงินัน้กค็อื 30 องศาเซลเซยีส ( case2) 

ซึง่ความหนาของน้ําแขง็จะมคีา่น้อยเมือ่เวลาผา่นไป

เน่ืองจากอุณหภมูน้ํิาป้อนคอ่นขา้งสงูสว่นอุณหภมู ิ 25 

องศาเซลเซยีส  ( case3) อุณหภมูจิะคอ่นขา้งตํ่าเมือ่

เทยีบกบัอุณหภมูจิรงินัน้กค็อื 30 องศาเซลเซยีส                 

( case2) ซึง่ความหนาของน้ําแขง็จะมคีา่มากเมือ่เวลา

ผา่นไปเน่ืองจากอุณหภมูน้ํิาป้อนคอ่นขา้งตํ่ากวา่

อุณหภมูทิีใ่ชจ้รงิ  

 

7. สรปุผลการทดลอง  

 จากผลการทดลอง พบวา่ทัง้สามกรณี  

(อุณหภมูน้ํิาป้อน  25 , 30 และ 35 องศาเซลเซยีส) 

เมือ่เทยีบกบัผลเฉลยแมน่ตรงจะมคีวามสอดคลอ้งกนั

ในเชงิคุณภาพ โดยทีค่า่ความหนาของน้ําแขง็หลอดที่

ไดจ้ากผลเฉลยแมน่ตรงน้ีมคีา่มากกวา่คา่ทีไ่ดจ้าก

t (minute)

Ic
e

th
ic

kn
es

s
(m

m
)

0 5 10 15 20 25 30
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

Exact solution case 1

case 2
present solution

case 3



      การประชุมวชิาการเครอืขา่ยวศิวกรรมเครือ่งกลแหง่ประเทศไทย ครัง้ที ่28 

                              15-17 ตุลาคม 2557 จงัหวดัขอนแก่น 

739 
 

 

CST-44 
วธิกีารทางพลศาสตรข์องไหลเชงิคาํนวณในการ

แกป้ญัหา ดงันัน้หากเราสามารถทีจ่ะทาํนายการ

แขง็ตวัของน้ําแขง็หลอดในแต่ละชว่งเวลาได ้กจ็ะเป็น

ประโยชน์ในดา้นการประหยดัพลงังานเป็นอยา่งมาก 
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[1] จติตนิ แตงเทีย่ง.การศกึษาภาระความเยน็และ

อตัราการผลติน้ําแขง็จากการเพิม่ประสทิธภิาพของ
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