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บทคดัย่อ  
บทความน้ีนําเสนอ การออกแบบตวัควบคุมสาํหรบัการรกัษาสถานะ (stabilization) ของหุ่นยนต์ทรงตวั

สองลอ้ (Two-wheeled Self-Balancing Robot) ดว้ยวธิกีารควบคุมเชงิทาํนายแบบจาํลอง (model predictive 
control; MPC) ระบบหุ่นยนต์สองลอ้ถูกจดัอยู่ในประเภท ระบบทีม่จีํานวนตวัควบคุมน้อยกว่าองศาอสิระการ
เคลื่อนที ่(Underactuated Mechanical Systems; UMS) และดว้ยการออกแบบดา้นโครงสรา้ง จงึทาํเป็นระบบทีม่ี
เสถยีรภาพอยา่งมขีอบเขต (marginal stable), เป็นระบบไมเ่ชงิเสน้ (nonlinear system), มสีมบตัเิฟสไมต่ํ่าทีสุ่ด 
(non-minimum phase) และมหีลายอนิพุตหลายเอาตพ์ุต (MIMO) ซึง่ยากต่อการออกแบบตวัควบคุม  แบบจาํลอง
ของหุ่นยนต์ทรงตวัสองลอ้น้ี ประกอบดว้ยสองส่วนคอื ส่วนแรกเป็นพลวตัของหุ่นยนต์ ซึ่งจําลองโดยอาศยัสมการ
การเคลื่อนที่ของ EL ส่วนที่สองเป็นแบบจําลองระบบขบัเคลื่อนด้วยมอเตอร์ไฟฟ้ากระแสตรงเพื่อป้อน
แรงเคลื่อนไฟฟ้า แบบจําลองทางคณิตศาสตร์ทัง้ระบบถูกทําใหเ้ป็นเชงิเสน้สําหรบัการออกแบบตวัควบคุม  การ
ควบคุมแบบป้อนกลบัตวัแปรเสตทของตวัควบคุม MPC อาศยัการชกัตวัอยา่ง (sampling) ของสญัญาณควบคุมแต่
ละครัง้ เพือ่การทาํนายเอาตพ์ุตของระบบไปในอนาคตตลอดช่วงเวลาทาํนาย (prediction horizon) โดยคาํนวณมุม
ทีล่อ้สําหรบัการทรงตวัของหุ่นยนต์ในแนวตัง้ขึน้ ขณะทีแ่รงเคลื่อนไฟฟ้าทีใ่ชไ้ม่เกนิขนาดของมอเตอร์ สมรรถนะ
ของตวัควบคุม MPC นําไปเปรยีบเทยีบกบัตวัควบคุม LQR โดยการจาํลองผลทางคอมพวิเตอรแ์สดงใหเ้หน็วา่ ตวั
ควบคุมทัง้สองสามารถตดิตามสญัญาณอา้งองิไดด้ ีนอกจากนัน้ตวัควบคุม MPC ยงัสามารถควบคุมการทาํงานของ
มอเตอรใ์หอ้ยู่ภายใตเ้งื่อนไขจํากดัของอนิพุตของระบบที ่ 5 โวลต์ไดด้กีว่าตวัควบคุม LQR ในขณะทีร่กัษาให้
เอาตพ์ตุ (มมุพติช)์ ของระบบมคีวามคลาดเคลือ่นไมเ่กนิ 0.01 rad. 
คาํหลกั: การควบคุมเชงิทาํนายแบบจาํลอง; หุน่ยนตส์องลอ้; การควบคุมแบบรกัษาสถานะ; ระบบทีม่จีาํนวนตวั
ควบคุมน้อยกวา่องศาอสิระการเคลือ่นที ่  
 
Abstract 

In this article, a linear model predictive control (MPC) approach is used to design a controller for 
stabilizing a two-wheeled self-balancing robot. It is classified in a class of under-actuated mechanical 
systems (UMS). It has fewer controls than the number of degrees of freedom (DOF). Moreover, by the 
nature of its system structure that has marginal stability, nonlinearity, non-minimum phase, and multi-
input-multi-output (MIMO), then it is difficult for a controller design. The robot model consists of two parts. 
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The first part is the robot dynamics derived from the Euler-Lagrange (EL) equation of motion. The second 
part is a modeling of DC motor drive system to generate the voltage supply to the robot. The overall 
mathematical model is linearized for the controller design. The state-feedback MPC controller is proposed 
in this article. For each sampling time, a trajectory is assumed to be known over a prediction horizon. The 
MPC controller computes the steering angle in order to stabilize the two-wheel robot body at the upright 
position, while keeps the motor voltages under a limit. The performance of the proposed MPC is studied 
and compared with a Linear Quadratic Regulator (LQR). The simulation results demonstrate the good 
tracking performance of both controllers. Moreover, the MPC controller can be operated near a limit on 
system input of 5 volts, while keeps the system output (i.e., pitch angle) within the designed interval 
0.01 rad. 
Keywords: Model Predictive Control; Two-Wheeled Self-Balancing Robot; Stabilization; Underactuated 
Mechanical Systems 
 

1. บทนํา 
หุ่นยนต์ทรงตวัสองล้อ (Two-Wheeled Self-

Balancing Robot) จดัอยูใ่นประเภทหุ่นยนต์เคลื่อนที ่
(mobile robot) ทีนํ่าไปใชง้านหลากหลาย ทัง้เป็น
ยานพาหนะในเมอืงที่มีปญัหาการจราจรหรือที่จอด 
เป็นหุน่ยนตบ์รกิาร (service robot) นอกจากนัน้ยงัถูก
นําไปใชใ้นงานสาํรวจพืน้ทีท่ีม่คีวามเสีย่งสงู เน่ืองจาก
ความสามารถในการหมุนรอบตวัเองได ้ทําใหม้คีวาม
คล่องตวัในการเคลื่อนทีสู่ง และใชพ้ืน้ที่ไม่มากในการ
เคลือ่นที ่ทัง้ยงัสรา้งมลภาวะตํ่า ซึง่ยานพาหนะสองลอ้
ในปจัจุบนั อาท ิNbot [2], JOE [8], Segway [11] 
ลว้นอาศยัหลกัการทาํงานของหุน่ยนตส์องลอ้ทัง้สิน้ 

หุ่นยนต์ทรงตวัสองลอ้เป็นระบบทางกลที่มคีวาม
น่าสนใจทัง้ในแง่ พฤติกรรมทางพลวัต และการ
ควบคุม เน่ืองจากเสถยีรภาพของระบบหุ่นยนตท์รงตวั
สองล้อน้ีเป็นเสถียรภาพอย่างมีขอบเขต (marginal 
stable) การควบคุมให้หุ่นยนต์มเีสถียรภาพและการ
ตอบสนองของระบบอย่างมปีระสทิธิภาพทําได้ยาก
เน่ืองจากเป็นระบบไม่เชงิเสน้ (nonlinear system), 
และมสีมบตัเิฟสไม่ตํ่าทีสุ่ด (non-minimum phase) 
นอกจากนั ้นยัง เ ป็นระบบที่มีหลายอินพุตหลาย
เอาตพ์ุต (MIMO) ซึ่งยากต่อการออกแบบตวัควบคุม 
งานวจิยัในปจัจุบนัเกีย่วกบัหุน่ยนตท์รงตวัสองลอ้ จงึมี
ทัง้การศกึษาพฤตกิรรมของระบบและการควบคุม [5]  

แบบจําลองทางคณิตศาสตร์สําหรบัออกแบบการ
ควบคุมหุ่นยนต์ทรงตวัสองลอ้ แบ่งไดเ้ป็น 2 กลุ่มคอื 
1) ใชส้มการพลวตัองิแบบจาํลอง (model based on 
dynamic equation) อาท ิกฎการเคลื่อนทีข่องนิวตนั 
(Newton’s laws of motion), สมการการเคลื่อนทีข่อง
ออยเลอร-์ลากรอนจ ์(Euler-Lagrange (EL) equation 
of motion), และวธิขีองเคน (Kane’s method) โดยมี
สมมตฐิานคอืระบบมคีวามแขง็เกรง็ (rigid body), ไม่
เกดิการลืน่ไถล, ไมค่ดิผลความเสยีดทาน เป็นตน้ และ 
2) ใชแ้บบจาํลอง Black-Box (black-box model) [1], 
[17] โดยวดัสญัญาณอนิพุตและสญัญาณเอาตพ์ุตของ
ระบบ นําไปสร้างแบบจําลองที่เรียกว่า แบบจําลอง 
Black-Box เช่น ARX, ARMAX และ Output-error 
models ค่าสมัประสทิธข์องแบบจําลองหาจากวธิกีาร 
least-squares 

การออกแบบระบบควบคุมหุ่นยนต์ทรงตวัสองลอ้
มทีัง้การใช ้ตวัควบคุมเชงิเสน้ (linear controller) เช่น 
การวางตําแหน่งโพล (pole placement) [7], [8], [13] 
ตวัควบคุมป้อนกลบัตวัแปรสเตท LQR ซึ่งเป็นการ
ควบคุมเหมาะสมทีสุ่ด (optimal control) ทีนิ่ยมใชก้นั
มาก [1], [4], [20] ขณะทีต่วัควบคุมแบบเกาสเ์ซยีน
กําลงัสองเชงิเสน้ (Linear Quadratic Gaussian; 
LQG) ใช้การป้อนกลับสัญญาณเอาต์พุตร่วมกับตัว
สงัเกตคาลมาน (Kalman observer) [16] และตวั
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ควบคุมทีไ่มอ่าศยัแบบจาํลองทางคณิตศาสตรอ์กีชนิด
ที่ นิ ยมใช้อย่ า งมากคือ  ตัวควบคุมพีไอดี (PID 
controller) [14], [18]  เมือ่เปรยีบเทยีบสมรรถนะของ
ตัวควบคุมเชิงเส้นโดยการวางตําแหน่งโพลกับตัว
ควบคุม LQR พบว่าวธิีการวางตําแหน่งโพลให้ผลที่
ดกีว่าตวัควบคุม LQR ในหลายๆ ด้าน เช่น settling 
time, การสัน่แกวง่ทีน้่อยกวา่ [15] และผลดา้นโอเวอร์
ชูตทีน้่อยกว่า [22] สาํหรบัตวัควบคุม PID จะให้
ขอบเขตของเสถียรภาพมากกว่าวธิกีารวางตําแหน่ง
โพล แต่กเ็กดิการสัน่แกวง่ทีม่ากขึน้ตามมา [19] 

ในส่วนของการควบคุมไม่เชงิเสน้ (nonlinear 
controller) ทีใ่ชใ้นหุ่นยนตท์รงตวัสองลอ้ เช่น การใช้
ตวัควบคุมฟซัซี่ (fuzzy controller) [15] และตวั
ควบคุมฟซัซี่แบบปรบัค่าได้ (adaptive fuzzy 
controller) บนแบบจําลองของ Takagi–Sugeno 
Model [24] หรอืใชต้วัควบคุมแบบแผนเลื่อนร่วมกบั
ตวัควบคุมฟซัซี่ (sliding-fuzzy controller) [9], [10] 
ขอ้ดขีองตวัควบคุมเหล่าน้ีคอื ไม่ต้องการแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตร์ที่สมบูรณ์ทัง้หมด และสามารถตัว
ควบคุมสามารทาํงานครอบคลุมความไมเ่ชงิเสน้ต่าง ๆ 
ทีไ่ม่สามารถหาแบบจําลองได ้ สําหรบัการควบคุมไม่
เชิง เ ส้นที่ ต้ อ งอาศัยแบบจํ าลอง  เ ช่ น  Control-
Lyapunov Function [12] สามารถกําหนดขอบเขต
ของเสถยีรภาพได ้ และตวัควบคุม Backstepping [6] 
อย่างไรกต็าม ขอ้จํากดัของตวัควบคุมน้ีคอื โครงสรา้ง
ของระบบตอ้งอยูใ่นรปู strict feedback form 
 

 
ภาพที ่1 การเคลือ่นทีข่องหุน่ยนตส์องลอ้ [5] 

บทความน้ีนําเสนอการควบคุมหุน่ยนตท์รงตวัสอง
ลอ้ทีม่ ี3 DOF (ดงัภาพที ่1) โดยที ่ q  เป็นระยะการ
เคลื่อนทีไ่ปขา้งหน้า (longitudinal displacement; q ) 
y  เป็นมุมการเอยีงตวั (tilt หรอื pitch) และ f  เป็น
มุมการหมุนรอบตัวเอง (yaw) โดยใช้เทคนิคการ
ควบคุมเชงิทํานายแบบจําลอง (Model Predictive 
Control; MPC) [21] เพือ่ทาํใหหุ้่นยนตส์องลอ้รกัษา
เสถยีรภาพใหต้ัง้ตรง (up-right position) หรอื 0q =  
อยู่ตลอดเวลา ภายให้คําสัง่ให้เคลื่อนที่ไปหน้าและ
หมุนเลีย้ว สมรรถนะของตวัควบคุม MPC ทีอ่อกแบบ
จะนําไปเปรยีบเทยีบกบัตวัควบคุม LQR ในกรณีที่
เพิม่เงือ่นไขขอ้จาํกดัทีต่วักระตุน้ (actuator)  

ในบทความประกอบดว้ย หวัขอ้ที ่2 แบบจําลอง
ทางคณิตศาสตร์ที่ใชอ้อกแบบหุ่นยนต์ทรงตวัสองล้อ 
โดยใชส้มการสมการ EL ร่วมกบัการทาํใหเ้ป็นเชงิเสน้ 
(linearization) หวัขอ้ที ่3 จะนําแบบจาํลองเชงิเสน้มา
ออกแบบตวัควบคุม LQR และตวัควบคุม MPC โดย
แสดงผลการจําลองเปรียบเทียบสมรรถนะของตัว
ควบคุมทัง้สองในหัวข้อที่ 4 สรุปผลและวิจารณ์ใน
หวัขอ้ที ่5 และสดุทา้ยหวัขอ้ที ่6 เป็นเอกสารอา้งองิ 
 

2. แบบจาํลองทางคณิตศาสตร ์
2.1 สมการของออยเลอร-์ลากรอนจ ์

ระบบทางกลอย่างง่าย (simple mechanical 
system) ทีม่ ีn -DOF จะมสีมการ EL กาํหนดโดย 

i
i i

d L L
F

dt q q

æ ö¶ ¶÷ç ÷ç - =÷ç ÷÷ç¶ ¶è ø&
         (1) 

โดยที ่ nq Î ¡  เป็นโคออร์ดเินตทัว่ไปของระบบ,
 

i
F  

เ ป็นแรงไม่อ นุ รัก ษ์ภายนอก  (non-conservative 
force) และ L  เป็นฟงัก์ชนัลากรอนจ์ (Lagrangian) 
ซึ่งนิยามจากผลต่างของพลงังานจลน์, T  และ
พลงังานศกัย,์ V  ของระบบ 

ในที่น้ี พิจารณาระบบหุ่นยต์สองล้อ ดังรูปที่ 2  
เมื่อ 3[ ]Tq q y f= Î ¡  นัน่คือเป็นระบบที่มี 3- 

DOF และ F = [ ]TF F F
q y f

 จะไดว้า่ 
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รปูที ่2 โคออรด์เินตทัว่ไปของหุน่ยนตส์องลอ้ 
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2.2 สมการของมอเตอรไ์ฟฟ้ากระแสตรง 
ความสมัพนัธ์ระหว่างแรงภายนอกทัว่ไป 

i
F

 
กบั

แรงเคลื่อนไฟฟ้าจากมอเตอร์ 
r

v  (ดา้นขวา) และ 
l

v  
(ดา้นซา้ย) กาํหนดโดย 

    ( )

2
( ) ( )

( ) 2 2

( )

l r w

r l

R W
r l wW R

F v v f

F v v

F v v f

a
q

y

f

b q by

a bq by

a b f

ìï = + - + +ïïï = - + + -í
ïïï = - - +ïî

& &

& &

&
    (3) 

โดยที ่ /
t m

K Ra =  และ /
t b m

K K Rb =
m

f+  
เป็นค่าคงที่ขึ้นกับแรงเคลื่อนไฟฟ้าป้อนกลับของ
มอเตอร ์(DC motor back EMF constant, 

b
K ) 

ความตา้นทานมอเตอร ์(DC motor resistance, 
m

R ) 
ค่าคงทีข่องมอเตอร ์(DC motor torque constant, 

t
K ), แรงเสยีดทานระหว่างหุ่นยนต์กบัมอเตอร์ 

m
f  

และพืน้กบัลอ้ 
w

f  
2.3 สมการการเคล่ือนท่ีของหุ่นยนตส์องล้อ 

โดยรวมความสมัพนัธ์จากอนิพุตของแรงเคลื่อน-
ไฟฟ้าจากมอเตอร์ไปยงัแรงภายนอกทัว่ไป (3) และ
ฟงักช์นัของลากรอนจ ์(2) แทนค่าใน (1) จะไดส้มการ
การเคลื่อนที่ไม่เชงิเสน้ (nonlinear equation of 
motion) ของหุน่ยนตส์องลอ้อยูใ่นรปู    

     1( )( ( , ))q D q W u h q q-= -&& &           (4) 

โดยที่  u = [ ]T
r l

v v 2 1´Î ¡  เ ป็ น เ วก เตอร์ ข อ ง

สญัญาณควบคุม (control vector), ( ) [ ]
ij

D q d=  
3 3´Î ¡  เป็นเมตรกิซ์ความเฉื่อย (inertia matrix) มี

สมบตัสิมมมาตร (symmetric matrix) และเป็นบวก
แน่นอน (positive definite) และ ( , )h q q =&  

1 2 3
[ ]Th h h 3 1´Î ¡  เป็นฟงักช์นัไมเ่ชงิเสน้ เมือ่ 

2 2
11

2
12 21

13 31 23 32
2 2

22
2

2 2
33 2

2 2

2 2
11

2

12
2

(2 ) 2 2

cos 2

0

2

1
( )

2 2
(2 ) 2 sin

sin [(2 )

sin ] ( )

2 2 (

s

w m

m

m

w m

w

d m M R J n J

d d MLR n J

d d d d

d ML J n J

W
d mW J J n J

R
m M R MLR

h MLR m M R

MLR f

h MLR

ML

y

f

y

q q y

y y q

y f by b q

by bq q

= + + +

= = -

= = = =

= + +

= + + +

+ + +

= - - +/

+ - + +

= - -

+

&

& &&

&&

2

2 2
13

in ) cos sin

2[(2 ) sin cos

( sin cos )] ( )W
wR

MgL

h m M R ML

MLR f

y f y y

qqf f y y y

f q y qy y b f

-

= + +

+ + + +

&

&& &&

&& &&

นอกจากนัน้ เมตรกิซ์ของอนิพุต (input matrix) W

กาํหนดโดย 

3 22

2

T
R
W
R
W

W
a

a

a a

a a
´

é ù-ê ú= Îê ú-ê úë û
¡  

มคี่า rank( ) 2 3W n= < =  ระบบหุ่นยนต์สองลอ้
ตามแบบจําลอง (4) จึงเป็น ระบบที่มีจํานวนตัว
ขบัเคลือ่นน้อยกวา่องศาอสิระการเคลือ่นที ่(UMS) 
 

3. การออกแบบตวัควบคมุ 
บทความน้ีสนใจการออกแบบตวัควบคุมด้วยวธิ ี

MPC และวธิ ีLQR เพือ่รกัษาสถานะของหุ่นยนตท์รง
ตวัในแนวตัง้ขึน้ (up-right position) ( 0)

eq
q =  

ภายใต้การเลี้ยวและการเคลื่อนที่ไปข้างหน้า ด้วย
วธิกีารทัง้สองจะใชร้ะบบเชงิเสน้ (linear system) ใน
การออกแบบ ดงันัน้โดยการประมาณค่ารอบจุดสมดุล 
โดยพจิารณาเมื่อ 0y »  จะได ้ sin( )y y»  และ 
cos( )y 1»  นอกจากนั ้น  

i j
q q&& 0, ,i j» "  เ มื่ อ

กําหนดตัวแปรสเตท [ ]Tx q y q y f f= & && 6Î ¡  
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จะได ้สมการปรภิูมสิเตทเชงิเสน้ (linear state-space 
equation) และสมการสญัญาณเอาต์พุต (output 
equation) ในรปู  

x Ax Bu

y Cx

ìï = +ïí
ï =ïî

&
         (5) 

โดยที ่ A =  
0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 60.78 1.37 1.37 0 0

0 87.64 1.39 1.39 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0.21

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú- -ê ú
ê ú-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

-ê úë û

 

0 0 1.33 1.35 0 0.12

0 0 1.33 1.35 0 0.12

T

B
é ù- -ê ú= ê ú- -ê úë û

  

สามารถควบคุมได ้(controllable) และ  

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

C

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

 (หรอื [ ]Ty q y f= ) 

ให้ [ 0 0 0 0]T
ref r r

x q f=  เป็นสญัญาณ

อนิพุตอา้งองิ (reference input) ของหุ่นยนตส์องลอ้ 
ดังนัน้ปญัหาการติดตามสัญญาณอ้างอิง (tracking 
problem) พิจารณาโดยต้องการให้สญัญาณ
คลาดเคลื่อน (error signal) 

ref
e x x= -  มคี่าเขา้

ใกลศ้นูย ์นัน่คอื 
ref

x x®  เมือ่เวลาเป็นอนนัต ์
3.1 ตวัควบคมุแบบกาํลงัสองเชิงเส้น (linear 
quadratic regulator; LQR) 

การออกแบบตวัควบคุม LQR เป็นการหาคาํตอบ
ของปญัหาการควบคุมเหมาะสมที่สุด  (optimal 
control) เพือ่ตอ้งการใหด้ชันีสมรรถนะ (performance 
index; J ) มคีา่น้อยทีส่ดุ โดยที ่

0
( )T TJ e Qe u Ru dt

¥

= +ò  

เมื่อ Q  เป็นเมตรกิซ์ถ่วงน้ําหนักของตวัแปรเสตท ซึ่ง
เป็นเมตรกิซ์บวกแน่นอน (p.d.) และ R  เป็นเมตรกิซ์
ถ่วงน้ําหนักของสัญญาณควบคุม เมื่อออกแบบให ้
Q = 4 2dia[10 , 10 , 1, 1, 410 , 1]   แ ล ะ   R =  

3 3dia[10 , 10 ] โดยอาศัยคําสัง่ “lqr” หาค่า

อตัราขยาย K  ของสญัญาณควบคุม u  จะได ้
-3.2 -85.4 -4.2  -11 -2.2  -3.6

-3.2 -85.4 -4.2  -11 2.2  3.6
K

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

 

3.2 การควบคมุเชิงทาํนายแบบจาํลองเชิงเส้น 
การควบคุมเชงิทาํนายแบบจาํลอง (MPC) [21] มี

หลกัการทํางานแสดงในรูปที่ 3 เมื่อกราฟจุดแทน
สญัญาณเอาต์พุต และกราฟเส้นเต็มแทนสญัญาณ
อนิพุต เริม่จากการวดัสญัญาณอนิพุตและเอาต์พุตใน
เวลาอดตีจนถงึปจัจุบนั (k) มาทาํนายสญัญาณเอาพุต
ที่เกิดขึ้นในช่วงอนาคตที่เรียกว่า ช่วงเวลาทํานาย 
(prediction horizon) (k+M) การควบคุมแบบ MPC 
จะใชก้ารคํานวณจากสญัญาณที่ไดจ้ากการทํานายใน
อนาคตและสัญญาณที่ได้จากการวัดในปจัจุบัน 
ร่วมกบัการหาเหมาะสมที่สุด (optimization) ของ
ฟงัก์ชนัเป้าหมาย (cost function) ซึ่งจะใหก้ฎการ
ควบคุม (control law) ทีเ่หมาะสมทีสุ่ดภายใตเ้งือ่นไข
ขอ้จาํกดั (constraint) ต่าง ๆ 

 

 
รปูที ่3 พืน้ฐานการควบคุมแบบ MPC [21] 

 
การควบคุมแบบ MPC จะทาํงานบนปรภิูมสิถานะ

เชงิเสน้แบบดสีครตี (discrete state-space model) 
สําหรบัระบบ MIMO ที่มจีํานวน m  อินพุต q  
เอาต์พุต โดยที่ q m£  และมี 

1
n  ตัวแปรสเตท  

แทนจาํนวนเอาตพ์ตุ กาํหนดโดย 
( 1) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
m m m m d

m m

x k A x k B u k B w k

y k C x k

ìï + = + +ïí
ï =ïî

 

        (9) 
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โดยที่ w  เป็นสญัญาณอนิพุตของการรบกวน (input 
disturbance) ลําดบัของสญัญาณรบกวนขาว (white 
noise sequence) e  กาํหนดโดย 

   ( ) ( 1) ( )w k w k ke- - =         (10) 
สมมต ิ ( ) ( ) ( 1)

m m m
x k x k x kD = - - , ( )u kD   

( ) ( 1)u k u k= - - , ( 1) ( 1)y k y kD + = + -  
( )y k  และให้ตัวแปรสเตทใหม่ ( ) [ ( )

m
x k x k= D  

( )]Ty k  ดงันัน้จาก (9) จงึได ้

( 1) ( )

( 1) ( )0

( 1) ( )

( ) ( )

T
m mm m

m m q q

x k x kA

m d

m m m d

B B

x k x kA

y k y kC A I

B B
u k k

C B C B

e

e

´

+

é ùé ù é ùD + Dê úê ú ê ú= ê úê ú ê ú+ ê úê ú ê úë û ë ûë û

é ù é ù
ê ú ê ú+ D +ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

1444442 444443 14442 44431444442 444443

1442 443 1442 443

 
( )

( ) 0
( )
m

m q q

C

x k
y k I

y k´

é ùDé ùê ú= ê úê úë ûê úë û14442 4443
        (11) 

โ ดยที่  q q
q q

I ´
´

Î ¡  เ ป็ น เ มต ริก ซ์ เ อ ก ลักษ ณ์ , 
1q n

m
O ´Î ¡  เ ป็ น เ ม ต ริ ก ซ์ ศู น ย์  1 1n n

m
A ´Î ¡ , 

1n m

m
B ´Î ¡  และ 1q n

m
C ´Î ¡  การทาํใหเ้อาตพ์ุต

จากการทํานายเข้าใกล้สญัญาณอ้างอิง (reference) 
จงึตอ้งพจิารณาใหฟ้งัก์ชนัเป้าหมาย (cost function) 
J  มคีา่น้อยทีส่ดุ โดยที ่ ( )J uD =  

( ){
1

0

( 1 / ) ( 1)
p T

i

y k i k r k i
-

=

+ + - + +å  

( )

( )
( )}

target

target

( 1 / ) ( 1)

( / ) ( / )

( / ) ( )

( / ) ( )

T
u

T

u

Q y k i k r k i

u k i k R k i k

u k i k u k i

R u k i k u k i

D

+ + - + +

+ D + +

+ + - +

+ - +

 

เมือ่ Q , 
u

R
D

 และ 
u

R  เป็นเมตรกิซ์ถ่วงน้ําหนักของ 
สญัญาณเอาต์พุต, การเปลี่ยนแปลงของสญัญาณ
อนิพตุ และสญัญาณอนิพตุ ตามลาํดบั 
 

4. ผลการควบคมุ 
ตวัควบคุม MPC คาํนวณจาก Model Predictive 

Control ToolboxTM [3] ของโปรแกรม MATLAB โดย

ใช้คําสัง่ “mpctool” โดยนํามาเปรยีบเทยีบกบัตวั
ควบคุม LQR การออกแบบตวัควบคุมทัง้สองใช้
แบบจําลองเชงิเสน้ (5) และตวัควบคุมที่ออกแบบได้
นําไปจาํลองผล (simulation) การควบคุมกบัระบบไม่
เชงิเสน้ (4) โดยพารามเิตอรท์ีใ่ชใ้นการออกแบบตวั
ควบคุม MPC มดีงัน้ี Control Interval Time (หรอื 
Sampling Period (Ts)) = 0.1, Prediction Horizon 
(p) = 10, Control Horizon (m) = 2, Input Weight 
(R) = 0.1 และ Output Weight (Q) = 1  เมือ่ให้
สญัญาณอ้างองิ 

ref
x  ของหุ่นยนต์ทรงตวัสองลอ้เป็น 

ตําแหน่งการเคลื่อนที ่(position) และมุมการหมุนรอบ
ตวั (yaw) กําหนดในรูปของสญัญาณพลัส์ (pulse) 
ผลตอบสนองของการควบคุมทัง้สอง แสดงดงัรูปที่ 4 
โดยพจิารณาออกเป็น 2 กรณคีอื  

1) กรณีทีไ่ม่ไดก้ําหนดขอ้บงัคบั (with no 
constraint) ของสญัญาณเอาตพ์ุตและสญัญาณอนิพตุ
ควบคุม ตวัควบคุม MPC ที่ออกแบบให้ค่าความ
คลาดเคลื่อนของมุมพติช ์(pitch) สงูสุดที ่0.042 rad 
มากกว่าตวัควบคุม LQR ซึ่งมคี่าความคลาดเคลื่อน
สงูสุดที ่0.025 rad และยงัตดิตามตําแหน่งการไป
ข้างหน้า (position) ได้ช้ากว่าตัวควบคุม LQR 
อย่างไรกต็าม ตวัควบคุม MPC ในกรณีน้ี สามารถ
ตดิตามมุมการเลีย้ว (yaw) ไดด้กีวา่ตวัควบคุม LQR 
โดยมคี่า rise time ทีเ่รว็กวา่และเกดิโอเวอรช์ตูเพยีง
เลก็น้อย 

 

 
รปูที ่4 ผลตอบสนองการควบคุม LQR, MPC ทัง้กรณี
ทีไ่มไ่ดก้าํหนดขอ้บงัคบั และมกีารกาํหนดขอ้บงัคบั 

 
2) กรณีที่มกีารกําหนดขอ้บงัคบัของสญัญาณ

เอาตพ์ุต: มุมพติช ์ y (min, max) = (-0.01, +0,01) 
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rad. และข้อบงัคบัของสญัญาณควบคุมอินพุต 
(constraints on manipulated variables): แรงเคลื่อน 
ไฟฟ้ามอเตอร ์u (min, max) = (-5, +5) Volt  จากผล
การจาํลอง (ดรูปูที ่4) พบวา่ตวัควบคุม MPC ในกรณี
น้ีให้ค่าความคลาดเคลื่อนของมุมพิตซ์เป็นไปตาม
ขอ้บงัคบัทีอ่อกแบบคอื ไม่เกนิ 0.01 rad  ทัง้ยงัมี
ความเร็วในการติดตามตําแหน่งการไปข้างหน้า 
(position) ไดด้กีว่าตวัควบคุม LQR  นอกจากนัน้
ความสามารถในการตดิตามมุมการเลีย้ว (yaw) ของ
ตวัควบคุม MPC ทัง้สองกรณน้ีีใกลเ้คยีงกนั 

 

 
รปูที ่5 คา่เฉลีย่ของสญัญาณควบคุม ดา้นซา้ย:  

ไมไ่ดก้าํหนดขอ้บงัคบั, ดา้นขวา: กาํหนดขอ้บงัคบั 
 

เมื่อพิจาณาขนาดของสัญญาณควบคุมเฉลี่ยที่
ใหก้บัมอเตอรท์ัง้สอง (ทัง้สองกรณี) จากรปูที ่5 พบวา่
ขนาดสงูสุดของสญัญาณควบคุม MPC มคี่ามากกว่า
การควบคุม LQR  อย่างไรก็ตามในกรณีที่มีการ
กําหนดขอ้บงัคบั (รูปที ่ 5 ดา้นขวา) เพื่อใหไ้ด้
สมรรถนะการควบคุมทีด่ทีีสุ่ด ตวัควบคุม MPC จะ
พยายามควบคุมการทํางานของมอเตอร์โดยใช้
แรงเคลื่อนไฟฟ้าทีม่อียู่ ภายในขอ้บงัคบัของสญัญาณ
อนิพุตควบคุม (ทีอ่อกแบบไวค้อื 5 Volt) จดัการให้
ค่าความคลาดเคลื่อนของสญัญาณเอาต์พุต อยูภ่ายใน
ขอบเขตตามที่ได้ออกแบบคอื ไม่เกนิ 0.01 rad  
อย่างไรก็ตาม การกําหนดขอ้บงัคบัของสญัญาณทัง้
สอง ต้องออกแบบให้สัมพันธ์กันเพื่อให้ระบบปิดมี
เสยีรภาพ (stable) 

 
5. สรปุและวิจารณ์ 

ระบบหุ่ นยนต์ทรงตัวสองล้อ เ ป็นระบบที่มี
การศกึษากนัอย่างมากทัง้ในดา้นการประยุกต์ใช ้และ
การวจิยั การควบคุมหุ่นยนต์ทรงตวัสองล้อส่วนใหญ่
ใชต้วัควบคุม PID หรอืตวัควบคุม LQR ในบทความน้ี
ไดท้ําการเปรยีบเทยีบการออกแบบตวัควบคุม MPC 
กบัตวัควบคุม LQR ตวัควบคุมทัง้สองแมใ้หผ้ลการ
ควบคุมที่มเีสถียรภาพและสามารถทํางานได้ แต่ตวั
ควบคุม MPC มจีุดเด่นคอื สามารถกําหนดขอ้บงัคบั 
( constraints)  ขอ งสัญญาณควบคุ ม อินพุ ต แล ะ
สญัญาณเอาตพ์ุตได ้ โดยตวัควบคุม MPC จะทาํการ
ปรบัขนาดของสญัญาณควบคุมให้สามารถทํางานได้
เต็มประสิทธิภาพตามเงื่อนไขบังคับของข้อจํากัด
อุปกรณ์ขบัเคลือ่น (actuator) ทีอ่อกแบบไวค้อื ไมเ่กนิ 
5 Volt. และใหค้่าคลาดเคลื่อนของมุมพติซ์ภายใน
ขอบเขตที่กําหนดคอื 0.01 rad  โดยยงัสามารถ
ตดิตามสญัญาณอา้งองิไดด้ ี
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