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บทคดัยอ่ 
การวเิคราะห์การเคลื่อนที่โดยใช้สมการการเคลื่อนที่แบบมเีงื่อนไข (Fundamental Equations of Constrained 

Motion) สามารถใช้วเิคราะห์การเคลื่อนที่ของวตัถุ โดยแบ่งเป็น 3 ขัน้ตอน คอื I) การเคลื่อนที่โดยปราศจากเงื่อนไข II) 
สมการเงื่อนไข และ III) สมการการเคลื่อนที่แบบมเีงื่อนไข ซึง่สมการทีไ่ดจ้ะเป็นสมการทีอ่ยู่ในรูปของฟงักช์ัน่เชงิเสน้ของ
ความเร่ง (Acceleration) โดยสามารถหาข้อมูลจลนศาสตร์ของการเคลื่อนที่ที่เหลือได้โดยการเปลี่ยนเป็นฟงัก์ชัน่ของ
ความเรว็ (Velocity) และฟงักช์ัน่ของระยะทาง (Distance) ดว้ยการหาปรพินัธ ์

อกีหนึ่งตวัอย่างของการใช้สมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไขในการวเิคราะห์การเคลื่อนที่คอืการวเิคราะห์การ
เคลื่อนทีข่องฝงูบนิ ซึง่เป็นประโยชน์ในแง่ของความสะดวกในการควบคุมและการประหยดัพลงังานในการบนิของเครื่องบนิ
หลายล า ซึ่งสามารถปรบัใช้ได้กบัการควบคุมการเคลื่อนที่ของอากาศยานไร้คนขบั ในงานวจิยันี้จะท าการวเิคราะห์ใน
หลากหลายรูปแบบการบนิ ทัง้การบนิเป็นเสน้ตรง และการบนิเป็นแนววถิโีคง้ ซึง่เป็นการเคลื่อนทีใ่นรูปแบบพืน้ฐาน การ
ปรบัจ านวนเครื่องบนิเพิม่มากขึน้ การก าหนดการบนิในรปูแบบทีซ่บัซอ้นมากขึน้ เพื่อศึกษาการใชส้มการการเคลื่อนทีแ่บบ
มเีงื่อนไขในการวเิคราะหก์ารบนิ ซึง่สมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไข สามารถก าหนดรปูแบบการเคลื่อนทีใ่หเ้ป็นไปตามที่
ตอ้งการได ้การพสิจูน์สมการทีไ่ดจ้ากการวเิคราะหจ์ะท าโดยการใชโ้ปรแกรมคอมพวิเตอร ์MATLAB 
ค ำหลกั: สมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไข; รปูแบบการบนิ; อากาศยานไรค้นขบั 

Abstract 
An analysis of motions by using the Fundamental Equations of Constrained Motion can be determined in 

three-step procedure as follows I) Unconstrained Motion II) Constraint Equation and III) Constrained Motion. The 

equations of motion are expressed as linear functions of acceleration. Other Kinematical parameters can be 

obtained by changing acceleration into functions of velocity and functions of distance by integration. 

One example of using the fundamental equation to study motions is the study of flying formation systems. 

It is useful for multi-object flying in aspect of easy controlling and saving energy, which can be adapted for 

controlling a flying of unmanned aerial vehicles (UAVs). In this research, some flying formation systems are 

considered by using the Fundamental Equations of Motion. Preferably, straight flying and curved flying have to be 

determined because these are basic motions. Moreover, increasing the number of planes and complicated flying 

are studied for validating the equation. The results show that the control forces from the Fundamental Equations 

can control the planes to fly in the desired trajectories. The constrained equations of motion are verified by using 

the computer program MATLAB. 

Keywords: Fundamental Equations of motion; Flying formation system; Unmanned aerial vehicle 
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1. บทน า
การพัฒนาอากาศยานไร้คนขับ เป็นหนึ่ งในการ

พัฒนาทางการทหารที่ส าคัญ เพื่อความปลอดภัยของ
ประชาชน การป้องกนัประเทศ และขจดัภัยคุกคามของ
ชาต ิการใชอ้ากาศยานไรค้นขบัในการเขา้ปฏบิตัภิารกจิใน
บรเิวณทีอ่นัตราย และเสีย่งต่อการสูญเสยี จงึเป็นที่สนใจ 
และมีการศึกษาอย่างแพร่หลายในปจัจุบัน เนื่ องจาก
อากาศยานไรค้นขบัมรีูปแบบการบนิโดยปราศจากมนุษย์
ผูค้วบคุม วศิวกรจงึมหีน้าทีค่ านวณเพื่อก าหนดเป้าหมาย 
และรูปแบบการบนิที่แน่นอนไว้ล่วงหน้า ดงัเช่นตัวอย่าง
การทดลองการก าหนดเงื่อนไขเส้นทางให้เฮลิคอปเตอร์
เคลื่อนที่จากต าแหน่งเริม่จนถึงต าแหน่งสุดท้ายได้อย่าง
ปลอดภยั [1]  

กฎการเคลื่อนที่ของนิวตนั เป็นทฤษฎีที่ว่าด้วย แรง 
ความเร่ง และทศิทางของการเคลื่อนที่ กฎการเคลื่อนที่นี้
ไดถู้กน ามาใชใ้นการวเิคราะหก์ารเคลื่อนทีต่่างๆ ของวตัถุ 
เช่นไดม้กีารน ามาวเิคราะหห์าสมการการเคลื่อนทีข่องยาน
อวกาศ ร่วมกบัการใชส้มการของออยเลอร ์[2] อกีทฤษฎี
การเคลื่อนทีท่ีส่ าคญั ทีไ่ดร้บัความนิยมอย่างแพร่หลายคอื 
สมการการเคลื่อนที่ของลากรานจ์  ซึ่งได้น าไปใช้ใน
การศึกษาการควบคุมการเคลื่อนที่ของแขนกลส าหรับ
หุ่นยนต์อวกาศ [3] สมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไข [4] 
เป็นอกีวธิทีีน่ิยมใชใ้นการวเิคราะหก์ารเคลื่อนที่ เนื่องจาก
สมการดงักล่าวมรีูปแบบทัว่ไป (Closed-Form) ทีแ่น่นอน 
สมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไขนี้ถูกพฒันาขึน้จากการ
รวมทฤษฎขีองเก๊าส ์[5] และสมการการเคลื่อนที่ของลาก
รานจ ์ซึง่สมการจะมรีปูทัว่ไปคอื [4] 

1/ 2 1/ 2M(q, t)q Q(q,q, t) M (AM ) (b Aa)    (1) 
โดยที ่‘+’ คอื Moore-Penrose inverse ของเมตรกิซ ์[6] 

สมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไขใหค้วามแม่นย าใน
การวเิคราะหก์ารเคลื่อนที ่เน่ืองจากสามารถวเิคราะหก์าร
เคลื่อนที่ได้ทัง้ในระดบัการเคลื่อนที่ที่เป็นเชิงเส้นและไม่
เป็นเชงิเสน้ ตวัอย่างของการใชส้มการการเคลื่อนทีแ่บบมี
เงื่อนไขคอื การวเิคราะห์การเคลื่อนที่ของยานอวกาศใน
รูปแบบต่างๆ [7] ซึ่งการก าหนดเงื่อนไขการเคลื่อนที่นัน้
สามารถก าหนดพรอ้มกนัไดท้ัง้หมดทุกล าและยงัสามารถ
ก าหนดการเคลื่อนที่ให้สมัพันธ์กนัทุกล าได้ สมการการ
เคลื่อนที่ที่ได้สามารถใช้งานได้ง่าย และผลที่ได้มีความ
แม่นย าสงู 

การศึกษาการเคลื่อนที่ของเครื่องบินและหลัก
พลศาสตรข์องการบนิ โดยการก าหนดเงื่อนไขการบนิ [8] 
มีความส าคัญต่อการพัฒนาอากาศยานไร้คนขับ เพื่อ
วเิคราะห์ความคลาดเคลื่อนที่เกดิขึน้ ส าหรบัรูปแบบการ
บนิทีต่อ้งการ  

ส าหรบัในประเทศไทย อากาศยานไร้คนขบัมกีารใช้
งานในกองทัพไทย ทัง้กองทัพบก และกองทัพอากาศ 
ส าหรบักองทพัเรอืมแีผนการพฒันาการใช้อากาศยานไร้
คนขบั เพื่อการป้องกนัประเทศในอนาคต [9] 

งานวิจัยนี้ ศึกษาการใช้สมการการเคลื่อนที่แบบมี
เงื่อนไข ในการก าหนดรปูแบบการบนิของเครื่องบนิหลาย
ล า เพื่อเป็นพื้นฐานในการพฒันาอากาศยานไรค้นขบัของ
ประเทศไทย ต่อไปในอนาคต  

2. ทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง
2.1 การเคลื่อนท่ีปราศจากเงื่อนไข 

สมการการเคลื่อนโดยปราศจากเงื่อนไข หาไดโ้ดยใช้
สมการการเคลื่อนทีข่องลากรานจ ์รปูทัว่ไปคอื [4] 

M(q, t)q Q(q,q, t)      (2) 
โดย M  = เมตรกิซม์วล 

q  = ระยะทาง  
q  = ความเรว็  
q  = ความเรง่  
Q  = เวกเตอรแ์รง 
 t  = เวลา 

ส าหรบัการวเิคราะห์การเคลื่อนที่ของฝูงบิน ในการ
ค านวณเราจะเลือกใช้ระบบพิกัดมุมฉาก (Cartesian 
Coordinates) เป็น x,y,z โดยเราสมมติว่าในแต่ละแกนจะ
ไม่มเีงื่อนไขและเป็นอสิระต่อกนั เราสามารถเขยีนสมการ
การเคลื่อนที่ในระบบพกิดั (x,y,z) ในรูปเมตรกิซไ์ด้คอื (ดู
สมการ (2)) 
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Mq : 0 m 0 y Q : Q

0 0
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m z Q

  (3) 

การเคลื่อนที่นี้เป็นการเคลื่อนที่ภายใต้แรง Q ซึ่งได้
ถูกแบ่งแยกออกเป็นแรงในแต่ละแกนของระบบพิกดัมุม
ฉาก x y z(Q ,Q ,Q )  เมื่อคณูสมการ (2) ดว้ย M-1 จะได ้

 1q  M Q : a    (4) 
โดย a คอืความเร่งโดยปราศจากเงื่อนไข 
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2.2 สมการเงื่อนไข 
สมการเงื่อนไขเป็นสมการที่ใช้ก าหนดรูปแบบการ

เคลื่อนที่ของฝูงบิน โดยทัว่ไปจะอยู่ในรูปฟงัก์ชัน่ของ
ระยะทาง ความเรว็ และเวลา รูปทัว่ไปของสมการลกัษณะ
การเคลื่อนทีห่รอืสมการเงื่อนไขคอื 

f(q,q, t) 0         (5) 
เมื่อหาอนุพนัธ์อนัดบัที่เหมาะสม (ซึ่งในกรณีของสมการ
เงื่อนไขที่เป็นเส้นทาง อนุพันธ์อันดับที่ เหมาะสมคือ
อนุพนัธอ์นัดบัสอง) ของสมการลกัษณะการเคลื่อนที ่จะได้
สมการในรปูฟงักช์ัน่ของความเร่ง มรีปูทัว่ไปคอื [4] 

A(q,q, t) q b(q,q, t)                     (6) 
โดย A  คอื เมตรกิซเ์งื่อนไข และ b  คอื เวกเตอรเ์งื่อนไข 
2.3 การเคลื่อนท่ีแบบมีเง่ือนไข  

จากสมการการเคลื่อนที่ปราศจากเงื่อนไขและสมการ
เงื่อนไข เราสามารถก าหนดสมการการเคลื่อนที่แบบมี
เงื่อนไขไดด้งันี้ [4] 

 cM(q, t) q Q(q,q, t) Q (q,q, t)     (7) 
จาก (7) แรงทีท่ าใหร้ะบบเป็นไปตามเงื่อนไขคอื [4] 

c 1/2 1/2Q (q,q, t) M (AM ) (b Aa)  (8) 
เมื่อคูณสมการการเคลื่อนทีแ่บบมเีงื่อนไขดว้ย 1M  จะได ้
ความเร่งของระบบทีม่เีงื่อนไขคอื 

       1/2 1/2q a M (AM ) (b Aa)         (9) 
ซึง่สามารถหาปรพินัธอ์นัดบั1 และปรพินัธอ์นัดบั2 เพื่อหา
ความเรว็ของระบบฝงูบิน และต าแหน่งของการเคลื่อนที่
ของเครื่องบินแต่ละล าในฝูงบินได้ตามล าดบั โดยอ้างอิง
ขอ้มลูจากค่าเริม่ตน้ของระบบ  

3. การทดลอง และผลการทดลอง
3.1 การทดลองท่ี 1:  
บินขนานกนัเป็นเส้นตรงของเครือ่งบิน 2 ล า 

รปูที ่1 รปูจ าลองการบนิขนานกนัเป็นเสน้ตรงของ
เครื่องบนิ 2ล า 

3.1.1 การเคลื่อนท่ีโดยปราศจากเงื่อนไข 
(Unconstrained Equation)  

ส าหรบัขัน้ตอนของการเคลื่อนทีป่ราศจากเงื่อนไขเป็น
การพจิารณาสมการทีท่ าใหเ้ครื่องบนิสามารถลอยตวัต้าน
แรงโน้มถ่วงของโลก (Gravity, G) ซึง่กระท าต่อระบบตาม
แนวแกน z เมื่ อพิจารณาแรงที่ ใช้ในการขับ เคลื่อน
เครื่องบนิไปขา้งหน้า โดยสมมติใหเ้ครื่องบนิเคลื่อนทีเ่ป็น
เส้นตรงโดยมีทิศทางตามแนวแกน y ดังรูปที่ 1 และ
เนื่องจากรูปแบบการบินเป็นการบินของเครื่องบิน 2 ล า 
เคลื่อนที่เป็นเสน้ตรง การค านวณต้องมตีวัแปรของแต่ละ
ล า เราสามารถเขียนสมการการเคลื่อนที่โดยปราศจาก
เงื่อนไขในแต่ละแกน (x,y,z) ดงันี้ 

i

i i

i i

m x 0

m y T

m z m G

      (10) 

โดย G   คอื แรงโน้มถ่วงโลก 
mi   คอื มวลของเครื่องบนิล าที ่i 
Ti   คอื แรงขบัเคลื่อนของเครื่องบนิล าที ่i 

จากสมการ (4) และ (10) เราสามารถเขยีนสมการใหอ้ยู่ใน
รปูของฟงักช์นัความเร่งได ้คอื 

1
1

1
1

11 1
1

1 1

1
2 2

1
2 2

2

12
2

m 0 0 0 0 0x 0
0 m 0 0 0 0y T

z 0 0 m 0 0 0 G
q : a

x 00 0 0 m 0 0
y T0 0 0 0 m 0
z G0 0 0 0 0 m

(11) 
โดยก าหนดให ้ 1 2m m 10 kg , 1 2T T 100 N , 

และ 2G 9.81 m/ s

3.1.2 สมการเงื่อนไข (Constraint Equation) 
ส าหรบัเงื่อนไขการบนิของฝงูบนิ ก าหนดใหม้เีงื่อนไข

ดงันี้ 
1. ก าหนดระยะห่างของเครื่องบนิทัง้สองในแนวแกน x ใน
ระหว่างการบนิ 

ก าหนดให้เครื่องบนิ 2 ล า มรีะยะห่างในการบินเป็น
ระยะ 10 หน่วยตามแนวแกน x จงึก าหนดสมการเงื่อนไข 
คอื 
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1 2x x 10    (12) 
2. ก าหนดระยะและระดบัการบนิของเครื่องบนิแต่ละล าใน
แนวแกน y และ z ตามล าดบั 

ก าหนดให้ระยะและระดบัการบนิของทัง้สองล าบนิใน
ระยะและระดับเดียวกนัในแนวแกน y และ z ตามล าดับ 
จงึก าหนดสมการเงื่อนไข คอื 

1 2y y 0     (13) 

1 2z z 0         (14) 
และก าหนดใหค้วามสงูในการบนิของเครื่องบนิทัง้สอง คอื 
100 หน่วยตามแนวแกน z  

1z 100      (15) 
จากการหาอนุพันธ์อันดับสองของสมการเงื่อนไข 

(สมการ (12)-(15)) จะได ้
1 2x x 0     (16) 

   1 2y y 0        (17) 

1 2z z 0     (18) 

1z 0        (19) 
ตามล าดบั เขยีนสมการ (16) - (19) ในรูปเมตรกิซ์จะได ้
(ดสูมการ (6)) 

1

1

1

2

2

2

x

1 0 0 1 0 0 y 0

0 1 0 0 1 0 z 0
Aq b

0 0 1 0 0 1 x 0

0 0 1 0 0 0 y 0

z

 (20) 

3.1.3 การเคลื่อนท่ีแบบมีเง่ือนไข                  
(Constrained Equation)   

โดยรูปทัว่ไปของสมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข 
(สมการ 9) คอื 

1/2 1/2q a M (AM ) (b Aa)         (21) 
ก าหนดค่าเริม่ตน้ใหเ้ครื่องบนิทัง้ 2 ล า คอื 

x1,0 = 0 y1,0 = 0 z1,0 = 100 
x2,0 = 0 y2,0 = 0 z2,0 = 100      (22) 

  เมื่อเทยีบสมการ (20) ทีไ่ดก้บัสมการ (6) จะได ้
1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
A

0 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0

 และ 

0

0
b

0

0

 (23)

แทนค่า A, b, a (สมการ 11) และเมตริกซ์มวล M ใน

สมการรูปทัว่ไปของสมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข
(สมการ (21)) และใชค้่าเริม่ตน้การบนิจากสมการ (22) ท า
การหาปรพินัธอ์นัดบั 2 จะไดเ้สน้ทางการบนิของเครื่องบนิ
ทัง้สองตามรปูที ่2  

รปูที ่2 แสดงการจ าลองการบนิขนานกนัเป็นเสน้ตรงของ
เครื่องบนิ 2 ล า บนโปรแกรมคอมพวิเตอร ์MATLAB 

จะเห็นว่าเครื่องบินทัง้สอง บนิขนานกนัเป็นเสน้ตรง 
โดยมรีะยะห่างระหว่างกนั 10 หน่วย และมรีะดบัความสงู 
100 หน่วยจากพืน้ดนิ 

รปูที ่3 แสดงค่าความคลาดเคลื่อนต่อสมการเงื่อนไข
ของเครื่องบนิทัง้สอง (ดูสมการ (12)-(15))  รูปที่ 4 แสดง 
L2-Norm ของแรง Q  จากการเคลื่อนที่โดยปราศจาก
เงื่อนไข และแรง cQ ที่ใช้ในการควบคุมให้เครื่องบินทัง้
สองเคลื่อนที่ไปตามเงื่อนไข จะเห็นได้ว่าแรง cQ  ที่ใช้มี
ขนาดน้อยกว่าแรง Q   

รปูที ่3 ค่าความคลาดเคลื่อนของเสน้ทางการเคลื่อนทีข่อง
เครื่องบนิในแต่ละเงื่อนไขทีก่ าหนด 

รปูที ่4 L2-Norm ของแรงกระท าต่อเครือ่งบนิ 
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3.2 การทดลองท่ี 2 :  
บินรปูแบบคลื่น Sine ของเครือ่งบิน 2 ล า 

รปูที ่5 รปูจ าลองการบนิรปูแบบคลื่น Sine ของเครื่องบนิ 
2 ล า 

3.2.1 การเคลื่อนท่ีโดยปราศจากเงื่อนไข 
(Unconstrained Equation)    

เน่ืองจากรูปแบบการบนิเป็นการบนิของเครื่องบิน 2 
ล า เคลื่อนทีเ่ป็นรปูคลื่น sine ภายใตแ้รงโน้มถ่วงโลก การ
ค านวณตอ้งมตีวัแปรของแต่ละล า เช่นเดยีวกบัการทดลอง
ที่ 1 ดังนัน้สมการการเคลื่อนที่แบบปราศจากเงื่อนไข
สามารถเขยีนใหอ้ยู่ในรูปของฟงัก์ชัน่ของความเร่งได ้คอื 
(ดสูมการ (11)) 

1q  M Q : a         (24) 
3.2.2 สมการเงื่อนไข (Constraint Equation) 

ก าหนดสมการเงื่อนไขตามรปูแบบการบนิทีต่อ้งการ 
1. ก าหนดให้เครื่องบิน 2 ล า มีระยะห่างในการบินเป็น
ระยะ 10 หน่วยตามแนวแกน x ดงันัน้สมการเงื่อนไข คอื 

1 2x x 10    (25) 
2. ก าหนดให้ระยะและระดบัการบินของทัง้สองล าบินใน
ระยะและระดับเดียวกนัในแนวแกน y และ z ตามล าดับ 
ดงันัน้สมการเงื่อนไข คอื 

1 2y y 0      (26) 

1 2z z 0      (27) 
3. เครื่องบินบินในลกัษณะคลื่น sine ซึ่งบินไปตามแนว
ของแกน y บนระนาบ yz ดงันัน้สมการเงื่อนไข คอื 

 1 1z siny        (28) 
จากการหาอนุพันธ์อันดับสองของสมการเงื่อนไข 

(สมการ (25)-(28)) จะได้

1 2x x 0   (29) 

1 2y y 0   (30) 

1 2z z 0    (31) 
            2

1 1 1 1 1(cos y )y z y (siny )     (32) 
ตามล าดบั เขยีนสมการ (29) – (32) ในรปูเมตรกิซ ์จะได ้

1

1

1

2

2
1 2 1 1

2

x
01 0 0 1 0 0 y
00 1 0 0 1 0 z

Aq b00 0 1 0 0 1 x

0 cos(y ) 1 0 0 0 y y sin(y )
z

 (33) 
3.2.3 การเคลือ่นท่ีแบบมีเง่ือนไข                  
(Constrained Equation)   

ก าหนดค่าเริม่ตน้ใหเ้ครื่องบนิทัง้ 2 ล า คอื 
x1,0 = 0 y1,0 = 0 z1,0 = 0 
x2,0 = 10 y2,0 = 0 z2,0 = 0        (34) 

เมื่อเทยีบสมการ (33) ทีไ่ดก้บัสมการ (6) จะได ้

1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0
A

0 0 1 0 0 1

0 cos(y ) 1 0 0 0

และ 

2
1 1

0

0
b 0

y sin(y )

     (35) 

แทนค่า A, b, a (สมการ (11)) และเมตริกซ์มวล M ใน
สมการรูปทัว่ไปของสมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข 
(สมการ (21)) และใชค้่าเริม่ตน้การบนิจากสมการ (34) ท า
การหาปรพินัธอ์นัดบั 2 จะไดเ้สน้ทางการบนิของเครื่องบนิ
ทัง้สองตามรปูที ่6 

รปูที ่6 แสดงการจ าลองการบนิรปูแบบคลื่น Sine ของ
เครื่องบนิ 2 ล า บนโปรแกรมคอมพวิเตอร ์MATLAB 

จะเห็นว่าเครื่องบินทัง้สอง บนิขนานกนัเป็นรูปคลื่น 
sine โดยมรีะยะห่างระหว่างกนั 10 หน่วยตามตอ้งการ     
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3.3 การทดลองท่ี 3 :  
บินแนววิถีโค้งแบบ Exponential ของเครือ่งบิน 3 ล า 

รปูที ่7 รปูจ าลองการบนิตามแนววถิโีคง้แบบ Exponential 
ของเครื่องบนิ 3 ล า 

3.3.1 การเคลื่อนท่ีโดยปราศจากเงื่อนไข 
(Unconstrained Equation)  

เนื่ องจากรูปแบบการบินของเครื่องบิน 3 ล านี้  มี
เครื่องบนิ 1 ล าบนิเป็นเสน้ตรงอยู่ตรงกลางและอกีสองล า
จะบนิเป็นเสน้โคง้หนีออกห่างจากล าแรกทีอ่ยู่ในแกนกลาง 
การค านวณต้องมตีวัแปรของแต่ละล า จากสมการ (4) เรา
สามารถเขยีนใหอ้ยู่ในรปูของฟงักช์ัน่ของความเร่งได ้คอื 



 



   
   
   
   
    
    
       
    
    
   
   
   
   
   

1

1 1

1 1
1

1 3x3 3x32

1 1
2 23x3 2 3x3

1
2 23x3 3x3 3 9x9

3

3 3

3 3

x 0

y T

z m G

M 0 0x 0

y Tq 0 M 0 M Q : a
z m G0 0 M
x 0

y T

z m G

 

    (36) 
เมื่ อ     1 1 1 1

i i i iM : diag(m ,m ,m ) และ 0 3x3 zero matrix

ในการทดลองเราก าหนดให้ 1 2 3m m m 10 kg , 

1 2 3T T T 100 N  และ 2G 9.81 m/ s

3.3.2 สมการเงื่อนไข (Constraint Equation) 
ก าหนดสมการเงื่อนไขตามรปูแบบการบนิทีต่อ้งการ 

1. ก าหนดให้เครื่องบินทัง้ 3 มีระยะเท่ากันทัง้หมด ใน
ระยะของแกน x และแกน y จึงก าหนดสมการเงื่อนไข 
ดงันี้ 

1 2x x 0                (37) 

2 3x x 0                (38) 

1 3x x 0              (39) 

1 3y y 0                (40) 

2 3y y 0                (41) 
2. ก าหนดให้เครื่องบินล าที่ 1 และล าที่ 3 บินโค้งแบบ
exponential และเครื่องบนิล าที ่2 บนิเป็นเสน้ตรง 

1y
1z 10e   (42) 

2z 0          (43) 
3y

3z 10e      (44) 
จากการหาอนุพันธ์อันดับสองของสมการเงื่อนไข 

(สมการ (37)-(44)) จะได ้

1 2x x 0    (45) 

2 3x x 0    (46) 

1 3x x 0    (47) 

1 3y y 0    (48) 

2 3y y 0    (49) 
1 1y 2 y

1 1 1z 10y e 10y e          (50) 

2z 0        (51) 
3 3y 2 y

3 3 3z 10y e 10y e          (52) 
ตามล าดบั เขยีนสมการ (45) – (52) ในรูปเมตรกิซ์ และ
เทยีบสมการเมตรกิซท์ีไ่ดก้บัสมการ (6) จะได ้

 
3

1

y

y

1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10e 1
A

0 10e 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0

และ 3 1
T2 y 2 y

3 1b 0 0 0 10y e 10y e 0 0 0

(53) 
3.3.3 การเคลื่อนท่ีแบบมีเง่ือนไข                  
(Constrained Equation)   

ก าหนดค่าเริม่ตน้ใหเ้ครื่องบนิทัง้ 3 ล า คอื 
 x1,0 = 0  y1,0 = 0  z1,0 = -10 
x2,0 = 0 y2,0 = 0 z2,0 = 0           (54) 
 x3,0 = 0  y3,0 = 0  z3,0 = 10 

แทนค่า A, b, a (สมการ (36)) และค่าเมตรกิซม์วล M ใน
สมการรูปทัว่ไปของสมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข 
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(สมการ (9)) และใช้ค่าเริม่ต้นการบนิจากสมการ (54) ท า 
การหาปรพินัธอ์นัดบั 2 จะไดเ้สน้ทางการบนิของเครื่องบนิ 
ทัง้สามตามรปูท่ี 8 

รปูที ่8 แสดงการจ าลองการบนิตามแนววถิโีคง้แบบ 
Exponential บนโปรแกรมคอมพวิเตอร ์MATLAB 

จะเห็นว่าเครื่องบินทัง้สาม บินตามแนววิถีโค้งแบบ 
Exponential ตามตอ้งการ     

3.4 การทดลองท่ี 4 :  
บินรปูแบบหน้าตดัสามเหล่ียมของเครือ่งบิน 3 ล า 

รปูที ่9 รปูจ าลองการบนิรปูแบบหน้าตดัสามเหลีย่มของ
เครื่องบนิ 3 ล า 

3.4.1 การเคลื่อนท่ีโดยปราศจากเงื่อนไข 
(Unconstrained Equation)    

การบนิรปูแบบนี้จะก าหนดใหเ้ครื่องบนิ 3 ล า บนิเป็น
เส้นตรง โดยรกัษาพื้นที่หน้าตัดรูปสามเหลี่ยมระหว่าง
เครื่องบินทัง้สาม การค านวณต้องมตีัวแปรของแต่ละล า 
เช่นเดียวกับการทดลองที่ 3 ดงันัน้สมการการเคลื่อนที่
แบบปราศจากเงื่อนไขสามารถเขียนให้อยู่ ในรูปของ
ฟงักช์นัความเร่งได ้คอื (ดสูมการ (36)) 

1q  M Q : a                (55) 
3.3.2 สมการเงื่อนไข (Constraint Equation) 

ก าหนดสมการเงื่อนไขตามรปูแบบการบนิทีต่อ้งการ 

1. ก าหนดให้เครื่องบินแต่ละล ามีระยะห่างในการบิน
ระหว่างกนัเท่ากนั คอื 100 หน่วยตลอดระยะการบนิ โดย
เสน้ที่ลากเชื่อมแต่ละล าท ามุม 60 องศาซึ่งกนัและกนับน
ระนาบ xz ก าหนดสมการเงื่อนไข คอื 

1 2x x 100cos( )
3

              (56) 

2 3x x 100cos( )
3

(57) 

1 3x x 200cos( )
3

(58) 

1 2z z 100sin( )
3

               (59) 

2 3z z 0           (60) 

1 3z z 100sin( )
3

          (61) 

2. ก าหนดระยะในแกน y ของทุกล ามคี่าเท่ากนั

1 2y y 0  (62) 

2 3y y 0  (63)            

1 3y y 0  (64)
จากการหาอนุพันธ์อันดับสองของสมการเงื่อนไข 

(สมการ (56)-(64)) จะได ้

1 2x x 0 (65)        

1 3x x 0  (66) 

2 3x x 0 (67)  

1 2z z 0 (68) 

2 3z z 0 (69)  
1 3z z 0 (70) 

1 2y y 0 (71) 
 2 3y y 0  (72) 

1 3y y 0 (73) 
ตามล าดบั เขยีนสมการ (65) – (73) ในรูปเมตรกิซ์ และ
เทยีบสมการเมตรกิซท์ีไ่ดก้บัสมการ (6) จะได ้
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0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0A
0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0

และ  
T

b 0 0 0 0 0 0 0 0 0  (74)      

3.4.3 การเคลื่อนท่ีแบบมีเง่ือนไข                  
(Constrained Equation)   

ก าหนดค่าเริม่ตน้ใหเ้ครื่องบนิทัง้ 3 ล า คอื 

     x1,0 = 0     y1,0 = 0      z1,0 = 100sin( )
3

     x2,0 = 0     y2,0 = 0      z2,0 = 0 

   x3,0 = 100cos( )
3

   y3,0 = 0     z3,0 = 100  (75)        

แทนค่า A, b, a (สมการ (36)) และค่าเมตรกิซม์วล M ใน
สมการรูปทัว่ไปของสมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข
(สมการ (9)) และใช้ค่าเริม่ต้นการบนิจากสมการ (75) ท า
การหาปรพินัธอ์นัดบั 2 จะไดเ้สน้ทางการบนิของเครื่องบนิ
ทัง้สามตามรปูที ่10 

รูปที่ 10 แสดงการจ าลองการบินรูปแบบหน้าตัด
สามเหลีย่มบนโปรแกรมคอมพวิเตอร ์MATLAB 

จะเห็นว่าเครื่องบินทัง้สามล า บินเป็นรูปหน้าตัด
สามเหลีย่มตามตอ้งการ     

4. สรปุและวิจารณ์ผลการทดลอง
สมการการเคลื่อนที่แบบมีเงื่อนไข สามารถใช้

วเิคราะห์การเคลื่อนทีข่องวตัถุ โดยสามารถใชง้านได้ง่าย
เนื่องจากเป็นสมการที่มีรูปทัว่ไป สามารถวิเคราะห์การ

เคลื่อนทีไ่ดใ้นระดบัทีไ่ม่เป็นเชงิเสน้ และการวิเคราะหก์าร
เคลื่อนที่โดยใช้สมการนี้  ไม่ต้องค านึงถึงทิศทางตาม
แนวแกน เน่ืองจากได้พจิารณาการเคลื่อนที่ในแต่ละแกน
แลว้ 

การ ใช้ สม ก ารก ารเคลื่ อ นที่ แ บบ มี เงื่ อ น ไข 
ก าหนดการบินของเครื่องบินในรูปแบบต่างๆ พบว่า
สามารถก าหนดให้เครื่องบินเคลื่อนที่ตามรูปแบบที่
ต้องการได้ ซึ่งการพิสูจน์ได้ท าการโดยใช้โปรแกรม
คอมพวิเตอร ์MATLAB 

ในช่วงเวลาของการจ าลองการบนิ สามารถจ าลอง
รูปแบบการบนิในแต่ละรูปแบบไดเ้พยีงแบบเดยีวเท่านัน้ 
ซึ่งการพัฒนาต่อไปคือ การที่เครื่องบินสามารถเปลี่ยน
รปูแบบการบนิจากลกัษณะหนึ่งไปอกีลกัษณะหนึ่งได ้

การวิเคราะห์และค านวณ ในงานวิจัยชิ้นนี้  ได้
สมมติให้เครื่องบนิเป็นอนุภาค นัน่คอืการค านวณโดยไม่
สนใจขนาดและทศิทางของเครื่องบนิ และการก าหนดค่า
ต่างๆ ส าหรบัการบนิ เพยีงเพื่อง่ายต่อความเขา้ใจเท่านัน้ 

การใช้งานจริงส าหรับการควบคุมเครื่องบินนัน้ 
ความเป็นไปได้ของรูปแบบการบินมีความส าคัญมาก 
เน่ืองจากความสอดคล้องกบัหลกัพลศาสตร์ การค านึงถึง
การก าหนดค่าต่างๆ เป็นสิง่ทีต่อ้งมกีารศกึษาเพิม่เตมิ  
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