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บทคดัยอ่  
บทความวจิยันี้ได้น าเสนอการเปรยีบเทยีบระหว่างการใช้สมการโพลโินเมยีลอนัดบัสอง (The second-order 

polynomial equation) และสมการเอก็ซ์โพเนนเชยีล-อนิทกิรลั (Exponential integrals equation, En) แบบปกต ิ            
ในสมการการแผ่รงัสคีวามรอ้น (Radiative heat transfer equation, RTE) เพื่อหาผลเฉลยของค่าฟลกัซก์ารแผ่รงัส ี        
ความรอ้นสุทธ ิ(Net radiative heat flux, qn) การศกึษาเปรยีบเทยีบเพื่อตรวจสอบความแม่นย าของค่าเอก็ซโ์พเนนเชยีล-
อนิทกิรลัอนัดบั 2 (E2) และอนัดบั 3 (E3) จากทัง้สองสมการจะท าการค านวณในกรณีสื่อกลางมสี่วนร่วม (Participating 
media) หรอืวสัดุพรุนของระบบพกิดัแบบระนาบขนาน 1 มติ ิ(One-dimensional plan parallel) ทีม่คีวามหนาเชงิกายภาพ 
5 เซนตเิมตร แต่มคี่าความหนาเชงิแสง () อยู่ในช่วง 0 ถงึ 1.5 และขอบเขตการค านวณเป็นแบบวตัถุด า (Black body)    
ทีม่อีุณหภูมผิวิดา้นบนเท่ากบั 300 K และดา้นล่างเป็นผนังไอโซเทอรม์อล (Isothermal wall) ทีม่อีุณหภูมเิท่ากบั 1,000 K 
จากผลการเปรยีบเทยีบพบว่าค่า qn ทีค่ านวณไดจ้ากทัง้ 2 สมการของงานวจิยันี้มแีนวโน้มไปในทศิทางเดยีวกนัและม ี 
ความสอดคลอ้งกนัเป็นอย่างด ีโดยเฉพาะกรณี  สงู ๆ เนื่องจากมคี่าความคลาดเคลื่อนสงูสดุเพยีง 12 เปอรเ์ซน็ต ์
ค ำหลกั: สมการโพลโินเมยีลอนัดบัสอง; ฟลกัซก์ารแผ่รงัสคีวามรอ้นสทุธ;ิ ผนงัไอโซเทอรม์อล   
 
Abstract 
 This paper was to propose the comparison of solution method between using the second-order 
polynomial equation and exponential integrals equation (En) in radiative heat transfer equation (RTE)               
for solving net radiative heat flux (qn). In comparison study, to verify the accuracy of the second-order (E2)             
and the third-order (E3) of exponential integrals function in both methods, the participating media or porous media 
in one dimensional plane parallel was conducted. Physical thickness of porous media was 5 cm and           
optical thickness () was in the range of 0-1.5. The porous media was bounded by black body boundary 
condition where the top temperatures was 300 K and the bottom was isothermal wall at temperatures of 1,000 K.       
From the comparison, the trend of qn evaluated by the both equation was agreement particular in the case of     
a higher  owing to the maximum error of 12 percentage was appeared. 
Keywords: The second-order polynomial equation; Net radiative heat flux; Isothermal wall. 
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1. บทน า 
จากความยุ่งยากและซบัซ้อนของสมการการแผ่รงัสี

ความร้อน (Radiative transfer equation, RTE)
โดยเฉพาะในสื่อตวักลางทีม่สี่วนร่วมกบักลไกการแผ่รงัสี
ความร้อน (Participating media) เนื่องจาก RTE เป็น
สมการแบบ integro-differential [1,2] หมายถงึสมการทีม่ี
ทัง้การอนิทิเกรตและอนุพนัธ์ภายในสมการเดยีว ท าให้มี
วธิกีารหาผลเฉลยมากมาย [2] โดยทัว่ไปการหาผลเฉลยมี
สองวธิใีหญ่ ๆ ไดแ้ก่ วธิแีรกการหาผลเฉลยแบบแม่นตรง 
(Exact solution) จะใช้ระเบียบวิธีทางคณิตศาสตร์        
มาช่วยในการค านวณ โดยเฉพาะการค านวณด้วยวิธี              
ผลเฉลยสมการมาตรฐานทัว่ไป (Formal solution)        
ซึ่งวิธีนี้ก็มีข้อเสียคือความยากในการใช้งานฟงัก์ชัน               
เอ็กซ์โพเนนเชียล-อินทิกรัล (Exponential integrals 
function, En) ส่วนวิธีที่สองคือ การหาผลเฉลย           
แบบประมาณ (Approximation solution) ซึง่มหีลากหลาย
วิธีเช่น วิธีดิฟฟิวชัน่ (Diffusion) วิธีสเฟียริคอล-         
ฮาร์โมนิคส์ (Spherical-Harmonics) หรือที่รู้จ ักกันด ี     
ในชื่อของการประมาณแบบ PN (PN approximation) วธิี
แบบดสิครตี-ออรด์เินต (Discrete ordinates) หรอืเรยีกอกี
ชื่อว่าวธิกีารประมาณแบบ SN และวธิกีารประมาณแบบ 
Exponential Kernel เป็นต้น ส าหรบัปญัหาการถ่ายเท
ความรอ้นทางวศิวกรรมและวทิยาศาสตรใ์นปจัจุบนัน้ีนิยม
ใช้วสัดุพรุน (Porous medium) เป็นสื่อตวักลางที่มสี่วน
ร่วมกบักลไกการแผ่รงัสคีวามร้อน [3, 4] เนื่องจาก       
วสัดุพรุนมีสมบตัิที่โดดเด่น คือมีพื้นที่ผิวต่อปริมาตรสูง 
สัมประสิทธิก์ารถ่ายเทความร้อนสูงและสัมประสิทธิ ์     
การดูดกลืนรังสีความร้อน (Radiative absorption 
coefficient) สูง วสัดุพรุนอาจท ามาจากเซรามกิส ์โลหะ
โครงขา่ยเปิดทนความรอ้นสงู (Open cellular metal) หรอื
ตาขา่ยหลายแผ่นวางซอ้นและอดัแน่นเขา้ดว้ยกนั จงึท าให้
วสัดุพรุนมคีวามสามารถในการเปลีย่นพลงังานความรอ้น
ระหว่างการพาและการแผ่รังสคีวามร้อนได้เป็นอย่างดี 
จากเหตุผลดงักล่าวสง่ผลใหก้ารศกึษาและหาผลเฉลยของ
สมการการแผ่รงัความร้อนในวสัดุพรุนมีการพฒันาโดย
นกัวจิยัหลายกลุ่ม 

Viskanta และคณะ [5] ได้จดัรูปสมการมาตรฐาน
ทัว่ไป (Formal solution) ในการหาค่าฟลกัซ์การแผ่รงัสี
ความรอ้น (Radiative heat flux) ใหอ้ยู่ในรูปอย่างง่าย คอื
เปลี่ยนเทอม Exponential integral function ให้เป็น

ฟงักช์ัน่ของความเขม้การแผ่รงัส ี (Intensities radiation)   
ที่บรเิวณผวิหรอืขอบเขตวสัดุพรุน ผลการค านวณที่ได้มี
ความน่าเชื่อถือ Yoshida และคณะ [6] ได้ใช้สมการ
มาตรฐานทัว่ไป (Formal solution) ในการท านาย
คุณลกัษณะชัว่คราวของการน าความร้อน (Conductive 
heat transfer) การพาความร้อน (Convective heat 
transfer) และการแผ่รงัสคีวามร้อน (Radiative heat 
transfer) ผลทีไ่ดม้คีวามความน่าชื่อถอืและสอดคลอ้งกนั
กบัผลการทดลองเป็นอย่างด ีKamiuto และคณะ [7] ไดใ้ช ้          
P1 approximation ในการแกป้ญัหาการถ่ายเทความรอ้นที่
เกดิร่วมกนัระหว่างการน าความรอ้น (Conductive heat 
transfer) กบัการแผ่รงัสคีวามร้อน (Convective heat 
transfer) ผลเฉลยที่ได้สอดคล้องกบัผลการทดลองเป็นที่
น่าพอใจ Krittacom และ Kamiuto [8] ไดท้ าการปรบัปรุง
วธิ ีP1 approximation ใหม้คีวามแม่นย ายิง่ขึ้นเพื่อใช้ใน    
การท านายปญัหาการแผ่รงัสคีวามร้อนเป็นหลกั วธิทีี่ท า
กา รปรับปรุ งนี้ ใ ห้ผล เฉลยที่ แ ม่ นย า ล ะ เอียด เมื่ อ
เปรยีบเทยีบกบัผลเฉลยแม่นตรง  

อย่างไรกต็ามงานส่วนใหญ่ทีก่ล่าวมาขา้งต้นกย็งัเป็น
การพัฒนาการหาผลเฉลยในวิธีโดยประมาณเป็นหลัก    
ซึง่ส่งผลใหม้คีวามคลาดเคลื่อนเกดิขึน้หรอืหากพฒันาใน
วิธีแม่นตรงก็อาจเป็นการหาแนวทางปรับปรุงผลเฉลย
ทางอ้อม เท่ านั ้น  และแ ต่ละวิธีล้วนมีความยุ่ งย าก     
ซับซ้อน ต้อง ใช้คณิตศาสตร์ข ัน้สูง ในการค านวณ       
ด้วยเหตุนี้ ง านวิจัยนี้ จึง ได้น า เสนอการค านวณหา         
ผลเฉลยอย่างง่ายแต่มีความแม่นย า โดยปรับเปลี่ยน          
สมการ เอ็กซ์ โพ เนน เชีย ล -อินทิก รัล  (Exponential    
integral equation, En) อนัดบั 2 (E2) และอนัดบั 3 (E3)          
เป็นสมการโพลโินเมยีลอนัดบัสอง (The second-order 
polynomial equation) [9] เพื่อเปรียบเทียบผล           
การค านวณค่าฟลักซ์การแผ่รังสีความร้อนสุทธิ (Net 
Radiative heat flux, qn) ทีไ่ดจ้ากสมการทัว่ไปทีใ่ชค้่า En 
จากสมการ เอ็ก โพเนนเชียล -อินทิกรัลกับสมการ           
โพลโินเมยีลอนัดบัสอง พร้อมทัง้ตรวจสอบความแม่นย า
และความน่าเชื่อถอืของสมการทีส่รา้งขึน้ 

 
2. สมการควบคมุและแบบจ าลองทางกายภาพ 
รูปที่ 1 แสดงรูปแบบทางกายภาพของแบบจ าลอง

ทางคณิตศาสตร์ของการศึกษาพฤติกรรมการแผ่รังส ี 
ความร้อนโดยวสัดุพรุนที่ได้รบัจากแหล่งความร้อนใด ๆ 
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ภายนอกโดยก าหนดให้วสัดุพรุนถูกบรรจุอยู่ภายในช่อง
ฉนวนกนัความรอ้น (Thermal insulation) ท าใหด้า้นขา้ง
ทัง้สองดา้นไม่มกีารสญูเสยีความรอ้น ดา้นล่างจะเป็นผนัง
ความรอ้น (Isothermal wall) ทีม่อีุณหภูม ิTW แต่ดา้นบน
จะเปิดสูส่ ิง่แวดลอ้มภายนอก ซึง่ดา้นนี้จะไดร้บัการแผ่รงัสี
ความร้อน (Heat radiation) จากแหล่งพลังงานใด ๆ       
ทีม่อีุณหภูม ิT จากรูปแบบทางกายภาพนี้ สมมติฐาน       
ทีจ่ าเป็นในการค านวณมรีายละเอยีดดงัต่อไปนี้ 

1) การค านวณเป็นแบบระนาบขนานหนึ่งมติิ (One-
dimensional plane-parallel) และวสัดุเป็นแบบเทา (Gray 
medium) มคีวามหนา (Porous thickness) เท่ากบั L 

2) วัสดุพรุนมีความเป็นเนื้อเดียว (Homogenous 
media) มีความสามารถในการดูดซับรังสีความร้อน 
(Absorbing radiation) และการกระจายรงัสคีวามร้อน 
(Emitting radiation) แต่ไม่คดิการกระเจงิรงัสคีวามร้อน 
(Non scattering radiation) 

3) ภายในวัสดุพรุนไม่คิดการแผ่รังสีความร้อน    
ของสถานะแก๊ส (อากาศ) เนื่ องจากมีค่ าน้อยมาก         
เมื่อเทยีบกบัสถานะของแขง็ (เนื้อวสัดุพรุน) 

4) ขอบเขตด้านบนและด้านล่างเป็นแบบวัตถุด า 
(Black body) โดยที่ด้านล่างได้รับอุณหภูมิคงที่            
ไอโซเทอรม์อล (Isothermal wall, TW) ด้านบนจะเปิดสู่
สิง่แวดลอ้มภายนอกที่มอีุณหภูมิ T และภายนอกไม่มี
อากาศหรอืของไหลใด ๆ ไหลผ่าน 

5) สมบตัทิางกายภาพของระบบไม่ขึน้กบัอุณหภูม ิ
6) การถ่ายเทความร้อนในวัสดุพรุนเป็นสภาวะ     

คงที ่(Steady state)  
 

 
 

รปูที ่1 รปูแบบทางกายภาพของแบบจ าลอง 
ทางคณิตศาสตร ์

 

3. สมการการค านวณ 
จากสมมติฐานทัง้  6 )  ข้อ ในหัวข้อที่  2 สมการ   

ควบคุมหลัก (Governing equation) ที่ใช้แก้ปญัหา      
การแผ่รังสีความร้อนของวัสดุพรุนที่ได้รับพลังงาน    
ความร้อนใด ๆ จากภายนอก กระท าได้โดยพิจารณา    
ใ ห้ วัส ดุ พ รุ นมีค ว าม ต่ อ เนื่ อ ง  ( Continous)  ดั ง นั ้น            
จะไดส้มการควบคุมหลกัการแผ่รงัสคีวามรอ้น (Radiative 
heat transfer, RTE) และเงื่อนไขขอบเขต (Boundary 
condition) คอื 
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โดยทัว่ไปปญัหาการแผ่รงัสจีะนิยมก าหนดพกิดัดว้ย

ความหนาเชงิแสง (Optical thickness) [2] คอื d dy    
ดงันัน้สมการที ่(1) จะเปลีย่นเป็น 
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เมื่อ   คือ สัมประสิทธิก์ารดูดซับรังสีความร้อน 

(Absorption coefficient) ท าการอินทเิกรต RTE หรือ
สมการ (3) ในช่วง 0   ถงึ L    จะไดผ้ลลพัธค์อื 

 
     I( ) I ( ) I ( )                    (4a) 
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CST-35 
การหาค่าฟลกัซก์ารแผ่รงัสคีวามรอ้นสุทธ ิ(Net radiative 
heat flux, qn) [1,2] ซึง่เป็นปรมิาณทีจ่ะท าการค านวณใน
งานวจิยันี้ สามารถค านวณไดจ้าก 
 
 

      1
1nq ( ) 2 I( , ) d     
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รูปแบบของสมการเอ็กซ์โพเนนเชียล-อินทิกรัล 

(Exponential integrals equation, En) ไดถู้กน ามาใชเ้พื่อ
จัดรูปสมการของปริมาณฟลักซ์การแผ่รังสีความร้อน    
สทุธ ิ(qn) โดยมสีมการทัว่ไปคอื 
 

    
x

1xt n 2
n1 0

dt
E (x) e e d
n t




       
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n 1x
E (x) E (x)dx
n


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ดงันัน้เมื่อหาค่า 2E ( )  และ 3E ( )  แล้ว สมการของ

การค านวณหาค่า qn จะจดัรปูสมการใหม่ดงันี้ 
 

 
   n 3q ( ) 2 I (0)E ( )    

     
        0 b 2I T( ) E ( )d  

    
     0 3 02 I ( )E ( )   
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L

b 2I T( ) E ( )d             (7) 
 
สมการโพลโินเมยีลอนัดบัสอง (The second-order 

polynomial equation) [9] ที่ถูกน ามาใช้เพื่อค านวณหา 
ค่า 2E ( )  และ 3E ( )  แทนสมการเอ็กซ์โพเนนเชียล-
อนิทกิรลั โดยมรีปูแบบสมการคอื 

      2
n 0 1 2E a a x a x           (8) 

 

เมื่อ a0, a1 และ a2 คอืค่าคงทีต่้องการหา โดยใชร้ะเบยีบ
วธิคี านวณเชงิตวัเลขแบบ Guass elimination method   
ในการหาค่า  
 

4. วิธีการค านวณ 
จากสมการต่าง ๆ ที่เกี่ยวข้องพร้อมทัง้ เงื่อนไข

ขอบเขต จะท าการหาผลเฉลยของค่าฟลกัซ์การแผ่รงัสี
ความรอ้นสุทธ ิ(qn) โดยก าหนดค่าความหนาเชงิแสง () 
ทีใ่ช้ในการค านวณ คอื 0.01, 0.1, 0.5, 1.0 และ 1.5 
ตามล าดบั เริม่ต้นค านวณหาค่าโครงสร้างทางอุณหภูมิ
ภายในชัน้วสัดุพรุน จะท าให้ได้ค่าความเข้มการแผ่รงัส ี
(Intensities radiation, I) ออกมา และค านวณหาค่าฟลกัซ์
การแผ่รงัสคีวามรอ้นสทุธ ิ(qn) ตามสมการที ่(7) โดยใชค้่า 
En จาก 2 วธิ ีคอื จากฟงักช์นัเอก็ซโ์พเนนเชยีล-อนิทกิรลั
กบัฟงักช์นัโพลโีนเมยีลอนัดบัสอง เพื่อเปรยีบเทยีบผลการ
ค านวณ  

 
5. ผลการค านวณและอภิปรายผล 

5.1 ค่า E2 และ E3 
 รูปที ่2 แสดงการเปรยีบเทยีบค่า E2 ระหว่างสมการ
เอ็กซ์โพเนนเชียล-อินทิกรัลกับสมการโพลิโนเมียล     
อนัดบัสอง โดยท าการเปรยีบเทยีบใน ช่วง 0 <  < 1.5 
จะพบว่าค่า E2 เมื่อสร้างเป็นสมการโพลิโนเมียล      
อนัดบัสองจะมคี่าใกลเ้คยีงกนักบัค่า E2 ทีไ่ดจ้ากสมการ      
เอก็ซ์โพเนนเชียล-อนิทกิรลั (En) และหากพิจารณาค่า
สมัประสทิธิก์ารก าหนด (Determination coefficient, R2) 
ของ E2 จะไดว้่ามคี่าเท่ากบั 0.9776 ซึง่ใกลเ้คยีงกบั 1 อยู่
ในระดบัทีน่่าพอใจ  
 รูปที ่3 แสดงการเปรยีบเทยีบค่า E3 ระหว่างสมการ
เอ็กซ์โพเนนเชียล-อินทิกรัลกับสมการโพลิโน เมียล     
อันดับสอง โดยท าการเปรียบเทียบในกรณีเดียวกัน       
กบัค่า E2 จะพบว่าค่า E3 ที่ได้จากทัง้สองสมการ               
จะมีค่าใกล้เคียงกันและค่าสมัประสิทธิก์ารก าหนดมีค่า      
เท่ากบั 0.9946 ซึง่ใกลเ้คยีงกบั 1 เช่นเดยีวกนักบักรณี E2 
ดงันัน้ค่า En ของสมการโพลโินเมยีลอนัดบัสองที่ค านวณ
ได้นั ้น สามารถน ามาใช้ประโยชน์เพื่อท านายกลไก      
การแผ่รงัสคีวามรอ้นได ้
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รปูที ่2 การเปรยีบเทยีบค่า E2 ระหว่างสมการ  

เอก็ซโ์พเนนเชยีล-อนิทกิรลักบัสมการโพลโินเมยีล 
อนัดบัสอง 
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รปูที ่3 การเปรยีบเทยีบค่า E3 ระหว่างสมการ  
เอก็ซโ์พเนนเชยีล-อนิทกิรลักบัสมการโพลโินเมยีล 

อนัดบัสอง 
 

5.2 ค่าฟลกัซก์ารแผร่งัสีความรอ้นสุทธิ 
 รปูที ่4 แสดงค่าฟลกัซก์ารแผ่รงัสคีวามรอ้นสุทธ ิ(Net 
radiative heat flux, qn) ภายในชัน้วสัดุพรุนทีค่ านวณ    
ได้จากสมการเอ็กซ์โพเนนเชียล-อินทิกรัลกับสมการ      
โพลโินเมยีลอนัดบัสอง พบว่าค่า qn จะมแีนวโน้มลดลง
ตามความหนาของแผ่นวสัดุพรุน ซึ่งเกดิจากการบรเิวณ
ต าแหน่งดา้นล่าง (/L = 0) ไดร้บัพลงังานความรอ้นจาก
แหล่งความร้อน (Isothermal wall, Tw) ส่งผลใหบ้รเิวณ
ดงักล่าวมอีุณหภูมสิงูและมกีารแผ่รงัสอีย่างเขม้ขน้ (ในทีน่ี้
แสดงในรปูของฟลกัซก์ารแผ่รงัสคีวามรอ้น) และจะค่อย ๆ 
ลดปริมาณลงตามความเข้มข้นหรืออุณหภูมิภายในชัน้
วสัดุพรุน กรณี L สงู ๆ (L = 1.5) ค่าฟลกัซก์ารแผ่รงัสี

ความรอ้นสุทธจิะมคี่าสงูกว่า กรณี L ต ่า ๆ (L = 0.01) 
เนื่ องจากอิทธิพลของความหนาของชั ้นวัสดุพรุ น 
นอกจากนัน้หากพจิารณาการเปรยีบเทยีบระหว่างการใช้
สมการเอก็ซโ์พเนนเชยีล-อนิทกิรลักบัสมการโพลโินเมยีล
อนัดบัสอง พบว่า qn ที่ได้มคี่าใกล้เคยีงกนัทัง้สองกรณี   
แต่ qn ทีค่ านวณไดจ้ากสมการโพลโินเมยีลอนัดบัสองมคี่า
สูงกว่า qn ที่ได้จากสมการเอ็กซ์โพเนนเชยีล-อนิทกิรลั 
โดยมคี่าความคลาดเคลื่อนสงูสดุเท่ากบั 12 % 
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รปูที ่4 แสดงการเปรยีบเทยีบคา่ฟลกัซก์ารแผ่รงัสคีวาม
รอ้นสทุธ ิ(Net radiative heat flux, qn) ระหว่างการใช้
สมการเอก็โพเนนเชยีล-อนิทกิรลักบัสมการโพลโินเมยีล      

อนัดบัสอง 
 

6. สรปุผล 
สมการโพลิโนเมียลอันดับสองที่ได้น าเสนอใน   

งานวิจัยนี้  ซึ่งสร้างขึ้นจากสมการเอ็กซ์โพเนนเชียล-
อนิทกิรลั (E2 และ E3) ในช่วง 0 <  < 1.5 พบว่ามคีวาม
แตกต่างกนัเลก็น้อย และมคี่าสมัประสทิธิก์ารก าหนด R2 
ส าหรบัค่า E2 และ E3 คอื 0.9776 และ 0.9946 ตามล าดบั 
ซึ่ ง มีค่ า ใ กล้ เ คีย งกับ  1 จึ งถือ ว่ าทั ้ง สองสมการม ี       
ความสอดคล้องกนัเป็นอย่างดแีละอยู่ในระดบัที่น่าพอใจ       
แ ละ เมื่ อ ใ ช้ห าผล เฉลยของ ค่ าฟลักซ์ก า รแผ่ รัง ส ี         
ความร้อนสุทธิ (qn) พบว่าค่าที่ค านวณได้จากทัง้สอง
สมการจะมีแนวโน้มค่อย ๆ ลดลงตามอุณหภูมิภายใน   
ชัน้วสัดุพรุน โดย qn ทีค่ านวณไดจ้ากสมการโพลโินเมยีล
อันดับสองจะมีค่าสูงกว่าสมการเอ็กซ์โพเนนเชียล-
อนิทกิรลั และมคี่าความคลาดเคลื่อนสงูสดุเท่ากบั 12 %  
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