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บทคดัย่อ  

แขนกลสาํหรบัการจดัวางเรยีงวสัดุมบีทบาทมากขึน้ในการทดแทนแรงงานคน งานวจิยัฉบบัน้ีไดว้เิคราะหแ์ละ

จาํลองแบบจลนศาสตรแ์ละพลศาสตรข์องแขนกลสีอ่งศาอสิระทีม่กีลไกแบบสีเ่หลีย่มดา้นขนาน กลไกลกัษณะน้ีมขีอ้ดคีอืมี

สมการการเคลื่อนทีท่ีไ่ม่ซบัซอ้นมพีกิดัแบบทรงกระบอกซึง่เหมาะกบังานวางเรยีงวสัดุเป็นชัน้ๆ เน้ือหาในบทความน้ี

นําเสนอจลนศาสตรข์องแขนกล การวเิคราะหพ์ลศาสตรข์องแขนกลโดยวธิงีานเสมอืนและการจาํลองแบบการเคลื่อนทีต่าม

เสน้ทางการเคลื่อนทีท่ีก่าํหนดทีภ่าระและรอบการทาํงานทีค่วามเรว็ต่างๆกนั 

ผลจากการจาํลองแสดงใหเ้หน็ว่าแขนกลสามารถทาํงานไดด้ว้ยอตัราเรว็สงูสดุ 1 รอบการทาํงานภายในเวลา 3 

วนิาทรีบัภาระไม่เกนิ 100 กโิลกรมัและใชก้าํลงัมอเตอรไ์ม่เกนิ 5 กโิลวตัต ์แบบจาํลองทีไ่ดส้ามารถนําไปใชค้าํนวณปรบั

เสน้ทางการเคลื่อนทีท่ีเ่หมาะสม การออกแบบเชงิกลและการออกแบบตวัควบคุมทีม่ปีระสทิธภิาพมากขึน้สาํหรบัแขนกลได ้

คาํหลกั: แขนกล; สีเ่หลีย่มดา้นขนาน; การจดัวางเรยีงวสัดุ; พลศาสตร ์ 

 

Abstract 

 Palletizing robot arm is becoming an increasingly noticeable solution for substitute workers. This 

paper analyzes kinematics and dynamics of the four-degrees-of-freedom robot arm with parallelogram 

mechanism. This mechanism has the advantage of simple equations of motion of a cylindrical coordinates, which 

is suitable for the palletizing application. The contents of this article include the kinematics of the robot arm, 

analysis of the dynamics of the robot by means of virtual work and simulation of motion along trajectories under 

various loads and working condition.  

The results show that the robot can run at speed up to 1 working cycle per 3 seconds, carry load not 

more than 100 kg, and motors power consumption are up to 5 kW. Model presented in this paper can be further 

used to optimize trajectory, in more efficient mechanical and controller design for a robotic arm. 

Keywords:MANIPULATOR; PARALLELOGRAM; PALLETIZING; DYNAMICS  

 

1. บทนํา 

บทความน้ีมเีป้าหมายเพื่อหาแบบจาํลองทาง

คณิตศาสตรข์องแขนกลสาํหรบัการจดัวางเรยีงวสัดุ 

(Palletizing robot) ในปจัจุบนัมคีวามตอ้งการใชง้านแขน

กลในลกัษณะน้ีมากขึน้เพื่อทดแทนการใชแ้รงงานคน แขน

กลแบบทีเ่สนอในงานวจิยัน้ีใชก้ลไกแบบ  parallelogram 

หรอืสีเ่หลีย่มดา้นขนาน ลกัษณะกลไกเช่นน้ีไดม้กีาร

นําเสนอใน [1] และมกีารศกึษาถงึการออกแบบ

พารามเิตอรต่์างๆของแขนกลใน [2] 

การวเิคราะหพ์ลศาสตรข์องแขนกลเพื่อการวางเรยีง

วสัดุทีข่บัเคลื่อนดว้ยขอ้ต่อหมุนไดก้ล่าวถงึใน [3] โดยวธิ ี

Newton-Euler อย่างไรกต็ามในงานวจิยัน้ีมุ่งไปทีแ่ขนกล

แบบ parallelogram ทีม่ขีอ้ดใีนดา้นการคาํนวณ

จลนศาสตรท์ีซ่บัซอ้นน้อยกว่าและเคลื่อนทีด่ว้ยพกิดั

ทรงกระบอกซึง่เหมาะสมอย่างยิง่กบัการวางเรยีงวสัดุ 
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วธิงีานเสมอืน( Virtual work) ไดม้กีารใชใ้นงานที่

เกีย่วขอ้งกบัแขนกลแบบขนานดงัใน [4-6] ซึง่กล่าวถงึ

ขอ้ดขีองวธิงีานเสมอืนว่าใชเ้วลาคาํนวณสัน้กว่าวธิ ี

Newton-Euler กว่ารอ้ยละ 30 [5]  

สว่นประกอบในบทความน้ีไดแ้ก่ บทนํา การวเิคราะห์

จลนศาสตรแ์ละพลศาสตร ์ขัน้ตอนในการคาํนวณการ

จาํลองแบบ ผลทีไ่ดแ้ละผลสรุป 

 

2. การวิเคราะหจ์ลนศาสตร ์

แผนผงัจลนศาสตรข์องแขนกลสีอ่งศาอสิระแบบ 

Parallelogram แสดงดงัรปูที ่1 แขนกลประกอบดว้ยขอ้

ต่อหมุน O ขอ้ต่อเลื่อน A และ B Inertial frame XYZ{0} 

ยดึตดิกบัฐานของแขนกล กลไกแบบ parallelogram 

ประกอบดว้ยกา้นต่อ BC AD DF และ CE เป็นกา้นต่อที ่2 

3 4 และ 5 วางอยู่บนแกนอา้งองิ RθZ{1} สว่นกา้นต่อที ่ 6 

คอืมอืจบัทีป่ลายแขนกลทีจุ่ด F และกา้นต่อที ่ 1 คอืฐาน

หมุนของแขนกลซึง่หมุนรอบแกน Z เป็นมุม θ จุด AB C 

D และ E เป็นขอ้ต่อหมุน พกิดักาํหนดการเคลื่อนทีแ่กนที ่

1 2 และ 3 ไดแ้ก่ 𝐪𝐪 = [𝜌𝜌𝑟𝑟 𝜌𝜌𝑧𝑧 𝜌𝜌𝜃𝜃 ]𝑇𝑇ซึง่วดัจากระยะ

ขอ้ต่อเลื่อน C ถงึจุดหมุน  O ในแนวแกน R ระยะขอ้ต่อ

เลื่อน Aถงึจุดหมุน O ในแนวแกน Z และมุม θ ทีห่มุนรอบ

แกน Z ตามลาํดบั กา้นต่อ CE และกา้นต่อ DEF ทาํมุม 𝜙𝜙
และมุม 𝜓𝜓กบัแกน R ตามลาํดบั 

 
รปูที ่1 แผนผงั Kinematic ของแขนกล 

2.1 การวิเคราะหต์าํแหน่ง 

จากแผนภาพดงัรปูที ่1 ความสมัพนัธร์ะหว่าง 𝜌𝜌𝑟𝑟และ 

𝜌𝜌𝑧𝑧กบัมุม 𝜙𝜙และมุม𝜓𝜓 ไดด้งัน้ี 

𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 cos𝜙𝜙 − 𝐵𝐵𝐵𝐵 cos𝜓𝜓 (1) 

𝜌𝜌𝑧𝑧 = 𝐵𝐵𝐵𝐵 sin𝜓𝜓 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 sin𝜙𝜙 (2) 

ตําแหน่งปลายแขนกลหาไดจ้ากสมการ 

𝑅𝑅 + 𝑙𝑙0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 cos𝜙𝜙 − 𝐷𝐷𝐷𝐷 cos𝜓𝜓 (3) 

𝑍𝑍 = 𝐷𝐷𝐷𝐷 sin𝜓𝜓 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 sin𝜙𝜙 (4) 

เหน็ไดว้่าหากกาํหนดใหอ้ตัราสว่น 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐵𝐵𝐵𝐵⁄ = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐷𝐷𝐷𝐷⁄
และนําสมการ (3) หารดว้ย (1) และสมการ (4) หารดว้ย 

(2) จะไดค้วามสมัพนัธจ์ลนศาสตรผ์กผนัดงัน้ี 

𝑅𝑅 + 𝑙𝑙0
𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0

=
𝐷𝐷𝐷𝐷
𝐵𝐵𝐵𝐵

= 𝐺𝐺𝑅𝑅  
(5) 

𝑍𝑍
𝜌𝜌𝑧𝑧

=
𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

= 𝐺𝐺𝑍𝑍  
(6) 

นอกจากน้ียงัเหน็ไดอ้ย่างชดัเจนว่า 
𝜌𝜌𝜃𝜃 = 𝜃𝜃 (7) 

กาํหนดใหร้ะยะ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑙𝑙1𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑙𝑙2𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑙𝑙3𝐷𝐷𝐷𝐷 =
𝑙𝑙4𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑙𝑙5จะไดมุ้ม 𝜙𝜙และมุม𝜓𝜓ดงัสมการ 

𝜙𝜙 = cos−1 𝑙𝑙1
2 + 𝜌𝜌𝑧𝑧2 + (𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0)2 − 𝑙𝑙22

2𝑙𝑙1�𝜌𝜌𝑧𝑧2 + (𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0)2
− 𝛼𝛼 

(8) 

𝜓𝜓 = cos−1 𝑙𝑙1
2 − 𝜌𝜌𝑧𝑧2 − (𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0)2 − 𝑙𝑙22

2𝑙𝑙2�𝜌𝜌𝑧𝑧2 + (𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0)2
− 𝛼𝛼 

(9) 

เมื่อ 𝛼𝛼 = tan−1 𝜌𝜌𝑧𝑧 (𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0)⁄  

และกาํหนดใหร้ะยะ 𝑐𝑐2เป็นระยะจากจุด C ถงึจุด

ศนูยก์ลางมวลของ BC ระยะ 𝑐𝑐3เป็นระยะจากจุด A ถงึจุด

ศนูยก์ลางมวลของ AD ระยะ 𝑐𝑐4เป็นระยะจากจุด F ถงึจุด

ศนูยก์ลางมวลของ DF และระยะ 𝑐𝑐5เป็นระยะจากจุด C 

ถงึจุดศนูยก์ลางมวลของ CE จะไดต้ําแหน่งของจุด

ศนูยก์ลางมวลของแต่ละกา้นต่อเทยีบกบัแกนอา้งองิ {1} 

ดงัน้ี 

�
𝑟𝑟2
𝑧𝑧2
� = �𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑐𝑐2 cos𝜓𝜓

𝑐𝑐2 sin𝜓𝜓 � (10) 

�
𝑟𝑟3
𝑧𝑧3
� = �𝑐𝑐3 cos𝜙𝜙 − 𝑙𝑙0

𝜌𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐3 sin𝜙𝜙� 
(11) 

�
𝑟𝑟4
𝑧𝑧4
� = �𝐺𝐺𝑅𝑅(𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0) − 𝑙𝑙0 + 𝑐𝑐4 cos𝜓𝜓

𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐4 sin𝜓𝜓 � (12) 

�
𝑟𝑟5
𝑧𝑧5
� = �𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑐𝑐5 cos𝜙𝜙

𝑐𝑐5 sin𝜙𝜙 � (13) 

�
𝑟𝑟6
𝑧𝑧6
� = �𝐺𝐺𝑅𝑅(𝜌𝜌𝑟𝑟 + 𝑙𝑙0) − 𝑙𝑙0

𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌𝜌𝑧𝑧
� (14) 

2.2. การวิเคราะหค์วามเรว็ 

จากการหาอนุพนัธข์องสมการที ่ (1) และ (2) จะได้

ความสมัพนัธร์ะหว่าง [𝜌𝜌𝑟̇𝑟 𝜌𝜌𝑧̇𝑧] และ [𝜙̇𝜙 𝜓̇𝜓] ดงัน้ี 

𝜌𝜌𝑟̇𝑟 = −𝑙𝑙1𝜙̇𝜙 sin𝜙𝜙 + 𝑙𝑙2𝜓̇𝜓 sin𝜓𝜓 (15) 

𝜌𝜌𝑧̇𝑧 = 𝑙𝑙2𝜓̇𝜓 cos𝜓𝜓 − 𝑙𝑙1𝜙̇𝜙 cos𝜙𝜙 (16) 

หรอืเขยีนไดใ้นรปู 
𝐪̇𝐪 = 𝐉𝐉𝑞𝑞 𝐱̇𝐱 (17) 

เมื่อ 𝐱̇𝐱 = [𝜙̇𝜙 𝜓̇𝜓 𝜃̇𝜃]และเมตรกิซ ์ 𝐉𝐉𝑞𝑞 เรยีกว่าเมตรกิซ ์

Jacobian แปลงความเรว็ 𝐱̇𝐱 เป็น 𝐪̇𝐪สามารถเขยีนไดด้งัน้ี 

𝐉𝐉𝑞𝑞 = �
−𝑙𝑙1 sin𝜙𝜙 𝑙𝑙2 sin𝜓𝜓 0
−𝑙𝑙1 cos𝜙𝜙 𝑙𝑙2 cos𝜓𝜓 0

0 0 1
� 

(18) 

X {0}

Y {0}

Z {0,1}

R {1}
θ    {1}

φ

{1}

ρ z

ρrl0

A
B

C

D

E

F

ψ
O
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เมื่อหาเมตรกิซผ์กผนัของ (18) กจ็ะคาํนวณ [𝜙̇𝜙 𝜓̇𝜓 𝜃̇𝜃]
ไดจ้าก 

𝐱̇𝐱 = 𝐉𝐉𝑞𝑞−𝟏𝟏𝐪̇𝐪 (19) 

ในลาํดบัต่อไปหาความเรว็เชงิเสน้ของจุดศนูยก์ลางมวล

ของแต่ละกา้นต่อเทยีบกบัแกนอา้งองิ {1} ไดด้งัน้ี 
𝐯𝐯𝑖𝑖 = [𝑟̇𝑟𝑖𝑖 𝑧𝑧𝑖̇𝑖 𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃̇𝜃]𝑇𝑇𝑖𝑖 = 2,3, … ,6 (20) 

โดยที ่

�𝑟𝑟2̇
𝑧𝑧2̇
� = �𝜌̇𝜌𝑟𝑟 − 𝑐𝑐2𝜓̇𝜓 sin𝜓𝜓

𝑐𝑐2𝜓̇𝜓 cos𝜓𝜓
� (21) 

�
𝑟𝑟3
𝑧𝑧3̇

̇
� = � −𝑐𝑐3𝜙̇𝜙 sin𝜙𝜙

𝜌̇𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐3𝜙̇𝜙 cos𝜙𝜙
� (22) 

�𝑟𝑟4̇𝑧𝑧4̇
� = �𝐺𝐺𝑅𝑅𝜌𝜌𝑟̇𝑟 − 𝑐𝑐4𝜓̇𝜓 sin𝜓𝜓

𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌̇𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐4𝜓̇𝜓 cos𝜓𝜓
� (23) 

�𝑟𝑟5̇
𝑧𝑧5̇
� = �𝜌̇𝜌𝑟𝑟 − 𝑐𝑐5𝜙̇𝜙 sin𝜙𝜙

𝑐𝑐5𝜙̇𝜙 cos𝜙𝜙
� (24) 

�𝑟𝑟6̇
𝑧𝑧6̇
� = �𝐺𝐺𝑅𝑅𝜌𝜌𝑟̇𝑟𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌̇𝜌𝑧𝑧

� (25) 

ดว้ยลกัษณะกลไกแบบ parallelogram ความเรว็เชงิมุม

ของกา้นต่อ 2 จะเท่ากบักา้นต่อ 4 และความเรว็เชงิมุม

ของกา้นต่อ 3 จะเท่ากบักา้นต่อ 5 ความเรว็เชงิมุมของแต่

ละกา้นต่อเทยีบกบัแกนอา้งองิ {0} สามารถเขยีนอยู่ในรปู 
𝛚𝛚2 = 𝛚𝛚4 = [𝜓̇𝜓 sin𝜃𝜃 −𝜓̇𝜓 cos𝜃𝜃 𝜃̇𝜃]𝑇𝑇  (26) 
𝛚𝛚3 = 𝛚𝛚5 = [𝜙̇𝜙 sin𝜃𝜃 −𝜙̇𝜙 cos𝜃𝜃 𝜃̇𝜃]𝑇𝑇  (27) 

ในงานฉบบัน้ีไดล้ะทิง้การหมุนของแกนที ่ 4 ซึง่เป็นการ

หมุนมอืจบัทีป่ลายแขนกลดงันัน้จะไดค้วามเรว็เชงิมุมของ

กา้นต่อ 1 เท่ากบักา้นต่อ 6 คอื 
𝛚𝛚1 = 𝛚𝛚6 = [0 0 𝜃̇𝜃]𝑇𝑇  (28) 

2.3 การวิเคราะหค์วามเรง่ 

ในทาํนองเดยีวกนัจากสมการที ่ (15) และ (16) จะได้

ความเร่ง 𝐱̈𝐱 = [𝜙̈𝜙 𝜓̈𝜓 𝜃̈𝜃] จาก 

𝐱̈𝐱 = 𝐀𝐀−𝟏𝟏𝐁𝐁𝐪̈𝐪 (29) 

โดยที ่

𝐁𝐁 =  �
𝜌𝜌𝑟̈𝑟 + 𝑙𝑙1𝜙𝜙2̇ cos𝜙𝜙 − 𝑙𝑙2𝜓𝜓2̇ cos𝜓𝜓
𝜌̈𝜌𝑧𝑧 + 𝑙𝑙2𝜓𝜓2̇ sin𝜓𝜓 − 𝑙𝑙1𝜙𝜙2̇ sin𝜙𝜙

𝜃̈𝜃
� 

(30) 

ความเร่งเชงิเสน้ของจุดศนูยก์ลางมวลของแต่ละกา้นต่อ

เทยีบกบัแกนอา้งองิ {1} ไดด้งัน้ี 

𝐚𝐚𝑖𝑖 = �𝑟̈𝑟𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃𝜃2̇ 𝑧̈𝑧𝑖𝑖 𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃̈𝜃 + 2𝑟𝑟𝑖̇𝑖𝜃𝜃𝑖̇𝑖�
𝑇𝑇

 

𝑖𝑖 = 2,3, … ,6 

(31) 

โดยที ่

�𝑟̈𝑟2
𝑧̈𝑧2
� = �

𝜌̈𝜌𝑟𝑟 − 𝑐𝑐2�𝜓̈𝜓 sin𝜓𝜓 +𝜓𝜓2̇ cos𝜓𝜓�
𝑐𝑐2�𝜓̈𝜓 cos𝜓𝜓 − 𝜓𝜓2̇ sin𝜓𝜓�

� 
(32) 

�𝑟̈𝑟3
𝑧̈𝑧3
� = �

−𝑐𝑐3�𝜙̈𝜙 sin𝜙𝜙 + 𝜙𝜙2̇ cos𝜙𝜙�
𝜌̈𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐3�𝜙̈𝜙 cos𝜙𝜙 − 𝜙𝜙2̇ sin𝜙𝜙�

� 
(33) 

�𝑟̈𝑟4𝑧̈𝑧4
� = �

𝐺𝐺𝑅𝑅𝜌̈𝜌𝑟𝑟 − 𝑐𝑐4�𝜓̈𝜓 sin𝜓𝜓 + 𝜓𝜓2̇ cos𝜓𝜓�
𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌̈𝜌𝑧𝑧 + 𝑐𝑐4�𝜓̈𝜓 cos𝜓𝜓 − 𝜓𝜓2̇ sin𝜓𝜓�

� 
(34) 

�𝑟̈𝑟5
𝑧̈𝑧5
� = �

𝜌̈𝜌𝑟𝑟−𝑐𝑐5�𝜙̈𝜙 sin𝜙𝜙 + 𝜙𝜙2̇ cos𝜙𝜙�
𝑐𝑐5�𝜙̈𝜙 cos𝜙𝜙 − 𝜙𝜙2̇ sin𝜙𝜙�

� 
(35) 

 

�𝑟̈𝑟6
𝑧̈𝑧6
� = �𝐺𝐺𝑅𝑅𝜌̈𝜌𝑟𝑟𝐺𝐺𝑍𝑍𝜌̈𝜌𝑧𝑧

� (36) 

ความเร่งเชงิมุมเกดิจากการหาอนุพนัธข์อง (26) ถงึ (28) 

ไดด้งัน้ี 

𝛚̇𝛚2 = 𝛚̇𝛚4 = �−
𝜓̈𝜓 sin𝜃𝜃 + 𝜓̇𝜓 𝜃̇𝜃 cos𝜃𝜃
𝜓̈𝜓 cos𝜃𝜃 + 𝜓̇𝜓 𝜃̇𝜃 sin𝜃𝜃

𝜃̈𝜃
� 

(37) 

𝛚̇𝛚3 = 𝛚̇𝛚5 = �
𝜙̈𝜙 sin𝜙𝜙 + 𝜙̇𝜙𝜃̇𝜃 cos𝜃𝜃
−𝜙̈𝜙 cos𝜙𝜙 + 𝜙̇𝜙𝜃̇𝜃 sin𝜃𝜃

𝜃̈𝜃
� 

(38) 

และ 
𝛚̇𝛚1 = 𝛚̇𝛚6 = [0 0 𝜃̈𝜃]𝑇𝑇  (39) 

2.4 การวิเคราะหก์ารกระจดัเสมือน 

ขัน้ตอนทีส่าํคญัอนัหน่ึงในการวเิคราะหพ์ลศาสตร์

ดว้ยวธิงีานเสมอืนคอืการหาการกระจดัเสมอืนของแต่ละ

กา้นต่อของแขนกล โดยการแทนค่าผลลพัธจ์ากสมการ 

(10) ถงึ(16) ลงในสมการ (21) ถงึ (25) และจดัรปูใหม่จะ

ไดก้ารกระจดัเสมอืนเชงิเสน้ของจุดศนูยก์ลางมวลของแต่

ละกา้นต่อไดด้งัน้ี 
𝛅𝛅𝛅𝛅𝑖𝑖 = 𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 𝛅𝛅𝛅𝛅 𝑖𝑖 = 2,3, … ,6 (40) 

โดยที ่

𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕𝑟𝑟𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑟𝑟𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑟𝑟𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑖𝑖𝜃𝜃)
𝜕𝜕𝜕𝜕 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

(41) 

จะไดเ้มตรกิซ ์Jacobian ทีแ่ปลงการกระจดัเสมอืน𝜹𝜹𝐱𝐱เป็น

การกระจดัเสมอืนของกา้นต่อที ่𝑖𝑖ไดด้งัน้ี 

𝐉𝐉𝑦𝑦2,𝜙𝜙 = �
−𝑙𝑙1 sin𝜙𝜙

0
0

� 
(42) 

𝐉𝐉𝑦𝑦2,𝜓𝜓 = �
𝑐𝑐2 sin𝜓𝜓
𝑐𝑐2 cos𝜓𝜓

0
� 

(43) 

𝐉𝐉𝑦𝑦3,𝜙𝜙 = �
−𝑐𝑐3 sin𝜙𝜙

(𝑐𝑐3 − 𝑙𝑙1) cos𝜙𝜙
0

� 
(44) 

𝐉𝐉𝑦𝑦3,𝜓𝜓 = �
0

𝑙𝑙2 cos𝜓𝜓
0

� 
(45) 
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𝐉𝐉𝑦𝑦4,𝜙𝜙 = �
− �

𝑙𝑙1𝑙𝑙4
𝑙𝑙2
� sin𝜙𝜙

𝑙𝑙5 cos𝜙𝜙
0

� 
(46) 

𝐉𝐉𝑦𝑦4,𝜓𝜓 = �

𝑐𝑐4 sin𝜓𝜓

�𝑐𝑐4 −
𝑙𝑙2𝑙𝑙5
𝑙𝑙1
� cos𝜓𝜓

0

� 
(47) 

𝐉𝐉𝑦𝑦5,𝜙𝜙 = �
−(𝑙𝑙1 + 𝑐𝑐5) sin𝜙𝜙

𝑐𝑐5 cos𝜙𝜙
0

� 
(48) 

𝐉𝐉𝑦𝑦5,𝜓𝜓 = �
𝑙𝑙2 sin𝜓𝜓

0
0

� 
(49) 

𝐉𝐉𝑦𝑦6,𝜙𝜙 = �
−
𝑙𝑙1𝑙𝑙4
𝑙𝑙2

sin𝜙𝜙

𝑙𝑙5 cos𝜙𝜙
0

� 
(50) 

𝐉𝐉𝑦𝑦6,𝜓𝜓 = �

𝑙𝑙4 sin𝜓𝜓

−
𝑙𝑙2𝑙𝑙5
𝑙𝑙1

cos𝜓𝜓

0

� 
(51) 

และ 

𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 ,𝜃𝜃 = �
0
0
𝑟𝑟𝑖𝑖
�  𝑖𝑖 = 2,3, … ,6 

(52) 

โดยที ่𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 ,𝜙𝜙𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 ,𝜓𝜓  และ 𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 ,𝜃𝜃  เป็นคอลมัน์ที ่ 1 2 และ 3 

ของเมตรกิซ ์Jacobian 𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦ของกา้นต่อที ่𝑖𝑖ตามลาํดบั 

กาํหนดให ้ 𝛏𝛏𝑖𝑖คอืการกระจดัเสมอืนเชงิมุมของกา้นต่อ 𝑖𝑖
ดงัน้ี 

𝛏𝛏𝑖𝑖 = 𝐉𝐉𝜉𝜉𝜉𝜉 𝛿𝛿𝐱𝐱 (53) 

และจากสมการที ่(26) และ (27) จะได ้

𝐉𝐉𝜉𝜉2 = 𝐉𝐉𝜉𝜉4 = �
0 sin𝜃𝜃 0
0 − cos𝜃𝜃 0
0 0 1

� 
(54) 

𝐉𝐉𝜉𝜉3 = 𝐉𝐉𝜉𝜉5 = �
sin𝜃𝜃 0 0
− cos𝜃𝜃 0 0

0 0 1
� 

(55) 

 

3. การวิเคราะหพ์ลศาสตร ์

การวเิคราะหพ์ลศาสตรใ์นรายงานฉบบัน้ีทาํไดโ้ดยวธิี

งานเสมอืนเมื่อกาํหนดเสน้ทางการเคลื่อนทีข่องปลายแขน

กลแลว้คาํนวณหาแรงหรอืแรงบดิทีก่ระทาํต่อพกิดั

กาํหนดการเคลื่อนทีข่ ัน้ตอนแรกหาแรงภายนอกและแรง

เฉื่อยทีก่ระทาํผ่านจุดศนูยก์ลางมวลของกา้นต่อ 

แรงและแรงบดิทีก่ระทาํต่อกา้นต่อ 𝑖𝑖ไดแ้ก่ 
𝐟𝐟𝑖𝑖 = 𝐰𝐰𝑖𝑖 −𝑚𝑚𝑖𝑖𝐚𝐚𝑖𝑖  (56) 

𝐧𝐧𝑖𝑖 = −𝐈𝐈𝑖𝑖0𝛚̇𝛚𝑖𝑖 − 𝛚𝛚𝑖𝑖 × 𝐈𝐈𝑖𝑖0𝛚𝛚𝑖𝑖  (57) 

โดยที ่𝐟𝐟𝑖𝑖  คอืแรง 𝐧𝐧𝑖𝑖คอืแรงบดิทีก่ระทาํทีแ่กน 𝑖𝑖𝐰𝐰𝑖𝑖และ𝑚𝑚𝑖𝑖 

คอืน้ําหนกัและมวลของกา้นต่อ 𝑖𝑖 ตามลาํดบั𝐈𝐈𝑖𝑖0คอืโมเมนต์

ความเฉื่อยของกา้นต่อ 𝑖𝑖เทยีบกบัแกนอา้งองิ {0} สามารถ

เขยีนไดด้งัน้ี 

𝐈𝐈𝑖𝑖0 = 𝐑𝐑𝑖𝑖
0𝐈𝐈𝑖𝑖𝐑𝐑𝑖𝑖0𝑇𝑇 (58) 

เมื่อ 𝐑𝐑𝑖𝑖
0คอืเมตรกิซแ์ปลงพกิดัจากแกนอา้งองิทีย่ดึตดิกบั

จุดศนูยก์ลางมวลของกา้นต่อ 𝑖𝑖 ไปเป็นพกิดัเทยีบกบัแกน

อา้งองิ {0} มรีปูแบบดงัสมการ 
𝐑𝐑2

0 = 𝐑𝐑4
0

= �
cos𝜃𝜃 cos𝜓𝜓 − cos𝜃𝜃 sin𝜓𝜓 0

sin𝜓𝜓 cos𝜓𝜓 0
0 0 1

� 

(59

) 

𝐑𝐑3
0 = 𝐑𝐑5

0

= �
cos𝜃𝜃                 cos𝜙𝜙 − cos𝜃𝜃 sin𝜙𝜙 0

sin𝜙𝜙 cos𝜙𝜙 0
0 0 1

� 

(60

) 

กาํหนดใหแ้รงหรอืแรงบดิทีก่ระทาํต่อพกิดักาํหนดการ

เคลื่อนทีค่อื 𝛕𝛕 = [𝜏𝜏𝑟𝑟 𝜏𝜏𝑧𝑧 𝜏𝜏𝜃𝜃 ]ดงันัน้จะไดแ้รงแต่ละตวั

ดงัน้ี 

𝛕𝛕𝑗𝑗 𝛿𝛿𝐪𝐪𝑗𝑗 + � 𝐟𝐟𝑖𝑖
6

𝑖𝑖=2
𝛿𝛿𝐲𝐲𝑖𝑖 + � 𝐧𝐧𝑖𝑖𝛏𝛏𝑖𝑖

6

𝑖𝑖=1
= 0 

(61) 

และจากสมการที ่(40) และ (19) จะได ้

𝛕𝛕𝑗𝑗 𝛿𝛿𝐪𝐪𝑗𝑗 = −� 𝐟𝐟𝑖𝑖
6

𝑖𝑖=2
𝐉𝐉𝑦𝑦𝑦𝑦 𝐉𝐉𝑞𝑞−𝟏𝟏𝛿𝛿𝐪𝐪𝑗𝑗

−� 𝐧𝐧𝑖𝑖𝐉𝐉𝜉𝜉𝜉𝜉
6

𝑖𝑖=1
𝐉𝐉𝑞𝑞−𝟏𝟏𝛿𝛿𝐪𝐪𝑗𝑗  

(62) 

เมื่อกาํหนดให ้
𝛿𝛿𝐪𝐪1 = [1 0 0]𝑇𝑇  (63) 
𝛿𝛿𝐪𝐪2 = [0 1 0]𝑇𝑇  (64) 
𝛿𝛿𝐪𝐪3 = [0 0 1]𝑇𝑇  (65) 

จะสามารถคาํนวณ 𝜏𝜏ไดต้ามลาํดบั 

 

4. ขัน้ตอนการจาํลองแบบ 

การจาํลองการเคลื่อนทีม่ขี ัน้ตอนดงัต่อไปน้ี 

1) กาํหนดพารามเิตอรข์องแขนกลทัง้หมดไดแ้ก่ 

ความยาวกา้นต่อ 𝑙𝑙𝑖𝑖=1−6มวล 𝑚𝑚𝑖𝑖=2−6และโมเมนตค์วาม

เฉื่อย 𝐼𝐼𝑖𝑖=1−6 

2) กาํหนดเสน้ทางการเคลื่อนทีเ่พื่อคาํนวณ 𝐪𝐪 จาก

สมการ (5)-(7) 

3) คาํนวณความเรว็และความเร่งทัง้เชงิเสน้และ

เชงิมุมของกา้นต่อจากสมการ (20)-(39) 

4) คาํนวณระยะกระจดัเสมอืนดว้ยสมการ (40)-(55) 

5) คาํนวณแรง 𝛕𝛕 จากสมการ (62)-(65)จงึเสรจ็สิน้

กระบวนการ 
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5. ผลการจาํลองแบบการเคลื่อนท่ี 

5.1 พารามิเตอรข์องแขนกล 

  พารามเิตอรข์นาด มวล และโมเมนตค์วามเฉื่อย

ของแขนกลกาํหนดดงัตารางที ่1 และ 2 

ตารางที1่ พารามเิตอรข์นาดของแขนกล (m) 

𝑙𝑙0 𝑙𝑙1 𝑙𝑙2 𝑙𝑙3 𝑙𝑙4 𝑙𝑙5 

0.3 0.3 0.3 1.5 1.5 1.2 

ตารางที ่ 2 พารามเิตอรม์วล(kg) และโมเมนตค์วามเฉื่อย

(kgm2) 

Link 

 1 2 3 4 5 6 

𝑚𝑚 - 20 60 60 55 100 

𝐼𝐼𝑥𝑥𝑥𝑥  - - - - - - 
𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦  - 0.005 0.02 0.02 0.02 - 

𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧  0.05 0.005 0.02 0.02 0.02 0.02 

กาํหนดเสน้ทางการเคลื่อนทีโ่ดยสมการพหุนามกาํลงัสาม

ดงัสมการ 
𝜃𝜃(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑡𝑡 + 𝑎𝑎2𝑡𝑡2 + 𝑎𝑎3𝑡𝑡3 (66) 

𝜃̇𝜃 = 𝑎𝑎1 + 2𝑎𝑎2𝑡𝑡 + 3𝑎𝑎3𝑡𝑡2 (67) 

𝜃̈𝜃 = 2𝑎𝑎2 + 6𝑎𝑎3 (68) 

โดยที ่
𝑎𝑎0 = 𝜃𝜃0,𝑎𝑎1 = 0 (69) 

𝑎𝑎2 =
3
𝑡𝑡𝑓𝑓2
�𝜃𝜃𝑓𝑓 − 𝜃𝜃0� 

(70) 

𝑎𝑎2 = −
2
𝑡𝑡𝑓𝑓3
�𝜃𝜃𝑓𝑓 − 𝜃𝜃0� 

(71) 

ในการสรา้งเสน้ทางการเคลื่อนทีท่ ัง้สามทศิทางของพกิดั 

XYZ{0} เพื่อการจดัวางเรยีงพสัดุ  โดยกาํหนดพกิดัเริม่ตน้

และสิน้สดุคอื 𝑋𝑋0 = 1,𝑋𝑋𝑓𝑓 = 2.2,𝑍𝑍0 = −1,𝑍𝑍1 =
1.2,𝜃𝜃0 = 0 และ 𝜃𝜃𝑓𝑓 = 𝜋𝜋

2
 ผลทีไ่ดแ้สดงดงัรปูที ่2 ถงึ 9 

 
รปูที ่2 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  เมื่อภาระทีป่ลาย

แขนเท่ากบั 50 กโิลกรมั 

 
รปูที ่3 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  เมื่อภาระทีป่ลาย

แขนเท่ากบั 100 กโิลกรมั 

 
รปูที ่4 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  เมื่อภาระทีป่ลาย

แขนเท่ากบั 150 กโิลกรมั 

 
รปูที ่5 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  เมื่อภาระทีป่ลาย

แขนเท่ากบั 200 กโิลกรมั 

จากรปูที ่2 ถงึ 9  ทีภ่าระตัง้แต่ 50 ถงึ 200 กโิลกรมั เหน็

ไดว้่าในตอนเริม่ตน้ทีค่วามเรว็ในการหมุนรอบแกน Z ของ

แขนกลยงัไม่สงูนกัแรงทีใ่ชข้บัแกนทัง้สองในแกน 𝜌𝜌𝑟𝑟  และ 

𝜌𝜌𝜃𝜃  จงึมขีนาดไม่มากนกั มคี่าไม่เกนิ 5000 นิวตนั และ 

1300 นิวตนัเมตร แต่เมื่อความเรว็สงูขึน้แรงทีใ่ชจ้งึมาก

ขึน้โดยเฉพาะตอนทา้ยทีต่อ้งออกแรกตา้นในการหน่วงให้

แขนกลหยุดใชแ้รงสงูถงึ 15000 นิวตนั และ5000 นิวตนั

เมตร ตามลาํดบั ในทศิทาง 𝜌𝜌𝑧𝑧แรงเริม่ตน้จะสงูเน่ืองจาก
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DRC-10 
ตอ้งออกออกแรงเพื่อเร่งใหม้วลของมอืจบัพรอ้มพสัดุที่

ปลายแขนกลเคลื่อนทีข่ ึน้ ใชแ้รงเริม่ตน้ 20000 นิวตนัแต่

ในตอนทา้ยกลบัใชแ้รงน้อยกว่าแกนอื่นเน่ืองจากนําหนกั

ของภาระเป็นตวัช่วยหน่วงการเคลื่อนทีข่องแขนกล  ที่

ภาระแตกต่างกนัลกัษณะกราฟยงัคงมแีนวโน้มที่

คลา้ยคลงึกนัแต่มขีนาดของแรงสงูสดุและตํ่าสดุทีแ่ตกต่าง

กนัโดยทีภ่าระทีต่ํ่ากว่าจะใชแ้รงน้อยกว่า กาํลงัรวมที่

เกดิขึน้จากแรงขบัเคลื่อนทัง้สามแกนแสดงดงัรปูที ่6 

 
รปูที ่6 แสดงกาํลงัรวมทัง้หมดของทัง้สามแกนทีภ่าระที่

ปลายแขน 50 ถงึ 200 กโิลกรมั 

จากรปูที ่6 แสดงใหเ้หน็ว่ากาํลงัรวมทีใ่ชข้องทัง้สามแกนมี

ขนาดไม่เกนิ 8 kW และในทาํนองเดยีวกนั ภาระทีต่ํ่ากว่า

จะใชก้าํลงัทีน้่อยกว่า ทีภ่าระ เช่น 50 กิโลกรัม  

ใช้กําลังสูงสุดไม่เกิน 4 กิโลวัตต์  และที ่ 200 

กิโลกรัมใช้กําลังไม่เกนิ 8 กิโลวัตต์ 

รปูที ่7 ถงึ 9 แสดงแรงและกาํลงัทีใ่ชข้องแต่ละแกนที่

รอบการทาํงาน 3 ถงึ 5 วนิาท ีโดยทีก่ราฟแสดงการ

เคลื่อนทีจ่ากจุดเริม่ตน้ทีห่ยบิวสัดุไปยงัจุดสิน้สดุ คอื

ตําแหน่งทีว่างวสัดุบนชัน้วางและเคลื่อนทีก่ลบัมายงั

จุดเริม่ตน้อกีครัง้หน่ึง ช่วงไปและกลบัจะใชเ้วลาเท่ากนัคอื 

1.5 2.0 และ 2.5 วนิาท ี 

 
รปูที ่7 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  ทีร่อบการทาํงาน 

2 วนิาท ี

 

 
รปูที ่8 แสดงแรง 𝜏𝜏𝑟𝑟ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝑟𝑟  แรง 𝜏𝜏𝑧𝑧ในทศิทาง

พกิดั 𝜌𝜌𝑧𝑧  และแรง 𝜏𝜏𝜃𝜃 ในทศิทางพกิดั 𝜌𝜌𝜃𝜃  ทีร่อบการทาํงาน 

2.5 วนิาท ี

 
รปูที ่9 แสดงกาํลงัรวมทัง้หมดของทัง้สามแกนทีร่อบการ

ทาํงานตัง้แต่ 1.5 ถงึ 2.5 วนิาท ี

จากรปูที ่7 ถงึ 9  แสดงใหเ้หน็ว่ากาํลงัรวมทีใ่ชข้องทัง้

สามแกนมขีนาดไม่เกนิ 5 กิโลวัตต์  เน่ืองจากรอบการ

ทาํงานทีช่า้ลงทาํใหแ้ขนกลเคลื่อนทีด่ว้ยความเร่งทีน้่อยลง

จงึใชแ้รงและกาํลงัในการเคลื่อนทีล่ดลง 

6. สรปุ 

 ผลจากการจาํลองแสดงใหเ้หน็ว่าแขนกลสามารถ

ทาํงานไดด้ว้ยอตัราเรว็ 1 รอบการทาํงานหรอืการเคลื่อนที่

ไปกลบัภายในเวลา 3 วนิาทเีมื่อรบัภาระไม่เกนิ 100 

กโิลกรมัใชก้าํลงัมอเตอรไ์ม่เกนิ 5 กโิลวตัตอ์ย่างไรกต็าม

การทาํงานของแขนกลขึน้อยู่กบัลกัษณะเสน้ทางการ

เคลื่อนทีใ่นการวางเรยีงวสัดุในลกัษณะต่างๆกนัจงึตอ้งมี

การศกึษาโดยละเอยีดต่อไปแบบจาํลองทีไ่ดส้ามารถ

นําไปใชค้าํนวณปรบัเสน้ทางการเคลื่อนทีท่ีเ่หมาะสม การ

ออกแบบเชงิกลและการออกแบบตวัควบคุมทีม่ี

ประสทิธภิาพมากขึน้สาํหรบัแขนกลเพื่อลดตน้ทุนในการ

ผลติลงได ้

 

7. กิตติกรรมประกาศ 
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DRC-10 
 ผูว้จิยัขอขอบคุณภาควชิาวศิวกรรมเครื่องกล คณะ

วศิวกรรมศาสตรก์าํแพงแสนทีส่นบัสนุนสถานทีแ่ละ

สาธารณูปโภคในการทาํวจิยั 
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