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บทคัดยอ  

ปจจุบันวัสดุคอมโพสิตมีการใชอยางแพรหลายเน่ืองจากคุณสมบัติความแข็งแรงของวัสดุตอนํ้าหนักวัสดุท่ีสูงทําให
สามารถออกแบบไดหลากหลายตอการใชงาน เชนช้ินสวนปกเครื่องบิน โครงสรางเรือ ใบพัดเฮลิคอปเตอร ทศวรรษท่ีผาน
มางานวิจัยจะเร่ิมศึกษารูปแบบการสั่นสะเทือน (Mode Shape Vibration) มากข้ึนเน่ืองจากรูปแบบการใชงานมีการ
เคลื่อนไหวและการสั่นสะเทือนเขามาเกี่ยวของมากข้ึนเน่ืองจากวัสดุคอมโพสิตมีคุณสมบัติเฉพาะตัวจากการออกแบบเชน
การจัดซอนช้ันของแผนลามิเนต (Stacking Sequence) แนวการเรียงเสนใย (Fiber Orientation) ซ่ึงคุณสมบัติน้ีจะมีผล
ตอความถ่ีธรรมชาติ (Natural Frequency) ตางกันไป งานวิจัยน้ีไดศึกษารูปแบบการสั่นสะเทือน (Mode Shape) ของ
คานลามิเนตหนาตัดคงท่ีท่ีมีสัดสวนความกวางตอความยาว(Slender Ratio; a/L) ตางกันและสัดสวนโมดูลัส(Modulus 
Ratio; E1/E2)ตางกันเพื่อศึกษาอิทธิพลของตัวแปรท้ังสองตอรูปแบบการสั่นสะเทือนท่ีเกิดข้ึนโดยใชทฤษฎี Classical 
Laminated Plate Theory เปรียบเทียบกับการวิเคราะหแบบจําลองจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Analysis; 
FEA) ผลการศึกษาแสดงขอจํากัดของการใชทฤษฎีCLPT ซึ่งพัฒนามาจากโครงสรางแบบแผนแบนในการวิเคราะหรูปแบบ
การสั่นของคานคอมโพสิตซึ่งทฤษฎีจะไมสามารถใชงานไดดีในกรณีท่ีสัดสวนความกวางตอความยาวมีคานอยลง  ซ่ึง
ขอจํากัดทางทฤษฎีน้ี ช้ีใหเห็นวาการวิเคราะหคานยื่นคอมโพสิตท่ีมีหนาตัดซับซอนข้ึนตอไปควรทําดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต  
คําหลัก: วัสดุคอมโพสิต ลามิเนต ความถี่ธรรมชาติ คานยื่น สัดสวนโมดูลัส สัดสวนความกวางตอความยาว   
 
Abstract 
 Composite materials are used wildly in industry because of stiffness per mass is high and ability 
to be adapted to various components for example in airplane or automobile. In the last decade research 
interest is interested in vibration and mode shapes because many components are subjected that mode 
shape vibration (natural frequency) is affected by properties of the laminated composite. The work focus 
on mode shapes vibration of cantilever beams (constant cross-sectional area) is the topic of this research. 
Influence of Modulus ratio (E1/E2) and Slenderness ratio (a/L) which affects the vibration behavior is 
studied. Classical Laminated Plated Theory (CLPT) is the calculation method for natural vibration in this 
research to compare with model simulation using Finite Element Analysis (FEA). Results of the natural 
vibration by CLPT theory which is based on plate theory show limitations when the slenderness ratio 
increases. This limitation of CLPT theory suggests that the analysis of complicated laminated composite 
beam model should be performed with FEA.  
Keywords: Composite Material, Laminate, Natural Frequency, Mode Shape Vibration, Slender Ratio, 
Modulus Ratio 
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1. บทนํา 
ความถ่ีธรรมชาติเปนคุณสมบัติเฉพาะตัวในแตละ

วัสดุ ซึ่งคุณสมบัติของวัสดุท่ีตางกันเชน นํ้าหนัก ความ
หนาแนน (Density, ρ) รูปทรงเรขาคณิต (Geometry) 
คาโมดูลัส (Modulus) ลักษณะการจับยึดของโครงสราง 
ยอมมีผลตอความถ่ีธรรมชาติของวัตถุน้ันๆ ความนาสนใจ
ข อ ง ค ว า ม ถ่ี ธ ร ร ม ช า ติ คื อ  เ มื่ อ วั ต ถุ ใ ด ๆ ไ ด รั บ
แรงสั่นสะเทือนเทียบเทากับความถ่ีธรรมชาติของวัตถุน้ัน 
จะเพิ่มการสั่นสะเทือนแบบการสั่นพอง (resonance) 
และหากมีการสั่นดวยคาความถ่ีธรรมชาติของวัตถุน้ันเปน
เวลานาน โดยแอมพลิจูดท่ีเพิ่มข้ันเรื่อยๆ จะทําใหคาการ
สั่นสะเทือนน้ันเพิ่มมากข้ึนและเปนการเพิ่มความเครียด 

(stress;�) ในตัววัตถุน้ันๆดวย ซ่ึงอาจทําใหวัตถุน้ันมี
ความเสียหายได 

ทศวรรษท่ีผานมา มีการใชแผนลามิเนตเปนวัสดุ
โครงสรางอยางแพรหลาย ในสวนประกอบปกเคร่ืองบิน 
ใบพัดเฮลิคอปเตอร ช้ินสวนของเรือ หรือกระท่ังช้ินสวน
รถยนตและอุปกรณกีฬา เน่ืองจากสามารถออกแบบ
ช้ินสวนใหมีความแข็งแรงแตมีนํ้าหนักเบา โดยสามารถลด
ความหนาของ วัส ดุแต ยั งคงทนตอการใช งาน  ซึ่ ง 
เน่ืองมาจากคุณสมบัติในการซอนช้ันของแผนลามิเนต 
ไดแก แนวการวางเสนใย (fiber orientation) และลําดับ
การเรียงช้ัน (stacking sequence) สามารถประยุกตให
ช้ินงานน้ันๆมีประสิทธิภาพดานความแข็งแรงมากข้ึนตอ
นํ้าหนักที่ลดนอยลง 

งานวิจัยในระยะแรกเร่ิมนิยมศึกษาในรูปแบบ Static 
mode ท่ีมีผลตอแผนลามิเนต กระท่ังเมื่อวัสดุลามิเนตมี
การใชงานในรูปแบบ Dynamic Mode มากข้ึน การศึกษา
ท่ีเกี่ยวของกับการสั่นสะเทือนจึงไดมีการพัฒนาและ
วิเคราะหมากข้ึน รวมถึงการวิเคราะหความแข็งแรง ของ
ลามิ เนตจาก Stiffness Matrices จากลามิเนตแตละ
ประเภท ในป 1991 Dcwcv H. Iiode [5] ไดศึกษาผล
ของ Stiffness Matrices (ABD matrices)   เพื่อทํานาย
ความถ่ีธรรมชาติของคานคอมโพสิต ในหนาตัดท่ีตางกัน
คือ Box-Beam และ Circular-Beam โดยมีนัยใหมีความ
ใกลเคียงกับช้ินสวนของเคร่ืองบิน ขอสรุปของงานวิจัย
แสดงให เห็นว า  การทํานายความถ่ีธรรมชา ติจาก 
Stiffnesses Matrices เ พื่ อ ค าดก า รณ ลั ก ษ ณ ะ ก า ร
สั่นสะเทือนของคานไมสามารถทําได ซึ่งสิ่งท่ีมีอิทธิพล
มากตอความถ่ีธรรมชาติน้ันคือการวางแนวเสนใย และ

ลําดับการเรียงช้ันของแผนลามิเนต ในป 1998 Jaehong 
Lee[6]ไดศึกษาการแยกช้ัน (delamination) ของคานลา
มิเนตโดยการสั่นสะเทือน และไดเริ่มศึกษาสัดสวนดาน
กวางตอความยาว ท่ีมีผลตอการสั่นสะเทือนและแยกช้ัน
ของลามิเนตในคานในวัสดุไอโซโทรปค หลังจากน้ันป 
2008 L. Jun et al.[7] ไดศึกษาการสั่นสะเทือนของคาน
โ ด ย ใ ช Third-order shear deformation theory 
(TSDT) และสรุปไดวาการใชทฤษฎี First-order shear 
deformation theory (FSDT) มี ค า ต า ง กั นน อ ยก ว า 
0.1% ในกรณีความถ่ีธรรมชาติ 1st  Mode และตางกัน
เพียง 2 % ในโหมดถัดไป สวนผลการคํานวณระหวางการ
คิดคา Poisson’s Ratio และไมคิดจะทําใหคาความถ่ี
ธรรมชาติตางกัน 16% ป 2013 Shiuh-Chuan Her[11] 
ไดศึกษา การสั่นสะเทือนโดย Piezoelectric Actuators 
และวิเคราะหดวยวิธีไฟไนตเอลิเมนต เปรียบเทียบกับ 
CLPT ซึ่งพบวามีคาตางกันกันไมเกิน 1% ในโหมดท่ี 1- 3  

 
2. วัตถุประสงคและขอบเขต 

งานวิจัยน้ีไดศึกษารูปแบบการสั่นสะเทือน (Mode 
Shape) ของแผนลามิเนตท่ีมีสัดสวนความกวางตอความ
ยาว (Aspect Ratio; a/b) ตางกัน โดยใชทฤษฎี CLPT
และเปรียบเทียบผลการคํานวณกับคา ท่ีไดจากการ
วิ เคราะหแบบจําลองจากวิธี ไฟไนต เอลิ เมนต  เพื่ อ
วิเคราะหขอบเขตของความแมนยําในการใชทฤษฎีในการ
วิเคราะหMode Shape เม่ือAspect Ratio; a/b ตางกัน
และศึกษาคานลามิเนตหนาตัดคงท่ีมีสัดสวนความกวาง
ตอความยาว (Slenderness Ratio; a/L) ตาง กันและ 
สัดสวนโมดูลัส  (Modulus Ratio; E1/E2) ตางกันเพื่อ
ศึกษาอิทธิพลของตัวแปรท้ังสองตอรูปราง Mode Shape 
ท่ีเกิดข้ึนโดยวิเคราะหแบบจําลองจากวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

โ ป รแก รม MSC. Patran/Nastran ถู ก ใ ช ใ นก า ร
วิ เคราะหแบบจํ าลองทางไฟ ไนต เอลิ เมนต ท่ี เป น
แบบจําลองของแผนลามิ เนต  และคานลามิเนต ซึ่ ง
กําหนดใหคุณสมบัติของลามิเนตท้ังสองชนิดเปนแบบ
ออโธโทรปค (Orthotropic Material)  

แผนลามิเนตจะมีขนาด 200 mm. x 200 mm. มี
การเรียงช้ันในรูปแบบสมมาตร [0°/90°/0°/90°/0°]s  
จํานวน 10 ช้ัน มีความหนารวมท้ังหมดเทากับ 2.69 
mm. โดยกําหนดใหแตละช้ันมีความหนาเทากัน และจับ
ยึดทุกดานอยางงาย (Simply-Supported)  
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คานลามิเนต มีความกวาง (a) คงท่ีเทากับ 200 mm. 
และใหมีคาความยาว (L) ท่ีเปลี่ยนไป คือ 1m. 1.5m. 2m 
และ 2.5 m. กําหนดคุณสมบัติ จํานวนช้ัน การเรียงช้ัน 
และความหนา เชนเดียวกับแผนลามิเนต โดยคานเปน
แบบจับยึดปลายดานหน่ึง และปลอยอิสระทุกดาน 
(Cantilever Beam; CFFF) 

 
3. ทฤษฎีและการคํานวณ 

3.1 Classical Laminate Plate Theory (CLPT) 
CLPT เปนทฤษฎีท่ีพิจารณาเรื่องของการโมเมนท

การดัด (Bending Moment) [8] ที่มีผลตอแผนลามิเนต
โดยมีสมมุติฐานเบ้ืองตนคือ  

 (1) 

 
 

รูปท่ี 1 ผลลพัธของแรงและโมเมนต (Resultant forces 
and moments of laminate) [10]  

 
สมการของแผนลามิเนตสามมารถเขียนในรูปแบบสมการ 
Hook’s low คือ  

� = E�  (2) 
โดยแทนคาในรูปแบบ Constitutive Equations สําหรับ
แผนลามิเนตดังน้ี 
 

�
�
�

   (3) 

 

และ     
�
�
�

  (4) 

 
รูปแบบ ABD Matrices ไดดังน้ี (Stiffness Matrices) 

 (5) 

เมื่อยายขางสมการใหอยูในรูปของ strain (�) และ รัศมี
ความโคง ( )จะไดสมการในรูปเต็มดังน้ี 
 

 (6) 

 
ซึ่ง fully inverted form ในสมการท่ี 6 มักเปนรูปแบบ
สวนใหญของสมการ ท่ี เปนส วนประกอบลามิ เนต
(laminate constitutive equations) [12] เพื่อใชในการ
คํานวณการสั่นสะเทือนในข้ันตอนตอไป 
 
3.2 การคํานวณความถ่ีธรรมชาติของแผนลามิเนต โดย
ใชทฤษฎี CLPT 

การคํานวณความถ่ีธรรมชาติของแผนลามิเนตน้ัน จะ
เปนการคํานวณแบบรวมเปน 1ช้ัน (Single Layer) คือหา
คุณสมบัติรวมของลามิเนตท้ังแผนเปนช้ันเดียว โดยใชคา

คุณสมบัติ E1 E2 �12 และ G12 ของวัสดุมากคํานวณเพื่อ
หา ค า คว ามแ ข็ งแ รง ขอ งแต ล ะ ช้ั น  ([Q]1,2 , Layer 
Stiffness) หลังจากน้ัน จึงคํานวณความแข็งแรง โดยใช

มุมของแตละช้ัน (�k) เพื่อหาคาความแข็งแรงของวัสดุท่ี

ทํามุม�k กับแกน x-y ( ) หลังจากน้ันจะใชคา 
คํานวณหา ABD Matrices จากระยะช้ันของลามิเนตตาม
แนวแกน z (zk)   

 
รูปท่ี 2 การแบงช้ันลามิเนตเพื่อการคํานวณ [1] 

 
 
 
 

 
 

รูปท่ี 3 ตัวอยางการวางมุมไฟเบอร [0/90/0/90] 
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โดยคํานวณเมตริกซ ABD จากสมการ 
 (7) 

 
 (8) 

 
  (9) 

คํานวณคา Laminate extensional compliance 
matrix  จากสมการดานลาง 

  (10)
ใชทฤษฎี Single layer เพื่อหาคุณสมบัติแบบเฉลี่ยรวม
ทุกช้ันของลามิเนตคือ Modulus ในแนวแกน x-y (Ex, Ey) 
Poisson Ratio; � และคา Shear Modulus (Gxy) โดยใช
ความหนาท้ังหมดของแผนวัสดุ  

  (11)

  (12)

  (13)

� (14)

 
คํานวณเมตริกซ D ใหมโดยคุณสมบัติจากสมการท่ี 11 –
14 เพื่อคํานวณคา แทนคา Dij ลงในสมการที่ ( ดานลาง ) 

เพื่อคํานวณคาความถ่ีธรรมชาติ �mn (rad/sec) 
 

(15) 
 

  (16)

คาความถ่ีธรรมธรรมชาติในหนวยเฮิรต (Hz) 

เทากับ mn โดยท่ี m,n = 1,2,3,… และ a,b  คือความ
ยาวตามแนวแกน x และ y ตามลําดับ 
 
3.3 แบบจําลองวิธีไฟไนตเอลิเมนต 

การจําลองในงานวิจัยน้ี เปนการสรางแบบจําลอง
โดยใชโปรแกรม Patran/Nastran ในรูปแบบ 2 มิติ คือ
สรางแบบจําลองดวยความกวางและยาวตามขนาดท่ี

กําหนด และคุณสมบัติของวัสดุเปนแบบ Orthotropic 
และสรางคุณสมบัติแผนลามิเนตโดยความหนาของ
แบบจําลองเปนแบบ shell และกําหนดรูปแบบการวาง
แ ผ น ล า มิ เ น ต เ ป น แ บ บ  Simply-support แ ล ะ 
Cantilever ในแบบจําลองคาน และวิเคราะหความถ่ี
ธรรมชาติในโหมดท่ี 1 ถึง 10  

 
4. ผลการคํานวณความถ่ีธรรมชาติของแผนลามิเนต 

โดยใชทฤษฎี CLPT และไฟไนตเอลิเมนต 
งานวิจัยน้ีเลือกใชคุณสมบัติแผนลามิเนตท่ีทําจาก

วัสดุ T300/934 CFRP โดยมีคุณสมบัติดังน้ี 
E1 = 120 GPa, E2 =7.9 GPa, G12 = 5.5 GPa,  

ρ = 1580 kg/m3, �12 = 0.33  
ขนาด 200 mm. x 200 mm. ซ่ึงมีการเรียงช้ันใน

รูปแบบสมมาตร[0°/90°/0°/90°/0°]s จํานวน 10 ช้ัน มี
ความหนาท้ังหมดเทากับ 2.69 mm. โดยกําหนดใหแตละ
ช้ันมีความหนาเทากัน และทุกดานวางในแบบ Simply-
Support จะไดเมตริกซ D เพื่อใชในคํานวณและแทนคา
ในสมการ (15) ดังน้ี 

 

 

 
ดังน้ันคาความถ่ีธรรมชาติจากวิธี CLPT เทากับ 302.46 
Hz. และ เมื่อวิเคราะหดวยวิธีการไฟไนตเอลิเมนต จะได
คาความถ่ีเทากับ 302.35 Hz. ดังแสดงในรูปท่ี 4 

 
รูปท่ี 4 รูปแบบความถ่ีธรรมชาติใน 1st mode 

 �max = 4.85 mm. 
 
4.1 ข น า ด เ อ ลิ เ ม น ต ที่ เ ห ม า ะ ส ม  (Mesh size 
Convergence) 

การแบงขนาดของเอลิเมนต ท่ีเหมาะสมตอการหา
คาความถ่ีธรรมชาติน้ัน ผูวิจัยแบงขนาดเอลิเมนต จาก
ขนาด  20 mm. - 1 mm. ผลของขนาด เอลิ เมนต ท่ี
เหมาะสมตอการหาคาความถ่ีธรรมชาติท่ีคือ 2.5 mm. 
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เน่ืองจากคาความถ่ีจะมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาในขนาด
ท่ีตํ่ากวา 2.5 mm. รวมถึงคาความถ่ีธรรมชาติใกลเคียง
กับการคํานวณโดยวิธี CLPT ท่ีผูวิจัยคํานวณได  

นอกจากน้ันคาความถ่ีธรรมชาติในขนาดเอลิเมนต 
2.5 mm. ยั ง มี ค า ใ ก ล เ คี ย ง กั บ ง า นวิ จั ย อื่ น ๆ เ ช น 
Whitney[4]  ซ่ึงคํานวณโดยวิธี CLPT คาความถ่ีเทากับ 
303.08 Hz.และการวิเคราะหของของ M.B.V Reddy[4] 
ซึ่ ง วิ เคราะห ในรูปแบบ FEA ด วยโปรแกรม Ansys 
คาความถ่ีธรรมชาติเทากับ 302.05 Hz. 

 

 
รูปท่ี 5 ความถี่ธรรมชาติในขนาดเอลิเมนตท่ีตางกัน 

 
4.2 ผลการคํานวณคาความถ่ีธรรมชาติในกรณีสัดสวน
ความกวางตอความยาวตางกัน (a/b; Aspect Ratio)  
 ผลการคํานวณความถ่ีธรรมชาติโดยใชทฤษฎี
CLPT แล ะ ไฟ ไนต เ อ ลิ เ มนต  ท่ี  Aspect Ratio(a/b) 
ตางกันโดย a และbคือความยาวในแนวแกน x และ y 
ตามลําดับ กําหนดbมีคาคงท่ีเทากับ200 mm. จากตาราง
ท่ี 1 และ รูปท่ี 6  พบวาความถ่ีจากทฤษฎีจะมีค า
ใกลเคียงกับคาจากไฟไนตเอลิเมนตท่ีสุดเม่ือ a/b =1และ
จะมีความแตกตางกันไมเกิน10%เม่ือสัดสวน0.75< 
a/b<1.25แตในกรณีท่ีa และb ตางกันเกินกวา25%ผล
การคํานวณของท้ังสองวิธีก็จะมีความแตกตางมากข้ึน 

ดังเห็นไดวาในงานวิจัยท่ัวไป การเปรียบเทียบ
คาความถ่ีธรรมชาติในการคํานวณ กับการวิเคราะหโดย 
FEA หรือการใชทดลองมักจะกําหนดขนาด a/b = 1 หรือ
คา aspect ratio ตางกันไมเกิน 25% เชน J. P. Talbot 
and J. Woodhouse [3] ซ่ึงเปนงานวิจัยเพื่อหาคาการ
สั่นสะเทือนตามทฤษฎีCLPT เปรียบเทียบผลกับการ
ทดลองโดยใชแผนลามิเนต 3 ขนาดคือ 178 X 176 X 
0.95 mm.  230 X 230 X 1.07 mm แล ะ  126 X 108 
X 0.92 mm. ห รื อ ใ นก รณี ง า นข อ ง  Khaldoon F. 

Brethee [4] พิจารณาความถี่ธรรมชาติของลามิเนต แบบ
มีการตัดตรงกลางแผนใชแผนลามิเนตแบบสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
25 X 25 mm. แต เปลี่ยนแปลงขนาดของความหนา 
0.25, 1.25 และ 2.5 mm. คํานวณในทฤษฎี CLPT เพื่อ
ลดคาความผิดพลาดจากขนาดแผนดาน a และ b และ
วิเคราะหไฟไนตเอลิเมนต รวมถึง Shiuh-Chuan H. [11] 
ท่ีใชขนาด a=300 mm. และ b=380 mm.ในการศึกษา 
ความถ่ีธรรมชาติโดย CLPT และวิเคราะหดวยไฟไนตเอลิ
เมนต 
 
ตารางที ่1 คาความถ่ีธรรมชาติในสัดสวนกวางยาวตางกัน 

a/b 
Ratio 

CLPT Natural 
frequency (Hz)  

FEA Natural 
frequency (Hz) 

% Error 

2.00               151.23                212.88  29.0% 

1.50               201.64                230.55  12.5% 

1.25               241.96                249.51  3.0% 

1.00               302.46                304.67  0.7% 

0.75               403.27                433.27  6.9% 

0.50               604.91                858.21  29.5% 

0.25            1,209.82             3,156.03  61.7% 

 

 
รูปท่ี6 กราฟเปรียบเทียบคาความถ่ีธรรมชาติในโดยวิธี 

CLPTและไฟไนตเอลิเมนต 
 
จากผลของการคํานวณและงานวิจัยท่ีไดกลาวถึง จึง

เช่ือไดวาทฤษฎี CLPT ไมเหมาะสมกับการคํานวณแผนลา
มิเนตท่ีมีสัดสวน a/b ตางกันมากเกิน 25%  

ดังน้ันการคํานวณช้ินงานท่ีมีรูปรางเรียว (Slender) 
เชนคานลามิเนต จึงควรใชวิธีไฟไนตเอลิเมนตในการ
ทํานายคาความถ่ีธรรมชาติ และรูปแบบการสั่นสะเทือน 
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4.3 การวิเคราะหคาความถ่ีธรรมชาติของคาน 
การวิเคราะหคาความถ่ีธรรมชาติของคาน จะใช

คุณสมบัติของวัสดุในรูปแบบเดียวกับแผนลามิเนต แตจะ
มีสัดสวนความกวาง และความยาวท่ีเปลี่ยนไปตาม
รูปแบบของคาน โดยจะเปนการจําลองคานในรูปแบบ 2 
มิติ (2 Dimension) มีการจับยึดดานปลายหน่ึงดาน และ
เปนอิสระในทุกดานท่ีเหลือ ( Cantilever Beam ;CFFF) 
มีขนาดความยาว (L) แบงเปน 4 แบบ โดยกําหนดให
ความกวาง (a) มีคาคงท่ี 200 mm และความยาวเทากับ 
1m. 1.5 m. 2m. และ 2.5 m.  

 
 
  
 
  
 
 

รูปท่ี 7 คานยื่น (Cantilever Laminate Beam) 
 
การแบงขนาดเอลิเมนตท่ีเหมาะสมตอแบบจําลอง

คานยื่นมีคาเทากับแบบจําลองของแผนลามิเนตโดยขนาด
ท่ีเหมาะสมของเอลิเมนตเทากับ 2.5 mm แตไมสามารถ
วิเคราะหไดในคาความถ่ีธรรมชาติ 1st  – 3rd  Mode 
เน่ืองจากคาความถ่ีธรรมชาติแทบจะไมแตแตกกันเลยใน 
mode แรก (รูปท่ี 8) แตจะมีความแตกตางเล็กนอยใน 
4th  -7th  Mode และสูงข้ึนเรื่อยใน 8th -10th Mode 
โดยเฉพาะอยางย่ิงใน 10th Mode จะระบุไดชัดเจนถึงคา
ความเหมาะสมของขนาดเอลิเมนตท่ีเทากับ2.5 mm. ดัง
แสดงในรูปท่ี 9 

 

 
รูปท่ี 8 ความถี่ธรรมชาติ 1st Mode ตอขนาดเอลิเมนต 

 
รูปท่ี 9 ความถี่ธรรมชาติ 10th Mode ตอขนาดเอลิเมนต 

 
4.3.1 การสัน่สะเทือนของคาน ในกรณสีัดสวนความ
กวางตอความยาว (a/L) ตางกนั 

เมื่อความยาวของคานมีคาเปลี่ยนไป โดยความกวาง
มีคาคงท่ี 200 mm และความยาวเทากับ 1m. 1.5 m. 
2m. และ 2.5 m. คาความถ่ีธรรมชาติจะมีคาลดลงเมื่อ
สัดสวนความกวางตอความยาวคาน(a/l) มีคาลดลง ดัง
ตารางที่ 2 และรูปท่ี 10 

 
     ตารางที่ 2 คาความถ่ีธรรมชาติเมื่อ a/Lตางกัน 

Natural frequency of Cantilever Beam (Hz) 

Mode Shape a/L = 0.2 
L = 1 m. 

 

a/L = 0.13 
L = 1.5 m. 

 

a/L = 0.1 
L = 2 m. 

 

a/L = 0.08 
L = 2.5 m. 

 
1st 2.72 1.21 0.68 0.45 

2nd 14.00 7.58 4.26 2.83 

3rd 17.06 8.98 6.60 5.23 

4th 44.77 21.23 11.94 7.92 

5th 47.77 27.84 20.22 15.51 

6th 83.15 41.60 23.40 15.93 

7th 93.60 49.28 34.99 25.65 

8th 132.67 68.77 38.68 27.28 

9th 154.74 74.62 49.24 32.91 

10th 183.10 85.80 51.57 38.31 

 

 
รูปท่ี 10 คาความถ่ีธรรมชาติเมื่อ slender ratio ตางกัน 
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รูป 11 ตัวอยาง Mode Shape คานสัดสวน a/ L = 0.1 

 
4.3.2 การสัน่สะเทือนของคาน กรณีสดัสวนโมดลูัส 
(E1/E2) ตางกัน 

การวิเคราะหคาการสั่นสะเทือนตามธรรมชาติ
โดยศึกษาอิทธิพลของ Modulus Ratio; E1/E2 กําหนดให 
กรณีท1ี E1 มีคาคงท่ีเทากับ 120 GPa โดย วิเคราะหใน 4 
รูปแบบคือ E1/E2 = 20, 15, 10,  5 และ 2.5 และกรณีท่ี 
2 กําหนดให E2 มีคาคงท่ีเทากับ 7.9 GPa และให E1/E2 
= 25, 22.5, 20, 17.5, 15, 12.5 แ ล ะ  10 โ ด ย ใ ช
แบบจําลองคานท่ีมีความกวางเทากับ 200 mm. ความ
ยาว 2 m. 

กรณีท่ี 1 เม่ือกําหนดให E1 มีคาคงท่ี คาความถ่ี
ธรรมชาติจะสูงข้ึนตามลับดับ Mode Shape ท่ีเพิ่มข้ึนดัง
รูปท่ี 12 โดยท่ี Mode Shape เดียวกัน เมื่อ Modulus 
Ratio ลดลงหมายถึงคานแข็งเกร็งข้ึน คาความถ่ีธรรมชาติ
ก็จะสูงข้ึนดวย กรณีที่ 2 กําหนดให E2 มีคาคงท่ี คาความถ่ี
ธรรมชาติจะเพิ่มข้ึนตามลับดับ Mode Shape ดังรูปท่ี 
13 โดยเมื่อ Modulus Ratio เพิ่มข้ึนหมายถึงคานจะมี
ความแข็งเกร็งมากข้ึนดวย ดังน้ันคาความถ่ีธรรมชาติก็จะ
สูงข้ึนดวย  

 

 
รูปท่ี 12 คาความถ่ีธรรมชาติเมื่อModulus Ratio ตางกัน

โดยกําหนด E1 = 120 GPa 

 
รูปท่ี 13 คาความถ่ีธรรมชาติเมื่อModulus Ratio ตางกัน

โดยกําหนด E2 = 7.9 GPa 
 

5. สรุปและวิเคราะหผล 
อิทธิพลของรูปรางของแผนลามิเนตตอความถ่ี

ธรรมชาติน้ัน สรุปไดวาในกรณีของการคํานวณดวยทฤษฎี 
CLPT หากความกวางตอความยาว (a/b) มีคาระหวาง 
0.75 – 1.25 คาความถ่ีธรรมชาติสามารถคํานวณไดดวย
ทฤษฎี โดยคาท่ีไดจะมีคาใกลเคียงกับวิธีการคํานวณดวย
วิธีการไฟไนตเอลิเมนตโดยคาความแตกตาง จะไมเกิน 
10% และคาความถ่ีธรรมชาติจะมีคาใกลเคียงกันท่ีสุดเมื่อ
แผนลามิเนตเปนสี่เหลี่ยมจัตุรัส (a/b = 1) แตหาก a และ 
b ตางกันเกิน 25 % คาความแมนยําของคําตอบจะไม
สามารถคํานวณไดดวยทฤษฎี CLPT 

สําหรับคานคอมโพสิตในรูปแบบคานย่ืน สัดสวน
ความกวางตอความยาว (a/L) มีผลตอความถ่ีธรรมชาติ
คือ เ ม่ือสัดสวน a/L ลดลง(คานยาวข้ึน) จะมีผลให
ค า ค ว า ม ถ่ี ธ ร ร ม ช า ติ ล ด ล ง ใ น ทุ ก  Mode Shape 
กรณีศึกษาของ a/L = 0.13 - 0.08 มีคาความถ่ีธรรมชาติ
ลดลง 42% - 83% เมื่อเทียบกับ a/L = 0.2 

อิ ท ธิ พ ล ข อ ง Modulus Ratio ท่ี มี ผ ล ต อ
คาความถ่ีธรรมชาติน้ันปจจัยหลักมากจากความแข็งเกร็ง
ของแผนลามิเนต  

กรณีที่1 Modulus Ratio ลดลงหมายถึงแผนลา
มิเนตมีความแข็งเกร็งมากข้ึน สวนในกรณีท่ี 2 Modulus 
Ratio เพิ่มข้ึนหมายถึงแผนลามิเนต มีความแข็งเกร็งมาก
ข้ึน และความแข็งเกร็งท่ีเพิ่มข้ึนทําใหคาความถ่ีธรรมชาติ
ของคานเพิ่มข้ึนในทุกๆ Mode Shape นอกจากน้ียัง
พบวาคา E1 จะเปนตัวแปรหลักท่ีมีผลตอการเพิ่มข้ึนของ
ความถ่ีธรรมชาติ ดังจะเห็นไดจากรูปท่ี 13 ซึ่ง Modulus 
Ratio ท่ีเพิ่มข้ึน เกิดจากการเพิ่มข้ึนของคา E1 การ
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กระจายตัวของคาความถ่ีธรรมชาติของแตละ Mode 
Shape จะมองเห็นไดชัดเจนกวากรณีท่ี 1 ท่ีคา E2 มีการ
เปลี่ยนแปลงดังในรูปท่ี 12 

นอกจากน้ันผูวิจัยเห็นวาแนวทางการศึกษาและ
พัฒนาควรศึกษาปจจัยดาน อ่ืนๆท่ีมีผลตอความ ถ่ี
ธ ร ร ม ช า ติ  เ ช น  Stacking Sequence , Fiber 
Orientation สําหรับคานท่ีมี หนาตัดซับซอนข้ึนเชน หนา
ตัดแบบกลองสี่เหลี่ยม (Box-Beam ) หรือ แบบตัวไอ (I-
Beam) เพื่อพัฒนาการออกแบบคานคอมโพสิตใหมี
ความถ่ีธรรมชาติไมตรงกับลักษณะการสั่นสะเทือนของ
สภาพแวดลอม หรือเพื่อลดการสั่นสะเทือนในขณะทํางาน
ท่ีความถ่ีน้ันๆ  
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