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Analysis of steady-state heat conduction for two-dimensional solids                        
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Abstract 
 This paper describes the analysis of two-dimensional heat conduction problems at steady 
state by using the traditional finite difference method.  The Cartesian grid system is employed.  The 
finite difference method can easily generate the system of algebraic equations for internal nodes but 
it can face some difficulties for the boundary nodes especially when the boundary is curved.   Two 
types of boundary conditions are presented in this paper such as the constant temperature and 
adiabatic conditions.  The assessment of present method is done by choosing three problems with 
curved and sloped boundaries.  Finally, the comparison between the present solution and the 
solutions from other methods such as analytical method, unstructured finite volume method and the 
finite element method are shown.  
Keywords: finite difference method, heat conduction, steady state.  
 

1. ���
� 
��
�=�J���
�������
+���+�� �	(&�
	��	��
����

�)>��	���&����,�+�?F��)*!����
�������
+�� �&��&
C)
"��
��"���"�� <��������,���%����&�,�";�%;+�� �����+�	(&�
	�
�	��
����,�"�)>��&��	�� ����
<�+����
��
�������
+��  
�	(&�&�,�+������	����"���� �	(&�
	�������;=����+�����%�&� 
���<��"��"��K�����)*!���+����
)
�����"�  �	(&�
	� 
������;=���)>��&�
C+#�������"����+������,�+<�" �	(&,/,��� 

�	/�/��
�;� [1] �	(&,/,������B� [2] �	(&,/,������	����� 
[4] �	(&%������
&���	����� [5] �)>��+�   

�	(&,/,����	/�/��
�;� ;=��A���)>��	(&�
	��������&�
��"�<�"�&��B� <��AC������,)�)>����� ���������#�� �	(&
,/,������	���������
A�������%��+ ��%)*!���&��&

C)
"�����D,�+�+����
�
+���	�����������&��� �
�����	
������&����&���;=������
A#�����
C)
"�� ��"��,
�D,�+�����
$�������)*!�� �	(&,/,������	�����,�+
�%�����	�� 

CST0001



                                                               ��������	
�������
�������
��
���	�
�������������������� 
������� 30 
                                                      5-8 �����
	 2559 ����
�!"���� 

 
 

��"����������+�	(&�&'AC��
+���)>� $)
<�
����F	����
�
����
D#
C)��"��������  )*!����
�������
+������
������,���%�������
A�������%,�+�+�� �	(&,/,������	-
����� �	(&�&����������%������&'��� �	(&,/,����	/�/�-
�
�;�;=���&�+��&%����"���
"� �	(&�&'����
A�
+���)>�
$)
<�
�,�+�"����"� ������#��������
�&��
+�)>��	���&� 
��+��#,�+�"�� �	(&�&',�"#���)>��+���
+��
��������
+��$�
��"��
���$����	 ���AB )
��������%������&'��� ��������	(&
�
+������
,/,����	/�/��
�;� F�L��$)
<�
� 
���F	����
��+����J�/�
�<�
� 90 �F������������
�B���C�	�����)*!���&��&��%�����&�� �
���&���J��$�+� 
������)
&�%��&�%��%��+�<������
	���
��&�
&��  

���'����&����������%������&' )
���%�+��
����+��&� 2 ��"��A=�����
<��������,���%�������
�%
)*!����
�������
+�� ����+��&� 3 �(	%��������

F�'�M������	(&,/,����	/�/��
�;�   ����+��&� 4 
�)
&�%��&�%N���
������#���	(&�&��
+��% N���
������
#���	(&����K <������+��B��+����"��A=��+��
B)�&�,�+#��
��
�=�J�
��A=�<�������
F�L��������� 

  
2. �$%&� 

����
����
�%��
�������
+������	�	 �����+
���������� (steady state) N"�����AB���<�D��&
�B���%��	�
	�����
+���������������
A�(	%��,�+�+��  

 

� �
� � �

� �

2 2

2 2
0

T T g
kx y

 (1) 

 

����� T  ����B���C�	��������<�D�, � �,x y  ������<��"�

���
�%%F	�����
��&�
&������	�	, k  ������F��
���
����
+��������AB, g  ������
���
N�	�����
+���"�

��=����"��)
	���
������AB 
��

�%B������,���%�������
A���,�+ 3 
C)<%%

����&' 
�) ������,��B���C�	N	����&�  

�
s

T T  (2) 

�) ������,�/���;�����
+���&�N	� 
� �� �

� 	 �
 �� �� 

s x y

T T
q k n n

x y
 (3) 

�) ������,���
F�����
+���&�N	� 

� ��

� �� �
	 � 	 �
 �� �� 


x y

T T
h T T k n n

x y
 (4) 

 

����� 
s
T  ����B���C�	�&���������+��%N	�������AB, �T ���

�B���C�	������,���&������+��	���
F�����
+��, 
s
q ��� 

/���;�����
+���&���������+��%N	�������AB, h  ���

���)
��	�(	Q��
F�����
+��, � �,
x y
n n �������)
���%

���������
���=����"��;=��FB"� ���#��F�'�N	�������AB 
  

3. ����!"!�����"�"����#� 
�	(&,/,����	/�/��
�;���� �	(&�
	�������
�	���=��

�&��
+����
����
�
�#���B���C�	$��)
���� ����
�% 
����
��BF��(��"��  ����
��BF��(��"��AC��)�&�����+�)>�

�%%����
F&
��	��
	���+�����
�%#B��"��"��K ������'�
$����  ��'���������!����	(&,/,����	/�/��
�;���� ��

�������������$�
��"�� (mesh size) ���	���� x  
<�� y  �F����
+����
������ ���<��"����#B��"�����
�%

�������"�����B���C�	 ���&��&'#��
+$�
��"���&��&����
��������� <�"����$�
��"�����	���� x  <�� y ��#,�"

��"�����D,�+  
����
,/,����	/�/��
�;�����
�% #B��"������

�&��)>�,)����	(&N��"������ (central difference) 
#���+����<�"�����C� F	#�
��#B��"���
C)�&� 1 �"�����
���
������B���C�	���	���� x  ����
�%#B��"��&�

���<��"� � �,x y  ����
A)
�����"�#���B���C�	�&��&#B�

�"�
�%�+�����<��"� � �,x x y� �  , � �,x x y	 �  ��C"

�"����� 2 x�    
 

, ,

,
2

x x y x x y

x y

T TT
x x

�� 	�	� ��
�
 �� �� 


 (5) 

 
��!!���J�������%�"��<���A=� ���<��"����#B��"��&�
F	#�
��  �������
������B���C�	���	���� y �&�

���<��"� � �,x y  ����
A)
�����"�,�+#���B���C�	�&�

#B��"�
�%�+�����<��"� � �,x y y� � , � �,x y y	 �

�"����� 2 y� �����'� 

CST0001



                                                               ��������	
�������
�������
��
���	�
�������������������� 
������� 30 
                                                      5-8 �����
	 2559 ����
�!"���� 

 
 

 

, ,

,
2

x y y x y y

x y

T TT
y y

�� 	�	� ��
�
 �� �� 


 (6) 

 

�"���BF��(������%�������B���C�	�&�#B��"� � �,x y ��

�	���� x  ����
A)
����,�+$��������������
�� 

�
���"���BF��(������%��=���&����<��"� � �/ 2,x x y� �

<�� � �/ 2,x x y	 � �
"��#B��"� � �,x y �+��
����"�� 

x�  
 
2

2
, ,x y x y

T T
x xx

� �� � � �� � �
� 
 �
 � 
 �
 � 
 �� �� � 
� 
 � 
              

             
, ,
2 2
x x

x y x y

T T
x x

x

� �
� 	

� � � �� �
	
 � 
 �� �� 
 � 


�
�

 

� �
, , ,

2

2
x x y x y x x y
T T T

x

	� ��	 �
�

�
 (7) 

 

�"���BF��(������%�������B���C�	�&�#B��"� � �,x y ��

�	���� y ����
A<��,�+�+��  

 

� �
2

, , ,

2 2
,

2
x y y x y x y y

x y

T T TT

y y

	� ��	 �� ��
�
 �
 ��� 
 �

 (8) 

 
<������
�&� (7) <�� (8) ��������
�&� (1) �����+,�+ 
����
,/,����	/�/��
�;� ����
�%#B��"����<��"� 

� �,x y �����$��������&' 

 

   
� �

, , ,

2

2
x x y x y x x y
T T T

x

	� ��	 �
�

�
 

� �
, , , ,

2

2
0x y y x y x y y x y

T T T g

ky

	� ��	 �
� �

�
 (9) 

���
�&�&� ��%���$������&������B���%<�� 
<��  x  <�� y  #������+����
�&� (9) ,�"����
A�
+

���,�+ �"�,)#���"��A=�����
,/,����	/�/��
�;�
����
�%#B��"��&���C"���+��%��%�����&�� [1] ���
C)�&� 2  

F	#�
��
C)�&� 2(�) ;=��$�
��"��#B��"����
<��<�� x �����%��%�����&�� �B���C�	�&�#B� B  
����
A)
�����"�,�+#��  

        � �,
,

B N j
N j

T
T T x

x
�

� ��
� � � 
 ��� 


    

                         
� �2 2

2
,

2
N j

x T

x

� � � ��
� 
 �
 ��� 


 
(10) 

 
����� 0 1�� �    ������&��B���C�	�&�#B� 

� �1,N j	 ����
A)
�����"�,�+#�� 

     1, ,
,

N j N j
N j

T
T T x

x	

� ��
� 	 � 
 ��� 


      

               
� �2 2

2
,

2
N j

x T

x

� � ��
� 
 �
 ��� 


 
(11) 

 

����#�����#�����<)
 � �
,N j

T x� � ���,)#������
 

�&� (10) <�� (11) N��&�,�+��� 
 
 

 

C)�&� 1 $�
��"�����#B��"��&����<��"� � �,x y ����� 

$���� 
 

x

y

� �,x y �

� �,x y y� � �

� �,x y y	 � �

� �,x x y	 � � �,x x y� � �

y� x� �

CST0001



                                                               ��������	
�������
�������
��
���	�
�������������������� 
������� 30 
                                                      5-8 �����
	 2559 ����
�!"���� 

 
 

     
� �

2

2 2
,

2

N j

T

x x

� ��
� �
 �
 ��� 
 �

             

               
� �

1, ,

11
N j N jB
T TT

� �� �
	

� �
� �� 	

�� ��� �
 

(12) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(�) 
 
 
 
 
 
 
 

(�) 
 
 
 
 
 
 
 
 

(�) 

C)�&� 2 #B��"��&���C"%
	������+��%��%����&��&���J�� 
��&������B���%<�� x  <�� y : (�) $�
��"��#B��"���� 

<��<�� x �����%��%�����&�� (�) $�
��"��#B��"���� 
<��<�� y �����%��%�����&�� (�) $�
��"�����<�� 

<�� x <�� y �����%��%�����&�� 

�����'�����
,/,����	/�/��
�;�����
�%#B��"���
C)�&� 2 
(�) ��������%����
�&� (9) ����+�F#���&���&����+����% 

� �2 2

,N j
T x� �  

F	#�
��
C)�&� 2(�) ;=��$�
��"��#B��"����
<��<�� y �����%��%�����&�� �B���C�	�&�#B� C

����
A)
�����"�,�+#��  
 

     � �,
,

C i M
i M

T
T T y

y
�

� ��
� � � 
 ��� 


       

                            
� �2 2

2
,

2
i M

y T

y

� � � ��
� 
 �
 ��� 


 
(13) 

 

����� 0 1�� �    ������&��B���C�	�&�#B� � �, 1i M 	

����
A)
�����"�,�+#�� 
 

     , 1 ,
,

i M i M
i M

T
T T y

y	

� ��
� 	 � 
 ��� 


        

                            
� �2 2

2
,

2
i M

y T

y

� � ��
� 
 �
 ��� 


 
(14) 

 

����#�����#�����<)
 � �
,i M

T y� � ���,)#������
 

�&� (12) <�� (13) N��&�,�+��� 
 

     
� �

2

2 2
,

2

i M

T

y y

� ��
� �
 �
 ��� 
 �

             

               
� �

, 1 ,

11
i M i MC
T TT

� �� �
	

� �
� �� 	

�� ��� �
 

(15) 
 
�����'�����
,/,����	/�/��
�;�����
�%#B��"���
C)�&� 2 
(�) ��������%����
�&� (9) ����+�F#���&���&����+����% 

� �2 2

,i M
T y� �  


C)�&� 2(�) $�
��"��#B��"����<��<�� x  <��
y  �����%��%�����&��  #B� B  <��#B� C ���#B��&���C"

%���%��� �����'�����
,/,����	/�/��
�;�����
�%#B�

� �1 ,N j	

,N j

� �, 1N j �

� �, 1N j 	

B

y�

y�

x� x��

x� x�

y�

y��
,i M

� �1 ,i M	 � �1 ,i M�

C

� �, 1i M 	

� �, 1N M 	

� �1 ,N M	 ,N M
B

C

y��

x��x�

y�

CST0001



                                                               ��������	
�������
�������
��
���	�
�������������������� 
������� 30 
                                                      5-8 �����
	 2559 ����
�!"���� 

 
 

�"� � �,N M  ����
A��,�+#������
�&� (12) <�� (15) 

����&' 
 

  
� � � �

1, ,

2

2
11
N M N MB
T TT

x � �� �
	

� �
� �� 	

�� ��� � �
   

   
� � � �

, 1 ,

2

2
11
N M N MC
T TT

y � �� �
	

� �
� �� � 	

�� ��� � �
   

                             , 0N M
g

k
� �  

(16) 
 
���
�&�&� x y h� � � �  #������+����
�&� (16) �&
C) 

<%%�&��"���	���='� 
 

� � � �
1, , 1

1 11 1
N M N MB C
T TT T

� �� � � �
	 	� � �
� �� �

 

       
2

,
,

1 1
0

2
N M

N M

g h
T

k� �
� �

	 � � �� �
� �

    
(17) 

 
�"�#����'� �����%�
	�������,�+��#����
������������ 
,���%��� <����
<�+
�%%����
�
	���+��+���	(&����� 
,;��	�<%%#B��"�#B�  ��
�������	'��B������ 
 

       
1

510
n n
i i

n
i i

T T

T

	

	
	

��     
(18) 

 
����� i  �������������#B��"�<��  n  �����������
�'� 
�����
������;'�� �"� tolerance 10-5 AC��
+����
 
���
�%�����%�"��C"��+��
��,�" A+��+����
�
+�"� 
tolerance �&��+����"��&'�"�����,�+ <�"#��+���
+������ 
��
�������&��������='� �"��&',�",�+�+���	�#������	#�� 
�� 

 
4. '(����
���) 

)*!����'�����&��
+����
����%�����%#�� �	(&
,/,����	/�/��
�;��&��'���� 3 )*!��  )*!���&� 4.1 
<�� 4.2 ,�"�&��
N�	�����
+����������<�D� )*!���&� 
4.3 �&��
N�	�����
+���"���=��)
	���
�����
����&�  

$)
<�
��&��
+<�����
�
�#���B���C�	��� �B�)*!�� 
��� $)
<�
�����
D#
C)
����"� Tecplot 
4.1 �����	*���+)
����,�'������
��
(�����(�� 

)*!���&'�����#������������ Versteerg and 
Malalasekera [2] ;=��<�����+��D������"����
������ 
��
�������
+���+���	(&,/,������B� ����
�%�
	�,
+ 

��%&�% (unstructured finite volume method) 

C)
"�� ������������&���&����+�� <��������,���%���
���)*!���&� 4.1 <�����C"��
C)�&� 3 ���������
���
)*!���&� 4.1 �����+��
����������
A�
+�F&����=����
������
C),�+ $�
��"�����#B��"�<�����C"��
C)�&� 4  

 

 
 


C)�&� 3 
C)
"��<��������,���%�������
�%)*!���&� 4.1 
 

  

C)�&� 4 �
	��&��
+��)*!���&� 4.1 
 

������,���%���<%%�B���C�	���&�,�+<�" 500oC 
����
�%N	��+�������������&������� 400oC <�� 
200oC ����
�%N	��+������������&�������  ��%���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

T�=�400oC�

T�=�400oC�

Insulated�

Insulated�

2�cm�

4�cm�

� � � � �� �� 	� 
� ��

�� ���

�� ���

�� ��

��
�� �� ��� ��� ���

�	

�
 �� ��� ��

	� 	� 	�� 	�


� 
� 
�� ��

��
�� �� ��

�� �	�
�
� �� ���

���

CST0001



                                                               ��������	
�������
�������
��
���	�
�������������������� 
������� 30 
                                                      5-8 �����
	 2559 ����
�!"���� 

 
 

�+���&��������'���� ��������+�)>� adiabatic wall (,�"
�&/���;�����
+��,��N"����%���,�+) N��������&���,�"�&
��
N�	�����
+�� �B���C�	�&�������,�+#���	(&,/,�����
�B�<���	(&,/,����	/�/��
�;� AC������<���,�+��
C)�&� 
5(�) <�� 5(�) ��������%  #�����#B��"�����	(&,/,�����
�B��������
 [2] ,�",�+AC�
�%B�"��&#�������"����F&��<�"

�%B�"��)>��
	��&��&��������&����� �����'�#=��
+�)>�
�+��C��+���	���%������&'  #�����#B��"�����	(&,/,���
�	/�/��
�;� ��� 101 #B��"�  
C)�&� 5(�) <�� 5(�) <���
��+��D�A=��������+��&������B���C�	#����'�����	(& 

 

 
(�) 
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C)�&� 5 ��
�
�#���B���C�	�����N��������&��� (�) 
�����%����	(&,/,������B�,
+
��%&�% [1] (�) �����%���
�	(&,/,����	/�/��
�;� (��=����������
C)
"��#
	�)  
4.2 �����	*���+)
����,��/(��(���������*�	���
����
(����*��+��� 

)*!���&'�����#������������ Chapman [3] 
;=������
�
�#���B���C�	�+�� �����+������
	�����

+�� (thermal resistance) ;=���)>�F�'�M����&�������%
�	(&,/,������B�  
C)
"��)*!��<��������,���%����)>�,)
���
C)�&� 6 �F�����������+�N"��C������� 8 �	'� �&


C�#��
C)�&����&���#��B
������ 2 �	'��
������F�� N	����

C�#���&�B���C�	���&���"���% 100oF N	��+���������F��  

 

C)�&� 6 �
	������"������
�%)*!���&� 4.2 
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C)�&� 7 ��
�
�#���B���C�	����
�%)*!���&� 4.2   (�) �	(&
,/,������	����� (1078 #B��"�) (�) �	(&,/,����	/�/��
�;�  
(34 #B��"�)  
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�&�B���C�	���&���"���% 0oF  )*!���&'�&���������
#=��	�
�F&����=����<)����
C) ��%��������
#���������+,�"
�&/���;�����
+��,��N"�� (��+��
� o-a <�� o-b) <��
,�"�&��
N�	�����
+��������F�� ��
�
�#���B���C�	
#���	(&,/,������	����� <���	(&,/,����	/�/��
�;�<���
��C"��
C)�&� 7(�) <�� 7(�) ��������% 
4.3 �����	*���+)
����,�����
(����#0������������
'(��������������� 


C)�&� 8 <���
C)
"�� ����<��������,���%���
��� )*!���&� 4.3 �����C����������&�����"���% 1 ���
 
�B���C�	N	������'�����+�����������&������ 0oC ���
�
��
N�	�����
+����"�����������������'�������&��� ( g ) 

��"���% 104 W/m3 ���F��
�������
+�����
������&��� (k ) ��� 1 W/(m.oC)  �����%<�"��
� [4] 
����
�%)*!���&'��� 

 

� � � �2 3 3
2
g

T y x y x y
k

� 	 � 	  (19) 

 

C)�&� 8 
C)
"��<��������,���%�������
�%)*!���&� 4.3 
 

 

C)�&� 9 �
	��&��
+��)*!���&� 4.3 F�'��&�<
���<���%
	��� 
�����
N�	�����
+������
�%#B��"�%�����<��"�  
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C)�&� 10 ��
�
�#���B���C�	��������&��� (�) �����%
�
	��	��
���� (�) �����%#���	(&,/,����	/�/��
�;� (49 
#B��"�) 
 
 

 
 


C)�&� 11 
C)
"���B���C�	�&���+���� 1 3x m�  �
��

<����+��
� a b	  ���)*!���&� 4.3  
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C)�&� 12 
C)
"���B���C�	���<����+��
� c d	  ���
)*!���&� 4.3 $�� s  ���
�������&�������#��#B������	� 
���<�� c d	  
 
 
C)�&� 10 <�����F�����B���C�	$��
�����
�����%�
	��	��
����<�������%#���	(&,/,����	/�/�
�
�;� ��D�,�+�"��&����<���"����������%��'���� <���
��+��D�%
	������+��%�B���'�������������&��� <��
%
	 ����&��&�������
������B���C�	�C �  ������#��

����"�����$�
��"��#B��"������	�,) ����)
&�%��&�%

�B���C�	�&�#B��"��K%���+���� 1 3x m�  <��<��

��+��
� c d	  ���������&���#�F%�"������%��'�����&
�"����+��&��������
C)�&� 11 <�� 12 ��������% 
 

5. ��+� 
 ��
�
�#���B���C�	����	�	�&����������������
���<�D�;=����C"�����+��
�����
+������
A������,�+�&
�+���	(&,/,����	/�/��
�;� <�+�"�
C)
"�����<�D�#�,�"�
"

C)
"����"���"�� %������&'<�����
�
+������
,/,���-
�	/�/��
�;� ����
�%#B��"��"��K;=����	�#����
���������
<����+��
	����	���� x  <�� y  
��A=���
���������

<����+��
	����	�����"��K��%��%���
C)
"�����)*!�� 
�����%���
�%%����
,�+��#����
�
+�	(&�����,;��	� 
N���
�������+���	(&,/,����	/�/��
�;��&�������+��&��
��%N���
������#���	(&�����)>���"���& 
 ��
)
�%)
B���������
A����	(&,/,����	/�/��
�;�
���"���������
<��������,���%�����#���,�+�+����

<�+)*!����
�������
+���+��������,�/���;�����
+��
���&� <��������,���
F�����
+�� ��
<�+)*!���&���C"��
�����,�"����� (unsteady state)  ���#���&'��#
)
��B����	(&,/,����	/�/��
�;���%)*!���+���	���

� 

��
������<���	���

��+������K,�+�
"� ������
����
,�� <��������
����<�D� �)>��+�  ���"�������
 
)
��	JM��)>�$)
<�
��?F���������&�&�������"�� �&�
�+��)
�%)
B�,�+<�" ��
�F	������������������+��+��C�

C)
"�����$����#��NC+�
+
��A=���
�
+��#B��"����$����	
�F���
��
�%��
�������&��+���
+#B��"�#�������� <��

C)
"�����)*!���&�����;�%;+������	���='� 
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