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บทคัดย่อ  
โดยทั่วไปปัญหาทางวิศวกรรมมักประกอบด้วยรูปทรงที่ซับซ้อน ซึ่งยากหรือเป็นไปไม่ได้ที่จะแก้โดย 

ใช้วิธีเชิงวิเคราะห์ วิธีเชิงตัวเลขจึงเป็นแนวทางท่ีช่วยให้การแก้ปัญหาดังกล่าวเป็นไปได้ และมักพบการประยุกต์ใช้อย่าง
กว้างขวางในงานออกแบบทางวิศวกรรม งานวิจัยนี้นําเสนอการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์เพื่อแก้ปัญหาการแพร่  
ซึ่งเป็นรูปแบบปัญหาที่พบเห็นได้ทั่วไป อาทิ การนําความร้อนในวัสดุต่างๆ โปรแกรมถูกพัฒนาสําหรับปัญหาการแพร่ 
สองมิติแบบคงตัว บนพื้นฐานบนกริดไร้โครงสร้าง ระเบียบวิธีไฟไนต์โวลุม และการประมาณค่าแบบวิธีผลต่างกลาง 
วิธีทําซ้ําแบบเกาส์-ไซเดลแบบจุดต่อจุดถูกใช้ในการแก้ระบบสมการเชิงเส้น ปัญหาการนําความร้อนบนเงื่อนไขขอบต่าง ๆ 
ถูกใช้เพื่อประเมินความน่าเชื่อถือของโปรแกรมท่ีพัฒนาขึ้น ผลการเปรียบเทียบพบว่าโปรแกรมคอมพิวเตอร์ที่พัฒนาขึ้น
ให้ผลการคํานวณสอดคล้องกับผลเฉลยม่นตรงเป็นอย่างดี 
คําหลกั: วิธีเชิงตัวเลข; ปัญหาการแพร;่ การนําความร้อน; วิธไีฟไนต์โวลุม; กริดไร้โครงสร้าง 
 
Abstract 
 In engineering applications are typically consist of complex shape which are difficult or 
impossible to solve with using analytical method. The numerical method is to be a possible way for 
solving those problems and it is widely used in engineering design applications. This research proposes 
the development of computer program for solving the diffusion problems which are usually found in 
many applications, i.e., conduction in various materials. The computer program has been developed 
for two-dimensional diffusion problem based on unstructured grid, finite volume method, and central 
differencing scheme. Point-by-point Gauss-Seidel iterative method is implemented to solve the linear 
system of the equation. The conduction problems on various boundary value problems have been 
used to assess the reliability of the developed program. It is found that the developed program gives 
satisfactorily results compare with exact solutions.  
Keywords: Numerical methods; Diffusion problem; Finite Volume Method; Unstructured Grid.  
 

 
1. บทนํา 

ในงานด้านวิศวกรรม การวิ เคราะห์ปัญหาด้าน 
ความร้อนและการไหลเป็นเรื่องยากที่จะสามารถทําทาย
และวิเคราะห์ผลได้อย่างแม่นยํา เนื่องจาก หนึ่งคือ
คณิตศาสตร์ยาก ในการแก้ปัญหาด้วยวิธีทางคณิตศาสตร์
จะต้องใช้ความรู้ด้านคณิตศาสตร์ขั้นสูงในการวิเคราะห์

และแก้ปัญหา เพื่อจะได้มาซ่ึงผลเฉลยที่เรียกว่า ผลเฉลย
แม่นตรง (Exact Solution) หรือผลเฉลยวิธีเชิงวิเคราะห์ 
(Analytical Solution) แต่วิธีนี้สามารถใช้ได้กับปัญหา
อย่างง่ายเท่านั้น เหมาะสําหรับการศึกษาในขั้นต้นสําหรับ
ผู้เริ่มศึกษา  สองคือรูปทรงยาก การวิเคราะห์ปัญหาความ
ร้อนและการไหลโดยมากมักจะเกิดขึ้นกับปัญหาที่มี
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รูปทรงที่ซับซ้อน ความซับซ้อนของรูปทรงที่นํามาใช้
วิเคราะห์ ก็จะส่งผลทําให้คณิตศาสตร์มีความยุ่งยากยิ่งขึ้น  
ด้วยเหตุนี้จึงอาจกล่าวได้ว่า เป็นไปได้ยาก หรืออาจ
เป็นไปไม่ได้เลยที่จะแก้ปัญหาดังกล่าวให้ออกมาในรูปของ
ผลเฉลยแบบแม่นตรง หรือแม้แต่ในรูปของผลเฉลยเชิง
วิเคราะห์ ด้วยเหตุนี้วิธีเชิงตัวเลข (Numerical Method) 
จึงเป็นแนวทางที่ช่วยให้การแก้ปัญหาดังกล่าวเป็นไปได้ 
และมักจะพบการนําไปประยุกต์ใช้อย่างกว้างขวางในงาน
ออกแบบทางวิศวกรรม  

งานวิจัยนี้นําเสนอการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอร์
เพื่อแก้ปัญหาการแพร่ ซึ่งเป็นรูปแบบของปัญหาที่พบเห็น
ได้ทั่วไป อาทิ การนําความร้อนในวัสดุต่าง ๆ โปรแกรม
ถูกพัฒนาสํ าหรับปัญหาแก้แพร่สองมิติที่ ผล เฉลย 
ไม่ขึ้นกับเวลา บนพื้นฐานของกริดแบบไร้โครงสร้าง 
(Unstructured Grid) [1] เนื่องจากมีความยืดหยุ่นสูงใน
การแทรกตัวเข้ากับรูปทรงของปัญหาที่ซับซ้อน ใช้
ระเบียบวิธีไฟไนต์โวลุม (Finite Volume Method: 
FVM) [2][3]  และการประมาณค่าแบบวิธีผลต่างกลาง 
(Central Different Method) [3][4]  วิธีทําซ้ําแบบ
เกาซ์-ไซเดล แบบจุดต่อจุด [5][6] ถูกนํามาใช้ในการแก้
ระบบสมการเชิงเส้น ในการประเมินความน่าเชื่อถือของ
โปรแกรมที่พัฒนาขึ้น ในเบื้องต้นมักนิยมสอบเทียบ
(Validating) กับปัญหาการแพร่ความร้อนในสองมิติ กับ
เงื่อนไขขอบ (Boundary Condition) ในหลาย ๆ แบบ 
เพื่อให้มั่นใจได้ว่าโปรแกรมที่พัฒนาขึ้นสามารถจัดการกับ
เงื่อนไขขอบในแบบต่าง ๆ ได้อย่างถูกต้อง โดยใช้การ
สอบเทียบกับผลเฉลยที่คํานวณจากวิธีเชิงวิเคราะห์  

ในบทความน้ีนําเสนอทฤษฎีที่ ใช้ในการคํานวณ  
รูปแบบของสมการดิสครีไทส์ที่สังเคราะห์ได้จากแผนวิธี
เชิงตัวเลข การปรับแก้ความคลาดเคล่ือนของการคํานวณ
อันเน่ืองจากรูปร่างของกริดที่บิดเบี้ยวตามแนวคิดของ 
Ferzinger and M. Peric (1996) [7] และเปรียบเทียบ
ผลของการคํานวณกับผลเฉลยแม่นตรง  

 
2. ทฤษฎีที่ใช้ในการคํานวณ 

ในการคํานวณแบบวิธีเชิงตัวเลขจําเป็นที่จะต้อง
สังเคราะห์สมการควบคุมการไหลของสมการ Navier-
Stokes ที่อยู่ในรูปของ Differential Form หรือ 
Integral From ให้อยู่ในรูปของสมการทางพีชคณิตที่
คอมพิวเตอร์สามารถนําไปใช้ในการคํานวณได้ หรือ
เรียกว่า สมการดิสครีไทส์ก่อน โดยใช้ระเบียบวิธีไฟไนต์ 

โวลุม และเน่ืองจากความแม่นยําของการคํานวณด้วย 
วิธี เชิงตัวเลขน้ีขึ้นกับรูปทรงของกริดด้วย วิธีในการ
ปรับแก้ความคลาดเคล่ือนของผลเฉลยอันเนื่องมาจาก
ความบิดเบี้ยวของกริดมีหลากหลายวิธี  ในงานวิจัยนี้ใช้
วิธีโหนดช่วย [7] เป็นการจําลองโหนดใหม่ขึ้นมาแทน
โหนดเดิมที่ไม่ตั้งฉากกับด้านของกริด  
2.1 วิธีไฟไนต์โวลุม 

สมการควบคุมสําหรับปัญหาการแพร่ในสองมิติ ที่
สภาวะคงที่ สามารถเขียนในรูปทั่วไปได้ดังนี้ 

 
0)(   Sgraddiv                        (1) 

 
เมื่อ  คือ สัมประสิทธิ์การแพร่  คือตัวแปรที่สนใจ 
และมี S เป็นพจน์ source/ sink  
ไฟไนต์โวลุมเป็นวิธีดิสครีไทส์สมการควมคุม (1) ในรูป 
PDE ไปอยู่ในรูปสมการพีชคณิต โดยการอินทริเกต
สมการควบคุม (1) รอบปริมาตรควบคุม (Control 
Volume: CV) เพื่อพิจารณาสมดุลของฟลักซ์ที่ไหลผ่าน
เข้าออกผิวควบคุม (Control Surface: S) เพื่อให้
สอดคล้องกับหลักการสมดุลฟลักซ์ดังกล่าว จึงเปลี่ยนรูป
สมการอินทริกลัล ให้อยู่ในรูปของการอินทริเกตรอบผิว
ควบคุมโดยทฤษฎี Gauss’s theorem จะได้ 
 

  
S CV

dVSdSngrad 0ˆ)(            (2) 

 
เมื่อ dV คือปริมาตรควบคุม จากน้ันเปลี่ยนรูปสมการ
อินทริเกตรอบผิวควบคุม (2) ให้อยู่ในรูปของผลรวมของ
สมบัติรอบผิวควบคุมนั้น 
 

  
f

ff VSnAgrad 0ˆ                    (3) 

 
เมื่อ f คือหมายเลขผิวควบคุมที่ปิดล้อมปริมาตรควบคุมที่
พิจารณา Af คือพื้นที่ของผิวควบคุมที่ f และ  เป็น
ซอสโดยเฉล่ียในแต่ละปริมาตรควบคุมที่กําลังพิจารณา 
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รูปที่ 1 รายละเอียดของกริดแบบไร้โครงสร้าง 
รูปสามเหล่ียม 

เนื่องจากสมการ (3) เป็นสมการที่นิยามบนพื้นฐานกริดที่ 
เวคเตอร์  ซึ่งเป็นเวคเตอร์หนึ่งหน่วยในทิศทาง 
centroid โหนด P ไปยัง centroid ของโหนดที่อยู่รอบ ๆ 
จะต้องผ่านจุดกึ่งกลางด้าน หรือกล่าวคือต้องอยู่ ใน
ทิศทางเดียวกับเวคเตอร์ n (unit normal vector) หาก
ไม่เป็นเช่นน้ันแล้ว (รูปที่ 1) ความแม่นยําจากการคํานวณ
ตามสมการที่ (3) ก็จะมีความถูกต้องน้อยลงไป หรืออาจ
กล่าวได้อีกว่าสมการ (3) เป็นสมการที่นิยามบนกริดแบบ
โครงสร้าง (structured grid) แต่โดยทั่วไปแล้วเป็นเรื่องที่
ยากมากที่จะควบคุมให้ เป็นกริดแบบโครงสร้างได้ 
เนื่องจากความซับซ้อนของรูปทรงของปัญหา ดังนั้นการ
ปรับสมการดิสครีไทส์ให้เหมาะสมกับกริดที่ไร้โครงสร้าง
(unstructured grid) จึงเป็นวิธีการที่ดีในการแก้ปัญหา
ความไม่แม่นยําจากความไร้โครงสร้างของกริด 
 
2.2. โหนดจําลอง (Auxiliary Node) 

การปรับสมการดิสคลีไทส์ให้เหมาะสมกับกริดไร้
โครงสร้างเพื่อให้การคํานวณมีความแม่นยํามากขึ้นนั้นมีผู้
นําเสนอไว้หลายวิธี บทความนี้ได้ใช้วิธีโหนดจําลองในการ
ปรับแก้ความไม่แม่นยําดังกล่าว ซึ่งเป็นแนวคิดของ 
Ferziger and M. Peric (1996) โหนด P’ และ A’ เป็น
โหนดจําลองบนเซลล์ P และเซลล์ A ตามลําดับ ซึ่ง
เวคเตอร์  จะขนานกับเวคเตอร์ n (ตั้งฉากกับด้าน) 
และผ่านจุดกึ่งกลางด้านน้ันพอดี ดังแสดงในรูปที่ 2 ซึ่ง
โหนดจําลองที่สร้างขึ้นมาน้ี จะต้องมีทิศทางของเวคเตอร์ 

 และ  วางตัวในแนวขนานกับเวคเตอร์  

 

 
 
รูปที่ 2 การวางตัวของโหนดหลักและโหนดจําลอง 

ดังนั้นพจน์การแพร่ในสมการ (3) ซึ่งประมาณค่าโดยวิธี
ผลต่างกลางสามารถแสดงได้ดังนี้ 
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  และ '' APL   เป็น

ระยะห่างระหวา่งโหนดจําลองทั้งสอง ดังนั้น สมการ (4) 
สามารถจัดรูปใหม่อีกครัง้จะได ้
 

  
i

iPii VSSD 0)(              (5) 

 
เมื่อ i เป็น running number ของเซลล์ที่อยู่โดยรอบ
เซลล์ P จะเห็นได้ว่าสมการที่ (5) เป็นการจัดรูปสมการ
จากสมการในรูปอินทริกลัล (2) ให้อยู่ในรูปแบบสมการ
พีชคณิตที่คอมพิวเตอร์สามารถเอาไปใช้คํานวณได้ โดยใช้
ระเบียบวิธีไฟไนต์โวลุม จากสมการ (5) นี้เราสามารถจัด
รูปอีกครั้งให้อยู่ในรูปของเซลล์ P ได้ดังนี้ 
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เมื่อ 

i
fiP Da , และ Di,f คือสัมประสิทธิ์การแพร่ที่

เซลล์ i ด้านผิวควบคุม f ของเซลล์ P (ดูสมการ (4)) 
สมการที่ (6) นี้เป็นสมการที่ใช้ในการคํานวณในทุกเซลล์
ของโดเมนของปัญหาการแพร่ที่ เราพิจารณา ดังนั้น
จํานวนสมการที่ต้องคํานวณจะมีค่าเท่ากับจํานวนเซลล์
ของโดเมนของปัญหาที่สร้างขึ้น เมื่อเอาทุกสมการมา
รวมกันจะทําให้ได้ระบบสมการขนาดใหญ่ในรูปของ
สมการเมตริกซ์ขนาด NxN เมื่อ N คือจํานวนเซลล์
ทั้งหมดในโดเมนของปัญหาที่สร้างขึ้น ดังนั้นจึงไม่สามารถ
แก้สมการในรูปของระบบสมการเชิงเส้นที่มีขนาดใหญ่นี้
ได้ ในการแก้ปัญหาเราสามารถแก้สมการน้ีได้โดยใช้การ
ทําซ้ําตามหลักการของเกาซ์-ไซเดล [5][6] 
 

3. การสอบเทยีบความแม่นยาํของโปรแกรม 
การพัฒนาโปรแกรมสําหรับการคํานวณทางซีเอฟดีนี้ 

สําคัญที่สุดคือโปรแกรมจะต้องสามารถจัดการกับปัญหา
ขอบ (Boundary Value Problem) ได้อย่างถูกต้อง ถ้า
โปรแกรมสามารถจัดการกับปัญหาขอบได้เป็นอย่างดีแล้ว
การคํานวณโดยภาพรวมก็จะมีความถูกต้องตามไปด้วย 
รวมไปถึงการจัดการกับปัญหาที่มีรูปร่างซับซ้อน ถ้า
โปรแกรมสามารถจัดการกับปัญหาขอบนี้ได้อย่างถูกต้อง 
โดยทั่วไปการคํานวณก็จะมีความแม่นยําตามไปด้วย ซึ่ง
ในที่นี้จะทดสอบใน 3 กรณี ได้แก่ กรณีปัญหาขอบแบบ 
1) Dilichlet Condition 2) ปัญหาแบบ Neumann+ 
Dilichlet Condition และ 3) Dilichlet Condition 
with Heat Source การจําลองจะทําบนโดเมนของ
ปัญหารูปส่ีเหล่ียมผืนผ้า ขนาด 100x50 เซนติเมตร โดย
ใช้กริดสามระดับ เพื่อหา Grid-Independent ได้แก่กริด
หยาบขนาด 95 เซลล์ กริดละเอียดขนาด 415 เซลล์ 
และกริดละเอียดสุด 1697 เซลล์ ซึ่งทั้งหมดเป็นกริดสาม
เหล่ียมแบบไร้โครงสร้าง ดังแสดงในรูปที่ 3    

 

 
 

รูปที่ 3 แสดงกริดหยาบขนาด 95 เซลล์ 

3.1 เงื่อนไขขอบแบบ Dilichlet Condition 
ใ น ปั ญ ห า นี้ เ ป็ น ก า ร แ ก้ ส ม ก า ร  Laplace’s 

Equation โดยไม่มีซอสเข้ามาเกี่ยวข้อง โดยจะกําหนด 
ค่าเริ่มต้นของอุณหภูมิที่เกิดขึ้นบนด้านแต่ละด้านของ
โดเมนปัญหา โดยขอบด้านบนของโดเมนกําหนดให้มี
อุณหภูมิ u(x,50)=100ºC และด้านที่เหลือให้มีอุณหภูมิ
เป็น 0 ºC โดยมีผลเฉลยที่คํานวณด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ 
ได้ผล ดังสมการ (7)  
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  และ n เป็น 

จํานวนนับ ผลจากการคํานวณด้วยโปรแกรมสามารถ
นํามาแสดงผลในรูปของกราฟฟิกของการกระจายตัวของ
ความร้อนโดยรอบพื้นผิวของโดเมน ดังแสดงในรูปที่ 4  
ในที่นี้ เป็นการแสดงผลการจําลองจากกริดที่มีความ
ละเอียดต่ําสุด คือ 95 เซลล์  
 

 
 
รูปที่ 4 การกระจายตัวของความร้อนบนกริดหยาบขนาด 

95 เซลล์  
 
การแสดงผลดังภาพน้ีความละเอียดของข้อมูลต่ํ า 
เนื่องจากเป็นการแสดงผลจากกริดที่หยาบที่สุด ทําให้การ
แสดงเฉดสีที่เกิดขึ้นบนภาพไม่สม่ําเสมอ โดยเฉพาะที่มุม
บนของภาพทั้งซ้ายและขวาอันเป็นผลจากความละเอียด
ต่ําของกริดและเม่ือนําผลการคํานวณจากสมการผลเฉลย 
ด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์ ตามสมการที่ (7) มาเปรียบเทียบกับ
ผลของการจําลองโดยใช้กริดใน 3 ระดับดังที่กล่าว ได้ผล
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ดังรูปที่ 5 ในการแสดงผลน้ี เพื่อให้ง่ายในการทําความ
เข้าใจ และแสดงผลการเปรียบเทียบให้เห็นได้อย่าง
ชัดเจน ผู้วิจัยได้ทําการเรียงลําดับข้อมูลใหม่ โดยให้
เรียงลําดับผลการคํานวณอุณหภูมิที่ได้จากมากไปหาน้อย 
ซึ่งจุดบนกราฟคืออุณหภูมิที่เกิดขึ้นบนเซลล์แต่ละเซลล์ 
แต่เนื่องจากจํานวนเซลล์ในการคํานวณแต่ละครั้งไม่
เท่ากัน เพื่อให้การแสดงผลในรูปแบบของกราฟสามารถ
เข้าใจได้ง่าย ในการแสดงผลจึงได้มีการ ลดสเกล ของ
จํานวนเซลล์ลงให้มีขนาดเต็มหนึ่งร้อยหน่วย (แกน x) 
เท่ากัน ดังกราฟรูปที่ 5 จะเห็นได้ว่ากราฟทั้ง 3 เส้นที่ได้
จากการจําลองมีความสอดคล้องกับข้อมูลจากผลเฉลย
ด้วยวิธีเชิงวิเคราะห์เป็นอย่างดี แม้กริดที่ใช้ในการคํานวณ
ที่หยาบที่สุด ซึ่งน้อยกว่าหลายสิบเท่าก็สามารถให้ผลการ
คํานวณได้ความแม่นยําที่เทียบเท่ากริดละเอียดได้ นั่น
แสดงให้เห็นว่าการคํานวณปัญหาด้านการแพร่ความร้อน
อาจไม่มีความจําเป็นที่จะต้องใช้กริดที่มีความละเอียดสูง
มากนักก็ให้คําตอบที่แม่นยําได้  
 

 
 
รูปที่ 5 กราฟเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงตัวเลขเทียบ

กับผลเฉลยเงื่อนไขที่ 1  
และกริดที่ใช้ในการคํานวณค่อนข้างเป็นกริดคุณภาพดี 
(รูปที่ 3) คือรูปร่างใกล้เคียงรูปสามเหล่ียมด้านเท่าทําให้
พจน์ความคลาดเคล่ือนจากความไม่ตั้งฉาก (Sd-cross,f) มี
ค่าน้อยมาก ทําให้ผลการคํานวณให้ความแม่นยําสูงแม้
ใช้กริดน้อย 
 
3.2 เงื่อนไขขอบแบบ Neumann + Delichlet 
Condition 

ในเงื่อนไขขอบของปัญหาน้ีจะใช้การกําหนด
อุณหภูมิเป็นค่าคงท่ีที่ด้านสองด้านคือด้านบนและด้าน 
ข้างขวาของโดเมนให้มีขนาดอุณหภูมิ u(x,50)=100 ºC 
และ u(100,y)=50 ºC ตามลําดับ ส่วนด้านที่เหลือ

กําหนดให้เป็นฉนวน ( 0
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และไม่มีซอสเข้ามาเกี่ยวข้องเช่นเคย ปัญหาในข้อนี้ยังคง
เป็นการแก้ปัญหาของสมการ Laplace’s Equation ซึ่งมี
ผลเฉลยที่ได้จากการคํานวณเชิงวิเคราะห์ ดังสมการนี้ 
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ผลจากการคํานวณโดยโปรแกรมแสดงการกระจายความ
ร้อนที่เกิดขึ้นบนผิวโดเมนแสดงได้ผลดังรูปที่ 6 ซึ่งในรูป
เป็นผลการคํานวณจากกริดที่มีความละเอียดปานกลางคือ 
ขนาด 415 เซลล์ จากการวิเคราะห์ในเบ้ืองต้น ผลการ
คํานวณมีความสมเหตุสมผลกับเงื่อนไขขอบของปัญหา
เนื่องจากผิวด้านข้างขวาและด้านขอบบนเป็นการกําหนด
เงื่อนไขแบบอุณหภูมิคงที่  

 
รูปที่ 6  การประจายตัวของความร้อนในปัญหาที่ 2 บน 

กริดขนาด 415 เซลล์ 
 
ทําให้อุณหภูมิที่ขอบดังกล่าวไม่มีการเปล่ียนแปลง  
ส่วนอีกสองด้านที่เหลือเป็นฉนวน ไม่มีความร้อนเข้ามา
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เกี่ ยวข้องทํ าให้ตลอดแนวของขอบนี้  มีอุณหภูมิที่ 
แตกต่างกันออกไปตามสมบัติการนําความร้อนของ 
วัตถุ ซึ่งในที่นี้กําหนดให้โดเมนของปัญหามีสัมประสิทธิ์
การนําความร้อนเท่ากันในทุกทิศทางปัญหา เป็นแบบ 
homogeneous differential equation คือไม่มีพจน์
ซอสฟังก์ชันเข้ามาเกี่ยวข้อง และพิจารณาปัญหาที่สภาวะ
คงที่ สมบัติการนําความร้อนของวัตถุจึงไม่มีผลต่อผลการ
จําลอง และเม่ือนําผลการจําลองที่ได้จากการคํานวณบน 
กริดทั้ง 3 ระดับแสดงผลในรูปกราฟ ปรากฏว่า ให้ผล
สอดคล้องกับผลการคํานวณด้วยสมการวิธีเชิงวิเคราะห์
เป็นอย่างดี ในกริดทั้ง 3 ขนาด  
 

 

รูปที่ 7 กราฟเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงตัวเลขเทียบ
กับผลเฉลยเงื่อนไขที่ 2 

โดยขนาดของกริดมีผลต่อความคลาดเคล่ือนน้อยมากดัง
แสดงในรูปที่ 7 แสดงให้เห็นว่าปริมาณกริดที่ใช้สําหรับ
ปัญหาการแพร่ความร้อนเพียงอย่างเดียวนี้ มีผลน้อยมาก
ต่อความคลาดเคลื่อนที่เกิดขึ้น ปัจจัยอีกประการที่ส่งผล
ให้การคํานวณทั้งสองวิธีมีความสอดคล้องกันมากคือผล
เฉลย ในเชิงวิเคราะห์ (สมการ (8)) แสดงในรูปของสมการ 
Fourier series  เป็นสมการผมรวมของพจน์ย่อยรวมกัน
จํานวนinfinity พจน์สมการน้ีจึงให้ค่าแม่นตรง แต่ในทาง
ปฏิบัติไม่สามารถทําได้ จึงคํานวณสมการผลเฉลยน้ีเพียง 
100 พจน์แรกเท่านั้น โดยถือว่าพจน์ที่เหลือมีค่าน้อยมาก 
จะเห็นได้ว่าการคํานวณทั้งสองวิธีต่างก็มีการตัดเศษ
เหมือนกัน แต่อย่างไรก็ตามผลการคํานวณทั้ง 2 วิธีก็ให้
แนวโน้มของผลเฉลยที่สอดคล้องกันเป็นอย่างดี ซึ่งผลของ
การคํานวณแบบตัดเศษและไม่ตัดเศษจะเห็นได้อย่าง
ชัดเจนในเงื่อนไขแบบที่ 3 ดังจะกล่าวในหัวข้อถัดไป 

 
3.3 เงื่อนไขแบบ Dilichlet with Heat Source 
Condition 

ในปัญหาน้ีจะกําหนดเงื่อนไขขอบที่เป็นฟังก์ชัน
โดยขึ้นกับตําแหน่งของขอบบนโดเมน และนอกจากน้ี
ภายในโดเมนยังมี Heat Source เกิดขึ้นตลอดทั่วทั้ง
โดเมนดังแสดงในรูปที่ 8 ปัญหาดังกล่าวเป็นการนําเอา
สมการที่รู้ค่าอยู่แล้ว แล้วกําหนดเงื่อนไขให้โปรแกรม
คํานวณเพื่อตรวจสอบความถูกต้องของโปรแกรม วิธีนี้มี
ข้อดีคือทําให้ได้สมการที่นํามาใช้ในการสอบเทียบเป็น
สมการแม่นตรง โดยผลเฉลยของปัญหาดังกล่าวแสดงดัง
สมการ (9) 
 

)60(),( yxyxu                                (9) 
 
และให้ผลเฉลยด้วยวิธีการคํานวณเชิงตัวเลขดังรูปที่ 9 
เป็นการแสดงผลโดยใช้กริดละเอียดขนาด 1697 เซลล์ 
และเทียบผลเฉลยด้วยกราฟของสมการแม่นตรงได้ดังรูป
ที่ 10  

 
 

รูปที่ 8 แสดงเงือ่นไขในการคํานวณของปัญหาที่ 3 
 
จะเห็นได้ว่า โปรแกรมที่พัฒนาขึ้นนี้ ให้ผลการคํานวณ
ด้วยวิธีเชิงตัวเลขที่สอดคล้องกับผลการคํานวณจาก
สมการแม่นตรง อาจจะมีความคลาดเคล่ือนบ้างเล็กน้อย 
เนื่องจากการคํานวณด้วยวิธีเชิงตัวเลขเป็นกระบวนการ
คํานวณที่อาศัยการทําซ้ําไปหลาย ๆ รอบ เพื่อให้ได้ 
ผลการคํานวณที่ ลู่เข้าสู่คําตอบมากขึ้นเรื่อย ๆ จึงไม่
สามารถให้ผลการคํานวณที่ถูกต้องร้อยเปอร์เซ็นต์ตาม 
ผลเฉลยแบบแม่นตรงได้ หรือแม้แต่ผลเฉลยโดยใช้วิธี 
เชิงวิเคราะห์เอง ก็ยังไม่ใช่ผลเฉลยโดยวิธีแม่นตรง จึงอาจ
มีผลต่อความแม่นยําอยู่บ้าง   แต่โดยภาพรวมแล้ว 
โปรแกรมสามารถแสดงให้เห็นแนวโน้มของผลเฉลยของ
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CST0009 
ปัญหาที่สอดคล้องกับผลการคํานวณเชิงวิเคราะห์ และ 
ผลเฉลยแม่นตรงได้เป็นอย่างดี จึงเชื่อได้ว่าโปรแกรม  
ที่พัฒนาขึ้นมีความแม่นยําน่าเชื่อถือ 
 

 
 
รูปที่ 9 แสดงผลการคํานวณด้วยกริดขนาด 1697 เซลล์ 
 

 
 

รูปที่ 10 กราฟเปรียบเทียบผลการคํานวณเชิงตัวเลข
เทียบกับผลเฉลยเงื่อนไขที่ 3 

 
4. บทสรุป 

ในการสอบเทียบความแม่นยําของโปรแกรมที่
พัฒนาโดยใช้การเปรียบเทียบกับผลเฉลยจากสมการการ
วิเคราะห์ ที่มีความน่าเชื่อถือ และการกําหนดเงื่อนไขขอบ
ที่แตกต่างกันออกไปตามแต่ละปัญหา จะเห็นได้ว่า
โปรแกรมสามารถจัดการกับปัญหาในแต่ละแบบได้เป็น
อย่างดี และมีความสอดคล้องกับผลเฉลยในทุกปัญหาที่
นํามาวิเคราะห์ อนึ่งกริดที่ใช้ในการคํานวณมีสามระดับที่
มีความละเอียดแตกต่างกันออกไป แต่จากผลการคํานวณ
แสดงให้เห็นว่า ในการคํานวณในปัญหาการแพร่นี้ ความ
ละเอียดของกริด มีผลน้อยมากผลเฉลยของการคํานวณ 
และให้ผลที่แม่นยําได้ไม่ต่างจากกริดละเอียด ดังนั้นอาจ

สรุปได้ว่าในการวิเคราะห์ปัญหาการแพร่อย่างเดียวนี้อาจ
ไม่จําเป็นต้องใช้กริดที่มีความละเอียดมากเกินไปในการ
คํานวณ ซึ่งจะทําให้ไม่สินเปลืองทรัพยากร และการ
คํานวณก็จะเร็วขึ้น 
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