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บทคัดย�อ  

งานวิจัยน้ีเปNนการหาแบบจําลองสมบัติเชิงพลวัตของยางเติมเขม�าดําภายใต7การกระตุ7นด7วยภาระพลวัตและหา
พารามิเตอร,ของแบบจําลอง ซ่ึงแบบจําลองท่ีนํามาใช7คือแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล, (Generalized Maxwell 
Model) โดยวิธีวิจัยได7นําผลการทดสอบสมบัติเชิงพลวัตของยางเติมเขม�าดําท่ีให7ภาระก�อน (Pre-loads) แล7วกระตุ7นด7วย
ภาระฮาร,โมนิกส,ท่ีแอมปลิจูดคงท่ีตลอดย�านความถ่ี 0-100 เฮิร,ต แล7วหาค�าพารามิเตอร,ของแบบจําลองด7วยการฟ̂ตเส7น
โค7งโดยใช7โปรแกรมแมทแลป ผลการวิจัยพบว�าแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ให7ผลการจําลองท่ีดีตลอดย�านความถ่ี 0-
100 เฮิร,ต และการเพ่ิมจํานวนเอลิเมนต,ของแบบจําลองจะช�วยให7ผลการจําลองดีข้ึน จากผลการวิจัยสรุปได7ว�าแบบจําลอง
ท่ัวไปของแมกซ,เวลล,สามารถจําลองสมบัติเชิงพลวัตของยางเติมเขม�าดําได7ดี และสามารถจําลองได7มากกว�าย�านความถ่ี
ดังกล�าวได7 ท้ังน้ีข้ึนอยู�กับจํานวนเอลิเมนต,ของแบบจําลอง 
คําหลัก: ยางเติมเขม�าดํา แบบจําลองท่ัวไปของแมกเวลล, การหาพารามิเตอร,   
 

Abstract 

 This research aims to model the dynamic properties of carbon black filled rubber under 
dynamic loads and find parameters of model. The model used is the Generalized Maxwell model 
(GMM). The research methodology used the experimental data of the dynamic properties test of pre-
load before then using dynamic excitation at constant amplitude throughout the frequency range 0-
100 Hz. Then find parameters of model by curve fitting using MatLab program. The research found 
that GMM provided good results throughout the frequency range between 0-100 Hz., and increasing of 
model elements provided better results. It can be concluded that GMM can simulate the dynamic 
properties of carbon black filled rubber and can simulate more than that frequency range depend on 
the number of model elements.  
Keywords: Carbon-black Filled Rubber, Generalized Maxwell Model, Parameter Identification.  
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1. บทนํา 
ยางเติมเขม�าดําเปNนวัสดุวิศวกรรมท่ีมีสมบัติเชิงกล

แบบวิสโคอีลาสติก ซ่ึงเปNนสมบัติท่ีเกิดจากการรวมสมบัติ
อีลาสติกของแข็งกับสมบัติวิสคัสของของไหล จึงทําให7มี
ความยุ�งยากในการออกแบบและวิเคราะห,ปpญหา ปpจจุบัน
แบบจําลองพฤติกรรมของยางเติมเขม�าดําภายใต7ภาระ
พลวัตท่ีมีอยู�สามารถทํานายพฤติกรรมได7ดีภายใต7สภาวะ
คงท่ีท่ีแอมปลิจูดและความถ่ีคงท่ีในแต�ละขนาดเท�าน้ัน 
แต�ไม�สามารถทํานายพฤติกรรมได7ถูกต7องมากนักหากมี
การเปลี่ยนแปลงของแอมปลิจูดและความถ่ีในช�วงท่ีกว7าง 
ท่ีผ�านมามีนักวิจัยหลายท�านได7ทําการวิจัยและพัฒนา
แบบจําลองเพ่ือใช7แทนพฤติกรรมไม�เปNนเชิงเส7นของยาง
เติมเขม�าดําและหาพารามิเตอร,ของแบบจําลอง Franck 
Renaud et al. [1] พัฒ นาการหาพารามิ เตอร,ของ
แบ บ จํ าล อ ง ท่ั ว ไป ข อ งแ ม ก ซ, เวล ล,  (Generalized 
Maxwell Model) ด7วยการกําหนดโพล-ซีโร� (Pole-Zero 
formulations) แต�ก็มีความยุ�งยากซับซ7อนและต7องปรับ
พารามิเตอร,ให7เหมาะสม (Optimization of identified 
parameters) 

  
2. สมบัติเชิงพลวัตและแบบจําลอง 

สมบัติเชิงกลพลวัตของยางเติมเขม�าดําถูกอ7างอิงจาก
ความเค7นและความเครียดท่ีเปลี่ยนแปลงไปตามเวลา โดย
จะอธิบายความเค7น ความเครียดท่ีเปลี่ยนแปลงในกรณี
ไซ นูซอยดั ล  (Sinusoidal) เ ม่ื อยางได7 รับ ความ เค7 น 
ความเครียดจะไม�ตอบสนองการเปลี่ยนแปลงทันทีทันใด 
แต�จะเกิดล7าหลังเล็กน7อย กรณียางท่ีมีการเสียรูปเพียง
เล็กน7อยความสัมพันธ,ระหว�างความเค7นกับความเครียด
จะคล7ายเปNนเชิงเส7น การทดสอบเชิงกลพลวัตสามารถทํา
การทดสอบได7โดยการดึง การกดอัด การเฉือนและ
รูป แบ บ อ่ืน ๆ  ผ ลขอ งความ เค7 น จากก าร กํ าห น ด
ความเครียดไซนูซอยดัล  (Sinusoidal Strain) เขียน
สมการได7ดังน้ี 
  0( ) sin( )tσ ω σ ω δ= +   (1) 

เม่ือ   0σ  คือแอมปลิจูดของความเค7น 
         ω  คือความถ่ีเชิงมุม 
         δ  คือมุมเฟส (Phase Angel) ระหว�างความเค7น
และความเครียด 
ความถ่ีเชิงมุมมีความสัมพันธ,กับความถ่ี f (รอบต�อวินาที, 
Hz) ดังน้ี 
   2 fω π=    (2) 
สําหรับความเครียดไซนูซอยดัลในฟpงก,ช่ันของเวลา ( t ) 
สามารถเขียนได7ดังน้ี 
   0( ) sin( )tε ω ε ω=   (3) 
เม่ือ 0ε  คือแอมปลิจูดของความเครียด 
ในกรณี การยืดห ยุ�นอุดมคติของแข็ง (Ideal Elastic 
Solid) สามารถเขียนได7จากกฎของฮุค (Hooke’s Law) 
ซ่ึงค�าความเค7นจะเกิดในเฟสกับความเครียด ( 0δ = )
เขียนสมการได7เปNน 

     0 0sin( ) sin( )E E t tσ ε ε ω σ ω= = =  (4) 
ในกรณีของเหลวหนืดอุดมคติ (Ideal Viscous Fluid) 

ค ว า ม เค7 น น อ ก เฟ ส กั บ ค ว า ม เค รี ย ด  (
2

πδ = ) 

ความสัมพันธ,ระหว�างความเค7นและความเครียดสามารถ
เขียนสมการได7 

   e

d

dt

εσ η  =  
     

(5) 

เม่ือ eη คือความหนืดของการดึง 
สมการอนุพันธ,ของความเครียดไซนูซอยดัลเทียบกับเวลา 

  
0 exp( )

d
i i t i

dt

ε ωε ω ωε= =  (6) 

สมการอนุพันธ,ของความเครียดไซนูซอยดัลจากสมการท่ี 
(3) ได7ผลลัพธ,แทนค�าในสมการ (5) จะเขียนสมการได7เปNน 

   0 0cos( ) sin( )
2

t t
πσ ηωε ω σ ω= = +

 
(7) 

เม่ือกําหนดให7 0 0σ ηωε=  ความเครียดไซนูซอยดัล 
(Sinusoidal Strain) สามารถเขียนได7ไนรูปของจํานวน
เชิงซ7อนได7ดังน้ี 
   *

0 (cos sin )t i tε ε ω ω= +  (8) 
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เม่ือ 1i = − แทนค�าในสมการ (1) ความเค7นสามารถ
เขียนในรูปของจํานวนเชิงซ7อนได7โดย 
  [ ]*

0 cos( ) sin( )t i tσ σ ω δ ω δ= + + +  (9) 
ตามกฎของฮุค โมดูลัสเชิงซ7อนสามารถกําหนดได7ด7วย
อัตราส�วนของความเค7นเชิงซ7อนและความเครียดเชิงซ7อน
ได7 

  

*
* 0

*
0

exp( )E i
σ σ δ
ε ε

 
= =  

   
(10) 

โมดู ลั ส เชิ งซ7 อนสามารถแยกกระจากออกเปN น  2 
องค,ประกอบคือในเฟส (In Phase ( 1E )) และนอกเฟส 
(Out of Phase ( 2E )) กับความเครียด 

   0
1

0

cosE
σ δ
ε

=         (11) 

   0
2

0

sinE
σ δ
ε

=        (12) 

   exp( ) cos sini iδ δ δ= +  (13) 
แทนค�าในสมการท่ี (10) จะได7 

  * 0 0

0 0

cos sinE i
σ σδ δ
ε ε

   
= +   
     

(14) 

หรือสามารถเขียนได7เปNน 
   *

1 2E E iE= +       (15) 
เม่ือ  *E  คือโมดูลัสเชิงซ7อน (Complex Modulus) 
       1E  คือโมดูลัสสะสม (Storage Modulus) 
       2E  คือโมดูลัสสูญเสีย (Loss Modulus) 
อัตราส�วนของโมดูลัสสูญเสียและโมดูลัสสะสมสามารถ
กําหนดได7เปNนตัวแปรใช7ในการวิเคราะห,การเคลื่อนท่ี
เชิงกลพลวัติเรียกว�า tanδ  

   2

1

sin
tan

cos

E

E

δδ
δ

= =
  

(16) 

แบบจําลองทางกลท่ีนํามาใช7ทํานายพฤติกรรมวิสโคอี
ลาสติกในงานวิจัยน้ีประกอบด7วยแบบจําลองท่ัวไปของ
แมกซ,เวลล,และแบบจําลองเศษส�วนอนุพันธ, การวิเคราะห,
ความเค7น ความเครียดจากแบบจําลองจะแสดงพฤติกรรม
ท้ังความแข็งแรงและความหนืด สามารถแทนความ
แข็งแรงด7วยความยืดหยุ�นของสปริง (Spring Element) 

ตามกฎของฮุค และแทนความหนืดของเหลวด7วยตัวหน�วง 
(Dashpot Element) ตามกฎของนิวตัน  (Newton’s 
Law) พฤติกรรมวิสโคอีลาสติกของแบบจําลองท่ัวไปของ
แมกซ,เวลล,สามารถแทนด7วยสมการท่ี (17) [1] 

 ( )*
0

1

n
i i

i i i

i E
E E

E i

ω τω
ωτ=

= +
+∑

 
(17) 

 
 
 
 

(ก)                  (ข) 
รูปท่ี 1 การจําลองพฤติกรรม (ก) ความยืดหยุ�น (ข) ความ 
          หนืด 

 
รูปท่ี 2 แบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 

 
3. การจําลองและการหาพารามิเตอร� 

งานวิจัยน้ีได7นําผลการทดสอบสมบัติเชิงพลวัตของ
ยางเติมเขม�าดําในงานวิจัยของ นิวัตร [2] ใช7ช้ินทดสอบ
ยางเติมเขม�าดํา 33.33 เปอร,เซนต,โดยนํ้าหนัก มีลักษณะ
ตามมาตรฐาน ASTM D 623-93 ทดสอบด7วยเครื่อง
ทดสอบอิลาสโตเมอร,แบบไฮโดรลิกย่ีห7อเอ็มทีเอสโมเดล 
830 (MTS elastomer teting machine model 830) 
ณ ห7องปฏิบัติการการสั่นสะเทือนของ ISMCM-CESTI 
Saint-Quen ประเทศฝรั่งเศส ทําการทดสอบภายใต7
อุณหภูมิคงท่ี 25 องศาเซลเซียส ให7ภาระก�อน (Pre-
loads) 5% และ 10% แล7วกระตุ7นด7วยภาระฮาร,โมนิกส,
ท่ีแอมปลิจูดคงท่ี 0.01 มิลลิเมตร 0.03 มิลลิเมตร และ 
0.05 มิลลิ เมตร ตลอดย�านความถ่ี 0-100 เฮิร,ต หา
ค�าพารามิเตอร,ของแบบจําลองท้ังสองด7วยการฟ̂ตเส7นโค7ง
โดยใช7โปรแกรมแมทแลป 
 

E η
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4. ผลการวิจัยและการวิจารณ�ผล 
 การจําลองสมบัติเชิงพลวัตโดยใช7แบบจําลองท่ัวไป
ของแมกซ,เวลล,และเศษส�วนอนุพันธ,พบว�าเม่ือเพ่ิมจํานวน
เอลิเมนต,ของแบบจําลองจะสามารถจําลองพฤติกรรมได7
ใกล7เคียงมากข้ึน และพบว�าจํานวนเอลิเมนต,ท่ีเพ่ิมขึ้นน้ัน
จําเปNนต7องใช7ข7อมูลในการจําลองมากข้ึนเช�นกัน เพ่ือให7
แบบจําลองสามารถจําลองได7ใกล7เคียงมากข้ึน ผลการ
จําลองของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 1-6 เอลิ
เม น ต, ดั ง แ ส ด ง ใน รู ป ท่ี  3-20 แ ล ะ ส า ม า ร ถ ห า
ค�าพารามิเตอร,ของแบบจําลองได7ดังแสดงในตารางท่ี 1-6 
 

 
รูปท่ี 3 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 1 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 4 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 2 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 5 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 3 เอลิเมต, 

 
รูปท่ี 6 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 4 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 7 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 5 เอลิเมนต, 
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รูปท่ี 8 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 6 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 9 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 1 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 10 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 2 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 11 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 3 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 12 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 4 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 13 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 5 เอลิเมนต, 
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รูปท่ี 14 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 6 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 15 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 1 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 16 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 2 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 17 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 3 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 18 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 4 เอลิเมนต, 

 
รูปท่ี 19 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 5 เอลิเมนต, 
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รูปท่ี 20 แผนภาพแสดงผลการจําลองของแบบจําลอง

ท่ัวไปของแมกซ,เวลล, 6 เอลิเมนต, 
 

ตารางท่ี 1 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.01 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 5% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.07 11.4 0.03 0.04 50.9 1.23 

2τ (sec.) - 0.07 371 1.19 1.33 1.44 

3τ (sec.) - - 0.19 0.97 0.02 1.31 

4τ (sec.) - - - 2.20 2.94 0.04 

5τ (sec.) - - - - 0.11 1.06 

6τ (sec.) - - - - - 2.18 

1E (MPa) 6.1 15.2 4.2 5.4 0.8 5 

2E (MPa) - 6.1 24.1 0.4 6.5 4.8 

3E (MPa) - - 3.8 6.7 3.5 4.4 

4E (MPa) - - - 12.2 6.6 5 

5E (MPa) - - - - 3.7 4.2 

6E (MPa) - - - - - 3 

Adj. R-sq 
(%) 

97.1
1 

96.7
1 

99.4
9 

98.4
5 

99.4
1 

96.0
9 

 
 
 
 

ตารางท่ี 2 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.03 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 5% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.06 6.14 1.39 0.03 0.04 2.30 

2τ (sec.) - 0.06 7.90 4.43 2.09 1.88 

3τ (sec.) - - 0.04 43.8 0.97 1.38 

4τ (sec.) - - - 0.18 6.27 1.98 

5τ (sec.) - - - - 2.06 0.04 

6τ (sec.) - - - - - 3.25 

1E (MPa) 4.7 25.3 11.9 3.8 4.4 4.8 

2E (MPa) - 4.6 5.8 12.7 12.6 5.8 

3E (MPa) - - 4.3 5.7 2.4 7.9 

4E (MPa) - - - 1.8 4.5 0.9 

5E (MPa) - - - - 0.2 4.3 

6E (MPa) - - - - - 4.4 
Adj. R-sq 

(%) 
97.9

2 
97.9

4 
98.7

9 
99.3

2 
98.1

7 
96.5

6 

 
ตารางท่ี 3 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.05 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 5% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.10 0.10 2.60 4.18 2.15 1.54 

2τ (sec.) - 23.7 45.3 1.92 1.24 2.08 

3τ (sec.) - - 0.09 2.19 0.27 1.20 

4τ (sec.) - - - 0.09 1.61 1.31 

5τ (sec.) - - - - 0.95 1.66 

6τ (sec.) - - - - - 0.05 

1E (MPa) 3.6 3.6 6.8 10.1 4.3 4.2 

2E (MPa) - 23.7 1.8 8.1 3.6 4.7 

3E (MPa) - - 3.4 3.3 3.6 3.1 

4E (MPa) - - - 3.2 5.8 2.8 

5E (MPa) - - - - 4.4 5.3 

6E (MPa) - - - - - 2.5 

Adj. R-sq 
(%) 

97.6
9 

97.3
5 

97.3
1 

96.7
4 

28.4
1 

92.2
5 
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ตารางท่ี 4 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.01 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 10% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.06 0.22 556 8.42 1.06 0.04 

2τ (sec.) - 0.03 0.25 1.93 1.88 0.88 

3τ (sec.) - - 0.03 0.79 6.38 0.73 

4τ (sec.) - - - 0.05 1.61 1.17 

5τ (sec.) - - - - 0.04 1.49 

6τ (sec.) - - - - - 2.91 

1E (MPa) 5.8 3.3 4.8 13.4 6.5 3.4 

2E (MPa) - 4.3 3.2 12.2 5.9 5.6 

3E (MPa) - - 4.5 1.8 8.3 2.6 

4E (MPa) - - - 5.4 4.0 7.7 

5E (MPa) - - - - 5.2 3.7 

6E (MPa) - - - - - 3.9 
Adj. R-sq 

(%) 
97.2

3 
99.8

8 
99.7

5 
98.5

4 
98.6

9 
78.4

0 

 
ตารางท่ี 5 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.03 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 10% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.06 0.06 86.8 1.98 3.00 0.03 

2τ (sec.) - 3.20 0.06 0.05 0.03 1.97 

3τ (sec.) - - 0.45 2.44 1.69 0.99 

4τ (sec.) - - - 3.86 1.26 1.29 

5τ (sec.) - - - - 1.79 2.47 

6τ (sec.) - - - - - 3.44 

1E (MPa) 4.4 4.4 2.4 13.9 3.8 4.0 

2E (MPa) - 25.8 0.3 4.1 4.0 2.4 

3E (MPa) - - 10.0 5.5 9.7 2.8 

4E (MPa) - - - 0.3 3.7 6.5 

5E (MPa) - - - - 5.2 4.3 

6E (MPa) - - - - - 7.8 

Adj. R-sq 
(%) 

97.5
7 

97.8
4 

42.5
2 

98.7
1 

98.4
2 

97.4
7 

ตารางท่ี 6 ค�าคงท่ีของแบบจําลองท่ัวไปของแมกซ,เวลล,ท่ี
แอมปลิจูด 0.05 มิลลิเมตร ภาระล�วงหน7า 10% 

เอลิเมนต, 1 2 3 4 5 6 

1τ (sec.) 0.09 12.3 1.23 45.1 2.41 41.4 

2τ (sec.) - 0.09 98.2 3.66 1.29 4.52 

3τ (sec.) - - 0.06 1.76 1.76 0.60 

4τ (sec.) - - - 0.06 0.39 2.82 

5τ (sec.) - - - - 4.97 0.06 

6τ (sec.) - - - - - 0.79 

1E (MPa) 3.4 24.2 8.4 2.0 5.4 1.9 

2E (MPa) - 3.4 5.5 2.8 1.7 0.3 

3E (MPa) - - 2.8 14.7 6.2 0.3 

4E (MPa) - - - 2.8 6.0 8.3 

5E (MPa) - - - - 4.0 2.7 

6E (MPa) - - - - - 3.1 
Adj. R-sq 

(%) 
97.8

1 
97.5

7 
99.1

3 
98.9

1 
18.9

3 
98.1

8 

 
5. สรุปผล 

 จากผลการวิจัยและวิจารณ,ผลสรุปได7ว�าแบบจําลอง
ท่ัวไปของแมกซ,เวลล,สามารถจําลองสมบัติเชิงพลวัตของ
ยางเติมเขม�าดําได7ดี และสามารถจําลองได7มากกว�าย�าน
ความถ่ีดังกล�าวได7 ท้ังน้ีข้ึนอยู�กับจํานวนเอลิเมนต,ของ
แบบจําลอง 
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