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บทคัดย�อ  

การเปรียบเทียบความแม�นยําวิธีการหาผลเฉลยของค�าการเกิดรังสีความร3อน (Incident radiation, G)         
ของฟZงก4ชันเอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัล (Exponential integrals function, En) อันดับหน่ึง (E1) และอันดับสอง (E2) โดย
การใช3สมการโพลิโนเมียลอันดับสอง (The second-order polynomial equation) กับสมการแม�นตรง (Exact 
solution) การศึกษาจะทําการคํานวณในกรณีสื่อกลางมีส�วนร�วม (Participating media) หรือวัสดุพรุนกําหนดให3เปoน

ระบบพิกัดแบบระนาบขนาน 1 มิติ (One-dimensional plan parallel) ท่ีมีความหนาเชิงแสง (τ) อยู�ในช�วง 0 ถึง 1.5 
และขอบเขตการคํานวณเปoนแบบวัตถุดํา (Black body) ท่ีมีอุณหภูมิผิวด3านบนเท�ากับ 400 K และด3านล�างเปoนผนัง       
ไอโซเทอร4มอล (Isothermal wall) ท่ีมีอุณหภูมิเท�ากับ 700 K จากผลการเปรียบเทียบพบว�าค�า G ท่ีคํานวณได3จากท้ัง          
สองสมการของงานวิจัยน้ีมีแนวโน3มไปในทิศทางเดียวกันและมีความสอดคล3องกันเปoนอย�างดี เน่ืองจากมีค�าความ
คลาดเคลื่อนสูงสุดเพียง 11 เปอร4เซ็นต4 
คําหลัก: ค�าการเกิดรังสีความร3อน, วัสดุพรุน, สมการแม�นตรง 
 

Abstract 

 The comparison of accuracy of solution method for solving the incident radiation (G) using the 
first-order (E1) and the second-order (E2) of the exponential integral function (En) between the second-
order polynomial equation and exact solution was studied. In the prediction, the porous media in 

one-dimensional plane parallel was conducted. Optical thickness (τ) was in the range of 0 - 1.5. The 
porous media was bounded by black body boundary condition where the upper temperatures  (TU) 
was 400 K and the isothermal temperature of lower one (TL) was 700 K. From comparison the quantity 
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of G evaluated by both equations of the present paper was quality agreement owing to the maximum 
error was reached to 11 percentage. 
Keywords: Incident radiation, Porous media, Exact solution. 
 

1. บทนํา 

การแก3ปZญหาการถ�ายเทความร3อนทางวิศวกรรมและ
วิทยาศาสตร4ในปZจ จุ บัน กรณี ใช3 วัสดุพ รุน (Porous 
medium) เปoนตัวกลางท่ีมีส�วนร�วมกับกลไกการแผ�รังสี
ความร3อน [1, 2] ในรูปแบบต�าง ๆ เพ่ือหาผลเฉลยของ
สมก ารการแผ� รั งสี ค วาม ร3 อน  (Radiative transfer 
equation, RTE) มีความซับซ3อนเพราะต3องหาผลเฉลย
ของค� า อ่ืน  ๆ ไปพร3อม ๆ  กัน  เช�น  ค� าการเกิดรังสี      
ค วาม ร3 อ น  (Incident radiation, G) แ ล ะ ค� าฟ ลั ก ซ4     
การแผ�รังสีความร3อนสุทธิ (Net radiative heat flux, 
qn) เปoนต3น แต�เน่ืองจาก RTE เปoนสมการแบบ integro-
differential หมายถึง ในสมการจะมีท้ังปริพันธ4และ
อนุพันธ4รวมอยู�ในสมการเดียว โดยท่ัวไปการหาผลเฉลย
ของ RTE จะแบ�งออกเปoนสองวิธีใหญ� ๆ ได3แก� วิธีการหา
ผลเฉลยแบบแม�นตรง (Exact solution) และวิธีการหา
ผล เฉลยแบบประมาณ  (Approximation solution)     
[3, 4] วัสดุพรุนท่ีใช3เปoนตัวกลางอาจทํามาจากเซรามิกส4 
(Ceramics) โลหะโครงข�ายเป~ดทนความร3อนสูง (Open 
cellular metal) หรือตาข�ายสแตนเลส (Stainless wire 
net) หลายแผ�นวางซ3อนกัน ซ่ึงคุณสมบัติท่ีโดดเด�นของ
วัสดุพรุน คือมีพ้ืนท่ีผิวสัมผัสต�อปริมาตรสูง สัมประสิทธ์ิ
การถ�ายเทความร3อนสูง และสัมประสิทธ์ิการดูดกลืนรังสี
ค ว าม ร3 อ น  (Radiative absorption coefficient) สู ง    
จึงทําให3วัสดุพรุนมีความสามารถในการเปลี่ยนพลังงาน
ความร3อนระหว�างการพาและการแผ�รังสีความร3อนได3เปoน
อย�างดี  จากเหตุผลดังกล�าวนักวิจัยหลายกลุ�ม จึงได3
ทําการศึกษาและพัฒนาวิธีหาผลเฉลยของสมการ       
การแผ� รั งสี ความร3อนใน วัสดุพรุนอย� างแพร�หลาย        
เช�น การใช3สมการมาตรฐานท่ัวไป (Formal solution) 
เพ่ือหาค�าฟลักซ4การแผ�รังสีความร3อน (Radiative heat 

flux) โดยการจัดสมการให3อยู�ในรูปอย�างง�าย คือเปลี่ยน
เทอม Exponential integral function ให3เปoนฟZงก4ชัน
ของความ เข3 มการแผ� รังสี  (Intensities radiation) ท่ี
บ ริเวณผิวหรือขอบเขตวัสดุพรุน [5] การใช3สมการ
มาตรฐานท่ัวไป (Formal solution) ทํานายคุณลักษณะ
ช่ัวค ราวของการนํ าความร3อน  (Conductive heat 
transfer) ก า ร พ า ค ว า ม ร3 อ น  (Convective heat 
transfer) และ  การแผ�รังสีความร3อน (Radiative heat 
transfer) ใน  วัสดุพรุน [6] การประมาณค� าโดยวิธี       
P1 approximation ใน ก า ร แ ก3 ปZ ญ ห า ก า ร ถ� า ย เท      
ความร3อน ท่ี เกิ ดร�วมกันระหว� างการนําความร3อน 
(Conductive heat transfer) กับการแผ�รังสีความร3อน 
(Convective heat transfer) [7, 8] การศึกษาอิทธิพล
ของการแผ� รังสีความร3อนท่ีมีผลต�อการกระเจิงและ     
การหักเหของรังสีความร3อน โดยใช3 วิ ธี Differential 
approximation เ ป รี ย บ เ ที ย บ กั บ วิ ธี  Discrete 
ordinates method [9] ก า ร ใช3 วิ ธี  Finite element 
approximation เพ่ือคํานวณหาผลเฉลยของสมการ   
การแผ�รังสีความร3อนในวัสดุพรุน พร3อมท้ังเปรียบเทียบ
กับ วิ ธี  Monti carlo method [10 ] และการพัฒ นา
แบบ จําลองทางคณิ ตศาสตร4สํ าห รับการผล เฉลย       
แบบประมาณค�าด3วยวิธี Spherical-harmonics หรือ PN 
เพ่ือหาผลเฉลยของสมการการแผ�รังสีความร3อน [11] 

อย�างไรก็ตามงานส�วนใหญ� ท่ีกล�าวมาข3างต3นก็ยัง     
ไม� มี ก าร ศึ กษ าผ ลการ เป รีย บ เที ยบ ผ ล เฉล ยข อง       
สมการการแผ�รังสีความร3อนด3วยวิธีการหาผลเฉลย     
แบบแม� นตรงระหว� างสมการเอ็กซ4 โน เนน เชียล -  
อิ น ทิ ก รั ล  (Exponentail integral equation) แ ล ะ
สมการโพลิ โนเมียลอันดับสอง (The second-order 
polynomial equation) อย�างเด�นชัด ด3วยเหตุน้ีงานวิจัย
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น้ีจึงได3นําเสนอการสร3างแบบจําลองทางคณิตศาสตร4     
ใน ก า รห าฟZ งก4 ชั น เ อ็ ก ซ4 โพ เน น เ ชี ย ล -อิ น ทิ ก รั ล 
(Exponential integral function, En) ในรูปของสมการ
โพลิโนเมียลอันดับสอง เน่ืองจากสมการโพลิโนเมียล
อันดับสองเปoนการถดถอยแบบพหุนามอย�างง�าย เพ่ือหา
ผลเฉลยของสมการการเกิดรังสีความร3อน (Incident 
radiation, G) โดยปรับเปลี่ยนสมการเอ็กซ4โพเนนเชียล – 
อินทิกรัล อันดับ 1 (E1) และอันดับ 2 (E2) เปoนสมการ  
โพลิโนเมียลอันดับสองและเปรียบเทียบผลเฉลยของ     
ค�าการเกิดรังสีความร3อนท่ีได3จากท้ังสองสมการ พร3อมท้ัง
ตรวจสอบความแม�นยําและความน�าเช่ือถือของสมการ  
โพลิโนเมียลอันดับสองท่ีสร3างขึ้น  

 
2. แบบจําลองทางกายภาพ 

รูปแบบทางกายภาพของแบบจําลองทางคณิตศาสตร4
ข อ งก าร ศึ ก ษ าพ ฤติ ก รรม ก ารแ ผ� รั งสี ค วาม ร3 อ น          
โดยวัสดุพรุนได3รับความร3อนจากแหล�งความร3อนใด ๆ     
กําหนดให3 วัสดุพ รุน ถูกบรรจุอ ยู�ภ ายในช� องฉนวน          
กันความร3อน (Thermal insulation) ด3านข3างท้ังสอง
ด3านไม�มีการสูญเสียความร3อน ด3านล�างและด3านบนจะ
เปoนผนังความร3อน (Isothermal wall) ท่ี มี อุณหภู มิ 
ด3านล�างเปoน TL และด3านบนเปoน TU ดังแสดงในรูปท่ี 1      
และจากรูปแบบทางกายภาพน้ีสมมติฐานท่ีจําเปoนใน        
การคํานวณจะแสดงรายละเอียดดังต�อไปน้ี 

1) การคํานวณเปoนแบบระนาบขนานหน่ึงมิติ (One-
dimensional plane-parallel) และวัสดุ เปoนแบบเทา 
(Gray medium) มี ค ว า ม ห น า  (Porous thickness) 
เท�ากับ L 

2) วัสดุพรุนมีความเปoนเน้ือเดียว (Homogenous 
media) มีความสามารถในการดูดซับรังสีความร3อน 
(Absorbing radiation) และการกระจายรังสีความร3อน 
(Emitting radiation) แต�ไม�คิดการกระเจิงรังสีความร3อน 
(Non scattering radiation) 

3) ภายในวัสดุพรุนไม�คิดการแผ�รังสีความร3อนของ
สถานะแก�ส (อากาศ) เน่ืองจากมีค�าน3อยมากเม่ือเทียบกับ
สถานะของแข็ง (เน้ือวัสดุพรุน) 

4) ขอบเขตด3านล�างและด3านบนเปoนแบบวัตถุดํา 
(Black body) โดยด3 านล� าง ได3 รับ อุณ ห ภู มิ ค ง ท่ี  TL    
พ ร3อม ท้ั งมี สม บัติ เปo น เส มื อนผ นั งไอโซ เทอร4มอล 
(Isothermal wall) ส�วนด3านบนจะเป~ดสู�สิ่ งแวดล3อม
ภายนอกท่ีมีอุณหภูมิ TU และภายนอกไม�มีอากาศหรือ
ของไหลใด ๆ ไหลผ�าน 

5) การถ�ายเทความร3อนในวัสดุพรุนเปoนสภาวะ     
คงท่ี (Steady state) 

 
 

รูปท่ี 1 รูปแบบทางกายภาพของแบบจําลอง 
ทางคณิตศาสตร4 

 

3. สมการการคํานวณ 

สมการควบคุมหลัก (Governing equation) ท่ีใช3
แก3ปZญหาการแผ�รังสีความร3อนของวัสดุพรุน ท่ีได3 รับ
พลังงานความร3อนจากแหล�งความร3อนใด ๆ กระทํา    
โดยพิจารณาให3วัสดุพรุนมีความต�อเน่ือง (Continuous) 
ดังน้ันจากสมมติฐานท้ัง 5) ในหัวข3อท่ี 2 จะได3สมการ
ควบคุมหลักการแผ�รังสีความร3อน (Radiative heat 
transfer, RTE) แ ล ะ เ ง่ื อ น ไข ข อ บ เข ต  (Boundary 
condition) ดังน้ี 
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4
sT (y)dI(y)

I(y)
dy

σµ = −
κ π

          (1) 

 
                   (2) 

 
 
 

เม่ือ κ คือ สัมประสิทธ์ิการดูดซับรังสีความร3อน 
(Absorption coefficient) ของวัสดุพรุน และโดยท่ัวไป
การแก3ปZญหาการแผ�รังสีความร3อนของวัสดุพรุนจะนิยม
กําหนดพิกัดด3วยความหนาเชิงแสง (Optical thickness) 

[4] คือ dτ = κdy ดังน้ันสมการท่ี (1) จะเปลี่ยนเปoน 
 

4
sT ( )dI( )

I( )
d

σ ττµ = − τ
τ π

   (3) 

 

อินทิเกรต RTE หรือสมการ (3) ในช�วง τ = 0 ถึง     

τ = τL จะได3ผลลัพธ4คือ 
 

     I( ) I ( ) I ( )+ −τ = τ + τ               (4a) 
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e d
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τ µ σ τ+ τ µ π 
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ก า รห าค� าก า ร เ กิ ด รั งสี ค ว าม ร3 อ น  (Incident 
radiation, G) [3, 4] ด3 ว ย วิ ธี ก ารห าผ ล เฉ ล ย แ บ บ       
แม� นตรงท่ี ใช3 เปo นตั วเป รียบ เที ยบระหว� างสมการ       
เอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัลกับสมการโพลิโนเมียลอันดับ
สอง  ท่ีสร3างขึ้นสามารถคํานวณได3จาก 
 

1
1G ( ) 2 I( , )dµ =−∫τ = π τ µ µ         (5a) 

 

L/ ( ) /1 1
0 0G( ) 2 I(0 ) e d I(L ) e d− τ µ − τ −τ µ
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4
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π µ
        

L

4
( )/1s

0

T ( ) d
e d′− τ −τ µτ

τ∫ ∫
′ σ τ µ ′+ τ π µ 

    (5b) 

 
จัดรูปสมการท่ี (5b) ใหม� โดยการแทนรูปแบบท่ัวไป

ของฟZงก4ชันเอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัล (Exponential 
integrals equation, En) ดังน้ี 
 

           
x

1
xt n 2

n1 0

dt
E (x) e e d
n t

−
∞ − µ= = µ µ∫ ∫  

(6) 
∞

−= ∫ n 1x
E (x) E (x)dx
n  

 

เม่ือหาค�า E1(τ) และ E2(τ)  จากสมการท่ี (6) แล3ว
สมการของการคํานวณหาค�า G สามารถจัดรูปสมการใหม�
ได3ดังน้ี 
 

      2 L 2 LG( ) 2 I (0)E ( ) I( )E ( )+ τ = π τ + τ τ − τ    

      
4
s

0 1

T ( )
2 E ( )dτ

∫
′ σ τ ′ ′+ π τ − τ τ π

  

      L

4
s

1

T ( )
E ( )dτ

τ∫
′ σ τ ′ ′+ τ − τ τ π 

           (7) 

 
สมการโพลิโนเมียลอันดับสอง (The second-order 

polynomial equation) [12] ท่ีถูกนํามาใช3เพ่ือคํานวณ  

หาค�า E1(τ) และ E2(τ) แทนฟZงก4ชันเอ็กซ4โพเนนเชียล-
อินทิกรัล โดยมีรูปแบบสมการคือ 

   = + + 2
n 0 1 2E a a x a x           (8) 
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จากสมการท่ี (8) a0, a1 และ a2 คือค�าคงท่ีต3องการ
หา ซ่ึงคํานวณได3โดยใช3ระเบียบวิธีคํานวณเชิงตัวเลขแบบ 
Secant method 

 
4. วิธีการคํานวณ 

จากสมการการคํานวณพร3อมท้ังเง่ือนไขขอบเขต    
จากหัวข3อท่ี 3 ทําการคํานวณหาผลเฉลยของค�าการเกิด

รังสีความร3อน (G) โดยกําหนดค�าความหนาเชิงแสง (τ) 

อยู� ในช� วง 0 < τ < 1.5 ด3านบนได3 รับ อุณหภู มิ เปoน       
TU = 400 K และอุณหภูมิไอโซเทอร4มอลด3านล�างเปoน    
TL = 700 K เริ่มต3นคํานวณหาค�าโครงสร3างทางอุณหภูมิ
ภ ายใน ช้ัน วัสดุ พ รุน  และคํ านวณ หาค� าความ เข3 ม         
การแผ�รังสี (Intensities radiation, I) ตามสมการท่ี (4) 
หลังจากน้ันคํานวณหาค�า G ตามสมการท่ี (7) โดยใช3ค�า 
En จากฟZงก4ชันเอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัล และนําค�า G 
ท่ีคํานวณได3ไปแทนในสมการท่ี (7) แล3วใช3ระเบียบวิธี
คํานวณเชิงตัวเลขแบบ Gauss elimination method 

เพ่ือหาค�า En ท่ีตําแหน�ง τ ใด ๆ และในขั้นตอนสุดท3าย
ใช3ระเบียบวิธีคํานวณเชิงตัวเลขแบบ Secant method 
เพ่ือหาค�าคงท่ี a0, a1 และ a2 ก็จะได3สมการโพลิโนเมียล
อันดับสองตามสมการท่ี (8) และเพ่ือเปรียบเทียบผลเฉลย
ของค�า En จากสมการเอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัลและ
สมการโพลิโนเมียลอันดับสองท่ีสร3างข้ึน ค�า G จึงถูก
ทํานายพร3อม ท้ังตรวจสอบความแม�น ยําและความ
น�าเช่ือถือของสมการท่ีสร3างข้ึนโดยการคํานวณหาค�า
ความคลาดเคลื่อนและค�าสัมประสิท ธ์ิการกําหนด 
(Determination coefficient, R2) 
 

5. ผลการคํานวณและอภิปรายผล 

5.1 ค�าเอ็กซTโพเนนเชียล-อินทิกรัล E1 และ E2 
 รูปท่ี 2 แสดงการเปรียบเทียบค�า E1 และ E2 ด3วย
วิ ธีการหาผล เฉลยแบบแม�นตรง ระหว� างสมการ       
เอ็กซ4 โพเนนเชียล-อินทิก รัลกับสมการโพลิ โนเมียล    

อันดับสอง โดยทําการเปรียบเทียบในช�วง 0 < τ < 1.5 

จะพบว�าค�า E1 และ E2 เม่ือสร3างเปoนสมการโพลิโนเมียล
อันดับสองจากวิธีกําลังสองต่ําสุด (Least square) [12]    
จะมีแนวโน3มไปในทิศทางเดียวกัน และมีค�าแตกต�างกัน
เล็กน3อยเม่ือเทียบกับ E1 และ E2 ท่ี คํานวณได3จาก       
สมการเอ็กซ4โพเนนเชียล-อินทิกรัล เน่ืองจากสมการ      
โพลิโนเมียลท่ีสร3างข้ึนเปoนสมการอันดับสองอย�างง�าย    
จึงทํ าให3ผลของ En น้ัน ยังคลาด เคลื่ อนจากสมการ     
เอ็กซ4 โพ เนนเชียล-อินทิก รัลอ ยู�  อย� างไรก็ตามหาก
พิ จ ารณ าค� า  R2 ข อ ง E1  แล ะ  E2 จ ะ มี ค� า เท� า กั บ 
0.830872 และ 0.971439 ตามลําดับ ซ่ึงใกล3เคียงกับ 1 
ถือว�าอยู�ในระดับท่ีน�าพอใจ และสมการโพลิโนเมียล

อันดั บสอ งท่ี ได3 คื อ  E1 = 2.387501 – 4.457024τ + 

2.101410τ2 แ ล ะ  E2 = 0.918504 – 1.515067τ + 

0.740643τ2 
5.2 ค�าการเกิดรังสีความร$อน (G) 

เพ่ือตรวจสอบความแม�นยําของสมการท่ีสร3างข้ึน   
รูป ท่ี  3 แสดงค� าการเกิ ด รั งสี ค วาม ร3 อน  (Incident 
radiation, G) ภายใน ช้ัน วัสดุพรุน ท่ี คํ านวณ ได3 จาก       
สมการท่ี (7) ในกรณี  TL = 700 K และ TU = 400 K    

ค� าความหนาเชิงแสง τL เท� ากับ  0.5, 1.0 และ 1.5 
ต ามลํ าดั บ  พ บ ว� าค� า  G ท่ี คํ าน วณ ได3 จ าก ท้ั งส อ ง       
สมการโดยใช3ค� า En จากสมการท่ี (6) กรณี สมการ     
เอ็กซ4โพเนนเชียล – อินทิกรัล และ En ท่ีคํานวณได3จาก
หัวข3อ 5.1 กรณีสมการโพลิโนเมียลอันดับสอง จะมี
แนวโน3มไปในทิศทางเดียวกันตามความหนาของแผ�น  
วัสดุพรุน และมีค�าใกล3 เคียงกันในทุก ๆ กรณี  อีกท้ัง      
ยังพบว�าในช�วงแรกและช�วงท3ายของกราฟค�า G จากท้ัง
สองสมการมีความแตกต�างกันอย�างค�อนข3างเห็นได3ชัดเจน 
เน่ืองจากความคลาดเคลื่อนของสมการโพลิโนเมียลอันดับ
สองท่ีสร3างข้ึนดังแสดงในรูปท่ี 2 แต�อย�างไรก็ตามค�า G   
ท่ีคํานวณได3จากสมการโพลิโนเมียลอันดับสองมีความ
คลาดเคลื่อนสูงสุดเท�ากับ 11 % ดังแสดงในรูปท่ี 4 ถือว�า
อยู�ในระดับท่ียอมรับได3หากนําไปคํานวณร�วมกับกลไก  
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การแผ� รังสีความร3อน อ่ืน ๆ เช�น การพาความร3อน      
และการนําความร3อน 

 
6. สรุปผลการศึกษา 

 1) สมการโพลิโนเมียลอันดับสองท่ีได3นําเสนอใน    
งานวิจัยน้ี ซ่ึงสร3างข้ึนจากฟZงก4 ชันเอ็กซ4 โพเนนเชียล        

-อินทิกรัล  (E1 และ E2) ในช�วง 0 < τ < 1.5 พบว�า     
E1 และ E2 มีความแตกต�างกันเล็กน3อย เม่ือเทียบกับ   
สมการแม�นตรงและพบว�าค� า R2 สู งท่ีสุดจะพบใน      
กรณี E2 กล�าวคือ สําหรับ E1 (R2 = 0.830872) และ E2       
(R2 = 0.971439) ตามลําดับ ซ่ึงมีค�าใกล3เคียงกับ 1 จึงถือ
ว�าท้ังสองสมการมีความสอดคล3องกันเปoนอย�างดีและอยู�
ในระดับท่ีน�าพอใจ  
 2) สมการ En ท่ีได3จากสมการโพลิโนเมียลอันดับสอง
ท่ีได3คือ 

 E1 = 2.387501 – 4.457024τ + 2.101410τ2  

 E2 = 0.918504 – 1.515067τ + 0.740643τ2  

 3) ค�า G ท่ีคํานวณได3จากท้ังสองสมการจะมีแนวโน3ม
ไปในทิศทางเดียวกันตามความหนาของแผ�นวัสดุพรุน 
และมีค�าใกล3เคียงกัน โดย G ท่ีคํานวณได3จากสมการโพลิ
โนเมียลอันดับสองจะมีค�าสูงกว�าสมการเอ็กซ4โพเนนเชียล-
อินทิกรัล และมีค�าความคลาดเคลื่อนสูงสุดเท�ากับ 11 % 
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รูปท่ี 2 การเปรียบเทียบค�า E1 และ E2 ระหว�างสมการ 

โพลิโนเมียลอันดับสองกับสมการแม�นตรง 
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รูปท่ี 3 การเปรียบเทียบค�า G ระหว�างการใช3 
สมการโพลิโนเมียลอันดับสองกับสมการแม�นตรง 
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รูปท่ี 4 ค�าความคลาดเคลื่อนของค�า G ระหว�างการใช3
สมการโพลิโนเมียลอันดับสองกับสมการแม�นตรง 
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