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บทคัดยอ  

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อออกแบบและสรางแบบจําลองกลไกการทํางานของแขนกลตนแบบโครงสรางขนาน 
3 ขา เคล่ือนที่สไลดแบบทิศทางไขว โดยมีรูปแบบ การเคล่ือนที่ขอตอเปนแบบ translation ทั้งสามแกน ขอตอ สงผาน
การเคล่ือนที่ผาน u-joint ไปที่ platform ตัวกลไกของแขนกลจะตองสามารถเคล่ือนที่ ดวยความแมนยํา โดยมีเปาหมาย
คือออกแบบกลไกของแขนกลตนแบบโครงสรางขนานเคล่ือนที่สามแกนที่มีความแข็งแรงและเหมาะสมแกการใชงานที่
สภาพแวดลอมมีสารเจือปนโดยไมตองการความละเอียดมากเชน งานพนสี เปนตน โดยไดทําการหาและทดสอบ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของแขนกล ในสวน จลนศาสตรแบบไปขางหนา, จลนศาสตรแบบผกผัน, จาโคเบียนเมทริกซ
แบบไปขางหนา ตลอดจนพลศาสตรของแขนกล  

หลังทําการเปรียบเทียบผลการทดสอบการเคล่ือนที่ที่ไดจากการ Simulation และที่ไดจากสมการแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของ ผลการเปรียบเทียบแสดงวา ใหคาตําแหนง, ความเร็ว และแรงที่ใชในการควบคุม มี
ความคลาดเคล่ือนที่เพียงพอที่สามารถจะนําไปใชในระบบควบคุมแขนกลเพื่อทําการทดสอบตอไป  
คําหลกั: แขนกลโครงสรางขนาน ; จาโคเบียน เมทรกิซ ; แขนกลเคล่ือนที่สามแกน 
 
Abstract  
 In overall, this research aims to design and build a simulation mechanism for the prototype of 
a 3 translational Cross Path Tripod Parallel Manipulator, with the joints on the three cores moving in a 
translation manner and directing a platform’s movement via the u-joint and the manipulator’s 
instrument handling mechanism being able to reach different positions with high accuracy. The goal is 
to design the prototype’s mechanism that is strong and capable of work of low-to-medium fineness in 
polluted environments such as spray painting. The manipulator’s movement test is conducted using 
program Solidworks Motion to analyze the movement and program Matlab to create relevant 
mathematical model equations; each of the programs then tested four different mathematical models 
of Forward kinematics, Inverse kinematics, Forward Jacobian matrix and manipulator dynamics.  

Following the test, the results from the simulation of Solidworks Motion and Matlab are 
compared and contrasted, and finally this process yielded acceptable error in terms of position, speed 
and control force. In short, the mathematical model can be applied in further examination of the 
manipulator’s controller. 
Keywords: Parallel Manipulator ; Jacobian matrix ; 3 degree of freedom Manipulator
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1. บทนํา 
ในปจจุบันนี้มีการพัฒนาเทคโนโลยีในหลายๆดาน

อยางกาวกระโดด จนมนุษยสามารถสังเกตเห็นการ
เปล่ียนแปลงน้ีไดแทบทุกๆวันของชีวิตเรา เทคโนโลยี
เกี่ ยวกับหุนยนตก็ เชนกันนํามาซึ่ งการแขงขันและ
กอใหเกิดการเปล่ียนแปลงแบบฉับพลันเพื่อตอบสนอง
ความสะดวกในการทํางานและดําเนินชีวิตของมนุษย 
ดังเชนหุนยนตที่สามารถทํางานหลายๆอยางแทนมนุษย
ได   เทคโนโลยีหนึ่ งที่ มีบทบาทและถูกนํามาในใช
อุตสาหกรรมพบเห็นบอยขึ้นในหุนยนตประเภทแขนกล
คือ แขนกลแบบขนานซึ่งมีขอดีในสวนของโครงสราง
ความแข็งแรง, ความละเอียดแมนยําในการทํางาน เชน 
แขนกลขนานสามองศาอิสระแบบUPU หรือหกองศา
อิสระ PKM ที่ใชในงานกัด เปนตน งานวิจัยนี้จะขอ
นําเสนอนี้การพัฒนาเทคโนโลยีหุนยนตแบบขนานที่เปน
รูปแบบของกลไกที่ซับซอนโดยใชทํางานที่ตองการความ
ละเอียดและแมนยํา [4] [5] [13] 

แ ข น ก ล ที่ มี โ ค ร ง ส ร า ง แ บ บ ข น า น  ( Parallel 
Manipulator) เปนรูปแบบหนึ่งของเทคโนโลยีหุนยนตที่
ถูกออกแบบมาเพื่อใชกับงานที่ เกิดแรงปฏิกิริยาตอ
เครื่องมือสูง  ดวยการออกแบบของการเชื่อมตอปลาย
เครื่องมือแบบขนาน จึงทําใหเครื่องมือแขนกลนี้สามารถ
รับแรงตานและแรงบิดตานไดมาก ลักษณะเดนหลักๆของ
แขนกลที่มีกลไกแบบขนาน คือ บนฐานที่มีปลาย
เครื่องมือติดตั้งอยูจะเปนตําแหนงที่เปนจุดเชื่อมของแขน
กลทุกๆแขน ซึ่งแตละแขนหากเคล่ือนก็จะสงผลตอ
ตําแหนงของปลายเครื่องมือ ความสามารถที่แขนกลทําได 
คือ เคล่ือนที่ไดตามเสนทางที่กําหนด ทํางานแบบซ้ําวนไป
มาได มีความทนทานตองานที่มีแรงตานและแรงบิดสูง  

วิธีการควบคุมแขนกลที่มีกลไกแบบขนาน ใชการ
ควบคุมจากอุปกรณควบคุมซึ่งโปรแกรมเสนทางตาม
ทิศทางที่ผูใชตองการ ซึ่งในสวนของโปรแกรมจะตองสราง
จากการวิเคราะหกลศาสตรการเคล่ือนไหวของแขนกล
เพื่อใหเกิดการทํางานที่แมนยําและเสถียร หากการ
วิ เ ค ร า ะห ทํ า ไ ด ไ ม ส มบู รณ จ ะทํ า ใ ห โ ป ร แก รมมี
ประสิทธิภาพการทํางานต่ําลงหรือไมอาจใชงานใชงาน
แขนกลได ดังนั้นจึงมีเปาหมายคือออกแบบกลไกของแขน
กลตนแบบโครงสรางขนานเคล่ือนที่สามแกนที่มีความ
แข็งแรงและเหมาะสมแกการใชงาน ซึ่งในขั้นตอนปจจุบัน
อยูในสวนของการประเมินผลของ Kinematic ของกลไก 
โดยใชโปรแกรม Solidworks เพื่อวิเคราะหหาคาตางๆที่

ผานการ simulation โดยจะเปนคาที่ใกลเคียงกับความ
เปนจริง แลวจะนําคามาเปรียบเทียบกับคาจาก Model 
ที่ไดจากการออกแบบในโปรแกรม Matlab ผลที่ไดจะ
เปนผลที่แสดงในกรณีแขนกลเคล่ือนที่ตามเสนทางโดย
ไมไดพิจารณาเกี่ยวกับผลจากแรงที่เกิดจากการกัดแต
อยางใด [2] [3] [11] 

  
2. การออกแบบ 

อุปกรณตางๆของแขนกลโครงสรางขนานจะถูกบรรจุ
อยูในโครงของอลูมิเนียมโปรไฟล ซึ่งถูกประกอบเปน
รูปทรงโตะส่ีเหล่ียมขนาดปานกลาง ที่ตําแหนงตนแขนทั้ง
สามตําแหนงจะมีลักษณะเปน Platform บรรทุกชิ้นสวน
ที่สําคัญคือ มอเตอร เอนโคเดอร และ Universal Joint 
โดยการเคล่ือนที่เปนแบบ Translation Motion ทั้งหมด 
มีทิศทิศทางแนวนอน 2 ชุด และ แนวตั้ ง  1 ชุด ที่
ตําแหนงของ  Platform ที่ถูกปลายแขนทั้งสามยึดอยูถูก
ออกแบบเปนลักษณะแผนส่ีเหล่ียมมุมฉากดานเทาเพื่อ
เอาไวรองรับเครื่องมือที่จะถูกบรรจุไว โดยที่ตําแหนง
กลางของแผนเปนรูที่ถูกเจาะ 1 รู ซ่ึงถูกระบุไววาเปน
ตําแหนงของปลายเครื่องมือที่สมมุติไวเพื่อใชในการ
คํานวณ และตําแหนงริมขอบจะมีรูเอาไวสําหรับยึด 
Universal Joint ที่ถูกเชื่อมตอกับปลายแขนทั้งสาม การ
เคล่ือนที่ตําแหนงปลายเครื่องมือมีทิศทางการเคล่ือนที่  3 
degree-of-freedom ซึ่งก็คือทิศทาง แกน X แกน Y 
และ แกน Z และที่สําคัญคือแขนกลจะไมสามารถใชงาน
ในแกนหมุนไดเนื่องจาก  Universal Joint นั้นไม
สามารถทํางานไดหากตําแหนงปลายทั้งสองขางมีทิศทาง
ไมอยูแนวเดียวกัน 

รูปที่ 1 ลักษณะทางกายภาพของแขนกลตนแบบ 
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3. ตัวแบบเชิงจลศาสตร 
 ขณะที่แขนกลทํางานจะตองอาศัยความสัมพันธ
ระหวางการเคล่ือน ความเร็ว และความเรงของตําแหนง
ตนแขนกับตําแหนงปลายเครื่องมือ การควบคุมของแขน
กลชุดนี้จะถูกควบคุมโดยการปอน Input ที่ไดจาก
เครื่องมือควบคุมทางไฟฟาที่ถูกคํานวณออกมา สงไปยัง
มอเตอรทั้งสามตัวเพื่อสรางการเคล่ือนที่มีลักษณะเฉพาะ
สําหรับมอเตอรแตละตัว ในการคํานวณแตละครั้งจะตอง
นําคาคงที่ คาพิกัดตางๆที่เทียบกับพิกัดของแกน Origin 
นํามาใชรวมในการคํานวณดวย โดยจะแสดงตําแหนงของ
ตัวแปรและแกนตางๆ [6] [7] ดังรูปที่ 2 - 4 
 

 
รูปที ่2 แสดงชื่อตัวแปรตางๆ และพิกัด Origin {O}      

ที่จะนํามาใชรวมในการคํานวณ 

 

 
รูปที ่3 แสดงแกน {O1} , {O2} , {O3} และ {Ot}         

บน Platform tool 
 

โดยที ่

Ro = ระยะของแขนกานที่ 1 และ 2 

Rt = ระยะของแขนกานที่ 3 

a = ระยะหางแนวแกน Y ระหวางแกนอางองิที่ 1 และ 2    

b = ระยะหางแนวแกน X ระหวางแกนอางองิที่ 1 และ 3    

Loz = ระยะทางตามแนวแกน Z ระหวางจุดอางอิง 

         กับสไลดตัวที่ 1  

Ltz = ระยะทางตามแนวแกน Z ระหวางจุดอางอิง 

        กับสไลดตัวที่ 2    

Lox = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางอิง 

         กับสไลดตัวที่ 1  

Ltx = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางอิง 

        กับสไลดตัวที่ 2  

Lthx  = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางองิ 

           กับสไลดตัวที่ 3    

Lthy = ระยะทางตามแนวแกน Y ระหวางจุดอางอิง 

          กับสไลดตัวที่ 3    

 
4. จลศาสตรแบบผกผัน 

 เป นกระบวนการ ใช สํ าหรั บหาตํ าแหน ง ขอ ง 
Translation Platform [12] โดยใชตัวแปร input ใน
กระบวนการคือ พิกัดปลายเครื่องมือเทียบกับแกนอางอิง
หลัก p = [𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡] (หนวย mm) ผลลัพธที่ไดคือ 
พิกัดของการเคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัวที่เทียบกับ
แกนอางอิงหลัก ({O})  q = [𝑙1 𝑙2 𝑙3] (หนวย mm)   
 จากรูปที่ 2 และ 4 นําตําแหนงพิกัดปลายเครื่องมือ
มาวิเคราะหหาพิกัดตําแหนง (x, y, z) ของแกนที่ 1 ถึง 3 
 

           𝑥1 = 𝑥𝑡 + �𝑏
2
�                  (1) 

𝑥2 = 𝑥𝑡 + �𝑏
2
�                 (2) 

𝑥3 = 𝑥𝑡 − �𝑏
2
�                 (3) 

 

𝑦1 = 𝑦𝑡 − �𝑎
2
�                 (4) 

𝑦2 = 𝑦𝑡 + �𝑎
2
�               (5) 

𝑦3 = 𝑦𝑡                           (6) 
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รูปที ่4 แสดงแกนและตัวแปรตางๆ จากดานบน  

 

 จากรูปที่ 5 พบวาพิกัดตามแนวแกน Z ของแกนที่ 
1 ถึง 3 จะมีคาเทากับพกิัดปลายเครื่องมือ (zt)  

𝑧1 = 𝑧𝑡                          (7) 
𝑧2 = 𝑧𝑡                          (8) 
𝑧3 = 𝑧𝑡                              (9) 
 

รูปที ่5 แสดงแกนและตัวแปรตางๆ จากดานขาง 

 นําคาพิกัดของแกนทั้งสาม มาใชวิเคราะหหามุมของ
แขนที่มีความเกี่ยวของกับพิกัดปลายเครื่องมือและพิกัด
ของการเคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัว 
 

𝛼1 = arcsin ��(𝐿𝑡𝑥−𝑥2)2+(𝐿𝑡𝑧−𝑧2)2

𝑅1
�      (10) 

 

𝛼2 = arcsin ��(𝐿𝑜𝑥−𝑥1)2+(𝐿𝑜𝑧−𝑧1)2

𝑅1
�      (11) 

 

𝛼3 = arccos � 𝐿𝑜𝑥−𝑥1
�(𝐿𝑜𝑥−𝑥1)2+(𝐿𝑜𝑧−𝑧1)2

�     (12) 

 

𝛼4 = arcsin �(𝐿𝑡ℎ𝑦−𝑦3)
𝑅2

�                           (13) 

 

𝛼5 = arccos �(𝑥3−𝐿𝑡ℎ𝑥)
𝑅2cos𝛼4

�                          (14) 

 

 จากรูปที่ 2 นําคาที่ไดจากสมการที่  1 ถึง 14 มา
วิเคราะหหาพิกัดของ Translation ทั้งสามตัว จะไดตาม
สมการที่ 15 -17 
 

𝑙1 = 𝑦1 − 𝑅1cos𝛼2                   (15) 
𝑙2 = 𝑦2 + 𝑅1cos𝛼1                      (16) 
𝑙3 = 𝑧3 + (𝑅2cos𝛼4cos𝛼5)       (17) 

 

5. จลศาสตรแบบไปขางหนา 
 เปนการบวนการที่ตรงขามกับ จลศาสตรแบบผกผัน
โดยจะใชในการหาตําแหนงของปลายเครื่องมือโดยใชตัว
แปรอินพุตในกระบวนการคือ คือ  พิกัดของการเคล่ือนที่  
Translation ทั้งสามตัวที่เทียบกับแกนอางอิงหลัก   
q = [𝑙1 𝑙2 𝑙3] (หนวย mm) ผลลัพทที่ได คือ พิกัด
ปล า ย เ ค รื่ อ ง มื อ เ ที ย บกั บ แ ก น อ า ง อิ ง ห ลั ก ( {O}) 
p = [𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡] (หนวย mm)  
 จากรูปที่ 2 และ 3 นําพิกัดของการเคล่ือนที่  
Translation ทั้งสามตัวมาวิเคราะหหามุมของแขนที่มี
ความเกี่ยวของกับพิกัดปลายเครื่องมือและพิกัดของการ
เคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัว 

              𝛼1 = 𝛼2 = arccos�
�(𝑙2−𝑙1−𝑎)

2 �

𝑅1
�     (18) 

𝛼3 = arcsin � 𝐿𝑜𝑧−𝑧
𝑅1sin𝛼1

�                  (19) 

𝛼4 = arcsin�
��(𝑙1−𝑙2)

2 �−𝑙�

𝑅2
�            (20) 
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𝛼5 = arcsin � (𝑙3−𝑧)
𝑅2cos𝛼4

�                 (21) 

 
 โดยที่คา 𝛼3 และ 𝛼5 อยูในรูปตัวแปร z เอาไว โดย
จะตองนําสองสมการนี้มาวเิคราะหเพิ่มเติม 
 

 จากรูปที่ 2 และ 3 นํามุมที่ไดจากสมการที่ (18) ถึง 
(21) และพิกัดตางๆ มาวิเคราะหหาตําแหนงของแกนที่ 1 
ถึง 3 ตามสมการ 22- 30   

 

𝑥1 = 𝐿𝑜𝑥 − 𝑅1sin𝛼2cos𝛼3        (22) 
𝑦1 = 𝑙1 + 𝑅1cos𝛼2                         (23)  
𝑧1 = 𝐿𝑜𝑧−𝑅1 + 𝑅1sin𝛼2sin𝛼3   (24) 
 

𝑥2 = 𝐿𝑡𝑥 − 𝑅1sin𝛼1cos𝛼3           (25) 
𝑦2 = 𝑙2 − 𝑅1cos𝛼1                         (26) 
𝑧2 = 𝐿𝑡𝑧−𝑅1 + 𝑅1sin𝛼1sin𝛼3    (27) 
 

𝑥3 = 𝐿𝑡ℎ𝑥 + 𝑅2cos𝛼4cos𝛼5        (28) 
𝑦3 = 𝑙 + 𝑅2sin𝛼4                            (29) 
𝑧3 = 𝑙3−𝑅2cos𝛼4sin𝛼3                 (30) 
 

นําคาที่ไดจากสมการที่  18 ถึง 30 มาวิเคราะหหา
พิกัดปลายเครื่องมือ ตามสมการที่ 31-33 ดงัรปูที่ 3 - 5 

 

𝑥 = 𝑥1+𝑥3
2

= 𝑥2+𝑥3
2

                      (31) 

𝑦 = 𝑦1+𝑦3
2

= 𝑦3                                 (32) 

𝑧 = 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧3                             (33) 
 

6. จาโคเบียนเมทริกซแบบไปขางหนา 
 เปนกระบวนหาเมทริกซที่เปนความสัมพันธของคา
เวกเตอรสองชุดคือ เวกเตอรความเร็วของพิกัดปลาย
เครื่องมือ กับ เวกเตอรความเร็วของพิกัด Translation 
ทั้งสามตัว [8] [9] มีความสัมพันธดังสมการ 
 
                       �̇�𝑇 = 𝐽. �̇�                               (34) 
โดยที่ 

  �̇�𝑇 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑧
𝑑𝑡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
     (35)   ,      �̇� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑙1
𝑑𝑡
𝑑𝑙2
𝑑𝑡
𝑑𝑙3
𝑑𝑡 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
    (36) 

 

ทําการ partial derivative ของพิกัดปลายเครื่องมือ 
 
𝑑𝑧
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑧
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑧
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑧
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                   (37) 

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑦
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑦
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑦
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                       (38) 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑥
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑥
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                   (39) 

 

ทําการจัดรูปเปนแบบเมทริกซและเวกเตอร 
 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑧
𝑑𝑡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

𝑑𝑥
𝑑𝑙2

𝑑𝑥
𝑑𝑙3

𝑑𝑦
𝑑𝑙1

𝑑𝑦
𝑑𝑙2

𝑑𝑦
𝑑𝑙3

𝑑𝑧
𝑑𝑙1

𝑑𝑧
𝑑𝑙2

𝑑𝑧
𝑑𝑙3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

.

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑙1
𝑑𝑡
𝑑𝑙2
𝑑𝑡
𝑑𝑙3
𝑑𝑡 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
    (40) 

 
เมทริกซที่ไดรับ คือ Jacobian Matrix 

 

𝐽 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

𝑑𝑥
𝑑𝑙2

𝑑𝑥
𝑑𝑙3

𝑑𝑦
𝑑𝑙1

𝑑𝑦
𝑑𝑙2

𝑑𝑦
𝑑𝑙3

𝑑𝑧
𝑑𝑙1

𝑑𝑧
𝑑𝑙2

𝑑𝑧
𝑑𝑙3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                 (41) 

 
7. ตัวแบบเชิงพลวัต 

 เปนกระบวนการที่ใชสมการพลังงาน Lagrange's 
Equation เพื่อวเิคราะหหาตัวแบบเชิงพลวัต (Dynamics 
Model) ของแขนกล โดยนําสมการจลศาสตรแบบไป
ขางหนาและจาโคเบียนเมทริกซแบบไปขางหนา  ที่ไดมา
จากหัวขอกอนหนามาใชรวมกับสมการของ Lagrange  
 จากขอกําหนดของ Lagrangian ตัวแปร L เกิดจาก
ความแตกตางของคาพลังงานจลนและพลังงานศักยของ
ระบบทางกล [1] [10] [14] 
 

           𝐿 = 𝐾.𝐸.−𝑃.𝐸.                 (42) 
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 ทําการอนุพันธตัวแปร จะใหผลลัพธเปน Input Q ที่
ถูกนําเขามาใสแกระบบ ในกรณีของแขนกล Input คือ 
Force จากมอเตอร 
 

        
𝑑
𝑑𝑡
� 𝜕𝐿
𝜕�̇�𝑖
� − 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖                   (43) 

 
𝑑
𝑑𝑡

𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕�̇�𝑖

− 𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑞𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸.)
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖   (44) 

 

โดยที่    𝑖 = 1,2, … ,𝑛 

 

 โดยพลังงานจลนจะขึ้นอยูกับตําแหนงและความเร็ว
ของแตละชิ้นสวน สวนพลังงานศักยขึ้นอยูกับความสูงที่
เปล่ียนไปของแตละชิ้นสวน จากกฎอนุรักษพลังงานจะ 
 

ใชความสัมพันธระหวาง คาของตัวแปร Lagrange ที่หา
ไดจากระบบกับคาของ Force  
 จากรูปที่ 2 แขนกลโครงสรางขนานจะประกอบดวย 
6 ชิ้นสวนที่เคล่ือนที่ โดยมีจํานวนชิ้นดังนี้ 
 

−Platform(𝑃) 1  ชิ้น 

−Arm or Link 1(𝐴𝑚1) 2  ชิ้น 

−Arm or Link 2(𝐴𝑚2) 1  ชิ้น 

−Universal Joint(𝑈𝐽) 2  ชิ้น 

−Linear Joint(𝐿𝐽) 3  ชิ้น 
 

จากการพิ จ า รณาทุ กชิ้ นส วน  โดย ใช  Lagrange's 
Equation จึงไดรับสมการดังนี้ 
 
 

 

                        
𝑑
𝑑𝑡

𝜕(𝐾.𝐸𝑃)
𝜕𝑙�̇�

− 𝜕(𝐾.𝐸𝑃)
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸𝑃)
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝑃𝑖     
 

       (45) 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐴𝑚1𝑗
2
𝑗=1 �

𝜕𝑙�̇�
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐴𝑚1𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖
+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝐴𝑚1𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖
= �𝐹𝐴𝑚1𝑗𝑖

2

𝑗=1

 

 

 

         (46) 

                          
𝑑
𝑑𝑡

𝜕�𝐾.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙�̇�

− 𝜕�𝐾.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕�𝑃.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝐴𝑚2𝑖 

 
 

       (47) 
 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙�̇�
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

= �𝐹𝑈𝐽𝑗𝑖

2

𝑗=1

 

 

    

       (48) 
 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �

𝜕𝑙�̇�
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

= �𝐹𝐿𝐽𝑗𝑖

3

𝑗=1

 
 

       (49) 
 

         
         โดยที่    𝑖 = 1,2,3 

 
 

 รวมสมการที่ 45 – 49 โดยแบงตามลําดับของ i  
 

                              
𝑑

 𝑑𝑡
𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑙�̇�

− 𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸.)
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝑖          (50) 
 

         
         โดยที่    𝑖 = 1,2,3 
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8. ผลการทดลอง   
 การทดสอบสมการความสัมพันธทําโดยการจําลอง
เสนทางการเคล่ือนที่เพื่อตรวจสอบการเคล่ือนที่แขนกล
โครงสรางขนาน โดยการใหเสนทางของพิกัดปลาย
เครื่องมือเคล่ือนที่ เปนรูปวงกลม 2 มิติ  มี เสนผาน
ศูนยกลาง 15 เซนติเมตร จุดศูนยกลางอยูตําแหนง 
(303,295,387) เทียบกับแกน {O} ตั้งอยูบนระนาบ XY 
ดังรูปที่ 6 โดยใหความเร็วคงที่ตลอดการเคล่ือนที่ การ
จําลองใหใชเวลาในการเคล่ือนที่ครบรอบเทากับ 2 วินาที      
 เสนทางของการเคล่ือนของ {Ot} ถูกกําหนดใหมีการ
เคล่ือนที่ตามทิศ -Z พรอมกับเคล่ือนที่ซ้ําเพิ่มอีกหนึ่งรอบ 
จึงทําใหเวลาตลอดการเคล่ือนที่เปน 4 วินาที  หลังจาก
ทําการปอน Input เขาสูกระบวนการทั้งสามคือ จล
ศาสตรแบบผกผัน , จลศาสตรแบบไปขางหนา และ ตัว
แบบเชิงพลวัต ผลของ Output จากโปรแกรม Matlab 
จะถูกนํามาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการจําลองการ
เคล่ือนที่โดยโปรแกรม Solidworks คาที่ไดคือคาความ
คลาดเคล่ือนของการวิเคราะห ซึ่งจะแสดงผลการทดลอง
ตามรูปที่ 7 – 10 

 
รูปที ่6 แสดงเสนทางการเคล่ือนที่แบบวงกลม 

 
 
 
 

 
 

รูปที ่7 ระยะความคลาดเคล่ือนของพิกัดปลายเครื่องมือ                      
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ               

จลศาสตรแบบผกผัน 

 

 

รูปที ่8 ระยะความคลาดเคล่ือนของพิกัด Translation 
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ        

จลศาสตรแบบไปขางหนา 

 

 

 

Error results compared between numerical 
method and forward kinematic equation 

Error results compared between numerical 
method and inverse kinematic equation 
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รูปที ่9 ความเร็วที่คลาดเคล่ือนของพิกัดปลายเครื่องมือ                      
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ               

จาโคเบียนเมทรกิซแบบไปขางหนา 

 
 
 
 
 

รูปที ่10 แรงทีค่ลาดเคล่ือนของ input เทียบระหวาง         
ผล Simulation กับ ผลจากสมการตวัแบบเชงิพลวัต 

 
 
 

9. สรุปผลการทดลอง   
 งานวิจัยนี้ไดนําเสนอกระบวนการตรวจสอบสมการ 
ตัวแบบเชิงจลศาสตร , จาโคเบียนเมทริกซแบบไป
ขางหนา และ ตัวแบบเชิงพลวัต ของแขนกลเคล่ือนที่สาม
แกน โดยสมการตัวแบบเชิงพลวัตไดรับจาก Lagrange's 
equation ในสวนของชุดสมการ จลศาสตรแบบผกผัน ,
จลศาสตรแบบไปขางหนา และ จาโคเบียนเมทริกซแบบ
ไปขางหนา ไดจากที่ไดจากการวิเคราะหทาง Geometry 
ผานโปรแกรม Matlab นํา Output ของโปรแกรม 
Matlab และ Output ที่เกิดจากการ Simulation 
โปรแกรม Solidworks มาเปรียบเทียบกัน จากผลของ 
error แสดงใหเห็นวา Output ของสมการคณิตศาสตรที่
ไดจากการออกแบบมีความคลาดเคล่ือนของ จลศาสตร
แบบผกผันและจลศาสตรแบบไปขางหนา อยูในระดับ
ทศนิยม 3 ตําแหนง สวน Force และความเร็วพิกัดปลาย
เครื่องมือมีความคลาดเคล่ือนอยูในระดับทศนิยม 2 
ตําแหนง แสดงใหเห็นวากระบวนการตางๆให Output มี
ความคลาดเคล่ือนในระดับที่ยอมรับได หลังจากนี้จะนํา
สมการตนแบบนี้ไปสรางตัวควบคุมแกแขนกลโครงสราง
ขนานเคล่ือนที่สามแกนจําลองเพื่อทดสอบประสิทธิภาพ
ในการใชงานจริงและจะทําการปรับแตงตัวควบคุมเพื่อ
ความเหมาะสมในการทํางานรูปแบบตางๆตอไป 
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