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บทคัดยอ  

งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคเพื่อออกแบบและสรางแบบจําลองกลไกการทํางานของแขนกลตนแบบโครงสรางขนาน 
3 ขา เคล่ือนที่สไลดแบบทิศทางไขว โดยมีรูปแบบ การเคล่ือนที่ขอตอเปนแบบ translation ทั้งสามแกน ขอตอ สงผาน
การเคล่ือนที่ผาน u-joint ไปที่ platform ตัวกลไกของแขนกลจะตองสามารถเคล่ือนที่ ดวยความแมนยํา โดยมีเปาหมาย
คือออกแบบกลไกของแขนกลตนแบบโครงสรางขนานเคล่ือนที่สามแกนที่มีความแข็งแรงและเหมาะสมแกการใชงานที่
สภาพแวดลอมมีสารเจือปนโดยไมตองการความละเอียดมากเชน งานพนสี เปนตน โดยไดทําการหาและทดสอบ
แบบจําลองทางคณิตศาสตรของแขนกล ในสวน จลนศาสตรแบบไปขางหนา, จลนศาสตรแบบผกผัน, จาโคเบียนเมทริกซ
แบบไปขางหนา ตลอดจนพลศาสตรของแขนกล  

หลังทําการเปรียบเทียบผลการทดสอบการเคล่ือนที่ที่ไดจากการ Simulation และที่ไดจากสมการแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของ ผลการเปรียบเทียบแสดงวา ใหคาตําแหนง, ความเร็ว และแรงที่ใชในการควบคุม มี
ความคลาดเคล่ือนที่เพียงพอที่สามารถจะนําไปใชในระบบควบคุมแขนกลเพื่อทําการทดสอบตอไป  
คําหลกั: แขนกลโครงสรางขนาน ; จาโคเบียน เมทรกิซ ; แขนกลเคล่ือนที่สามแกน 
 
Abstract  
 In overall, this research aims to design and build a simulation mechanism for the prototype of 
a 3 translational Cross Path Tripod Parallel Manipulator, with the joints on the three cores moving in a 
translation manner and directing a platform’s movement via the u-joint and the manipulator’s 
instrument handling mechanism being able to reach different positions with high accuracy. The goal is 
to design the prototype’s mechanism that is strong and capable of work of low-to-medium fineness in 
polluted environments such as spray painting. The manipulator’s movement test is conducted using 
program Solidworks Motion to analyze the movement and program Matlab to create relevant 
mathematical model equations; each of the programs then tested four different mathematical models 
of Forward kinematics, Inverse kinematics, Forward Jacobian matrix and manipulator dynamics.  

Following the test, the results from the simulation of Solidworks Motion and Matlab are 
compared and contrasted, and finally this process yielded acceptable error in terms of position, speed 
and control force. In short, the mathematical model can be applied in further examination of the 
manipulator’s controller. 
Keywords: Parallel Manipulator ; Jacobian matrix ; 3 degree of freedom Manipulator
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1. บทนํา 
ในปจจุบันนี้มีการพัฒนาเทคโนโลยีในหลายๆดาน

อยางกาวกระโดด จนมนุษยสามารถสังเกตเห็นการ
เปล่ียนแปลงน้ีไดแทบทุกๆวันของชีวิตเรา เทคโนโลยี
เกี่ ยวกับหุนยนตก็ เชนกันนํามาซึ่ งการแขงขันและ
กอใหเกิดการเปล่ียนแปลงแบบฉับพลันเพื่อตอบสนอง
ความสะดวกในการทํางานและดําเนินชีวิตของมนุษย 
ดังเชนหุนยนตที่สามารถทํางานหลายๆอยางแทนมนุษย
ได   เทคโนโลยีหนึ่ งที่ มีบทบาทและถูกนํามาในใช
อุตสาหกรรมพบเห็นบอยขึ้นในหุนยนตประเภทแขนกล
คือ แขนกลแบบขนานซึ่งมีขอดีในสวนของโครงสราง
ความแข็งแรง, ความละเอียดแมนยําในการทํางาน เชน 
แขนกลขนานสามองศาอิสระแบบUPU หรือหกองศา
อิสระ PKM ที่ใชในงานกัด เปนตน งานวิจัยนี้จะขอ
นําเสนอนี้การพัฒนาเทคโนโลยีหุนยนตแบบขนานที่เปน
รูปแบบของกลไกที่ซับซอนโดยใชทํางานที่ตองการความ
ละเอียดและแมนยํา [4] [5] [13] 

แ ข น ก ล ที่ มี โ ค ร ง ส ร า ง แ บ บ ข น า น  ( Parallel 
Manipulator) เปนรูปแบบหนึ่งของเทคโนโลยีหุนยนตที่
ถูกออกแบบมาเพื่อใชกับงานที่ เกิดแรงปฏิกิริยาตอ
เครื่องมือสูง  ดวยการออกแบบของการเชื่อมตอปลาย
เครื่องมือแบบขนาน จึงทําใหเครื่องมือแขนกลนี้สามารถ
รับแรงตานและแรงบิดตานไดมาก ลักษณะเดนหลักๆของ
แขนกลที่มีกลไกแบบขนาน คือ บนฐานที่มีปลาย
เครื่องมือติดตั้งอยูจะเปนตําแหนงที่เปนจุดเชื่อมของแขน
กลทุกๆแขน ซึ่งแตละแขนหากเคล่ือนก็จะสงผลตอ
ตําแหนงของปลายเครื่องมือ ความสามารถที่แขนกลทําได 
คือ เคล่ือนที่ไดตามเสนทางที่กําหนด ทํางานแบบซ้ําวนไป
มาได มีความทนทานตองานที่มีแรงตานและแรงบิดสูง  

วิธีการควบคุมแขนกลที่มีกลไกแบบขนาน ใชการ
ควบคุมจากอุปกรณควบคุมซึ่งโปรแกรมเสนทางตาม
ทิศทางที่ผูใชตองการ ซึ่งในสวนของโปรแกรมจะตองสราง
จากการวิเคราะหกลศาสตรการเคล่ือนไหวของแขนกล
เพื่อใหเกิดการทํางานที่แมนยําและเสถียร หากการ
วิ เ ค ร า ะห ทํ า ไ ด ไ ม ส มบู รณ จ ะทํ า ใ ห โ ป ร แก รมมี
ประสิทธิภาพการทํางานต่ําลงหรือไมอาจใชงานใชงาน
แขนกลได ดังนั้นจึงมีเปาหมายคือออกแบบกลไกของแขน
กลตนแบบโครงสรางขนานเคล่ือนที่สามแกนที่มีความ
แข็งแรงและเหมาะสมแกการใชงาน ซึ่งในขั้นตอนปจจุบัน
อยูในสวนของการประเมินผลของ Kinematic ของกลไก 
โดยใชโปรแกรม Solidworks เพื่อวิเคราะหหาคาตางๆที่

ผานการ simulation โดยจะเปนคาที่ใกลเคียงกับความ
เปนจริง แลวจะนําคามาเปรียบเทียบกับคาจาก Model 
ที่ไดจากการออกแบบในโปรแกรม Matlab ผลที่ไดจะ
เปนผลที่แสดงในกรณีแขนกลเคล่ือนที่ตามเสนทางโดย
ไมไดพิจารณาเกี่ยวกับผลจากแรงที่เกิดจากการกัดแต
อยางใด [2] [3] [11] 

  
2. การออกแบบ 

อุปกรณตางๆของแขนกลโครงสรางขนานจะถูกบรรจุ
อยูในโครงของอลูมิเนียมโปรไฟล ซึ่งถูกประกอบเปน
รูปทรงโตะส่ีเหล่ียมขนาดปานกลาง ที่ตําแหนงตนแขนทั้ง
สามตําแหนงจะมีลักษณะเปน Platform บรรทุกชิ้นสวน
ที่สําคัญคือ มอเตอร เอนโคเดอร และ Universal Joint 
โดยการเคล่ือนที่เปนแบบ Translation Motion ทั้งหมด 
มีทิศทิศทางแนวนอน 2 ชุด และ แนวตั้ ง  1 ชุด ที่
ตําแหนงของ  Platform ที่ถูกปลายแขนทั้งสามยึดอยูถูก
ออกแบบเปนลักษณะแผนส่ีเหล่ียมมุมฉากดานเทาเพื่อ
เอาไวรองรับเครื่องมือที่จะถูกบรรจุไว โดยที่ตําแหนง
กลางของแผนเปนรูที่ถูกเจาะ 1 รู ซ่ึงถูกระบุไววาเปน
ตําแหนงของปลายเครื่องมือที่สมมุติไวเพื่อใชในการ
คํานวณ และตําแหนงริมขอบจะมีรูเอาไวสําหรับยึด 
Universal Joint ที่ถูกเชื่อมตอกับปลายแขนทั้งสาม การ
เคล่ือนที่ตําแหนงปลายเครื่องมือมีทิศทางการเคล่ือนที่  3 
degree-of-freedom ซึ่งก็คือทิศทาง แกน X แกน Y 
และ แกน Z และที่สําคัญคือแขนกลจะไมสามารถใชงาน
ในแกนหมุนไดเนื่องจาก  Universal Joint นั้นไม
สามารถทํางานไดหากตําแหนงปลายทั้งสองขางมีทิศทาง
ไมอยูแนวเดียวกัน 

รูปที่ 1 ลักษณะทางกายภาพของแขนกลตนแบบ 
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3. ตัวแบบเชิงจลศาสตร 
 ขณะที่แขนกลทํางานจะตองอาศัยความสัมพันธ
ระหวางการเคล่ือน ความเร็ว และความเรงของตําแหนง
ตนแขนกับตําแหนงปลายเครื่องมือ การควบคุมของแขน
กลชุดนี้จะถูกควบคุมโดยการปอน Input ที่ไดจาก
เครื่องมือควบคุมทางไฟฟาที่ถูกคํานวณออกมา สงไปยัง
มอเตอรทั้งสามตัวเพื่อสรางการเคล่ือนที่มีลักษณะเฉพาะ
สําหรับมอเตอรแตละตัว ในการคํานวณแตละครั้งจะตอง
นําคาคงที่ คาพิกัดตางๆที่เทียบกับพิกัดของแกน Origin 
นํามาใชรวมในการคํานวณดวย โดยจะแสดงตําแหนงของ
ตัวแปรและแกนตางๆ [6] [7] ดังรูปที่ 2 - 4 
 

 
รูปที ่2 แสดงชื่อตัวแปรตางๆ และพิกัด Origin {O}      

ที่จะนํามาใชรวมในการคํานวณ 

 

 
รูปที ่3 แสดงแกน {O1} , {O2} , {O3} และ {Ot}         

บน Platform tool 
 

โดยที ่

Ro = ระยะของแขนกานที่ 1 และ 2 

Rt = ระยะของแขนกานที่ 3 

a = ระยะหางแนวแกน Y ระหวางแกนอางองิที่ 1 และ 2    

b = ระยะหางแนวแกน X ระหวางแกนอางองิที่ 1 และ 3    

Loz = ระยะทางตามแนวแกน Z ระหวางจุดอางอิง 

         กับสไลดตัวที่ 1  

Ltz = ระยะทางตามแนวแกน Z ระหวางจุดอางอิง 

        กับสไลดตัวที่ 2    

Lox = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางอิง 

         กับสไลดตัวที่ 1  

Ltx = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางอิง 

        กับสไลดตัวที่ 2  

Lthx  = ระยะทางตามแนวแกน X ระหวางจุดอางองิ 

           กับสไลดตัวที่ 3    

Lthy = ระยะทางตามแนวแกน Y ระหวางจุดอางอิง 

          กับสไลดตัวที่ 3    

 
4. จลศาสตรแบบผกผัน 

 เป นกระบวนการ ใช สํ าหรั บหาตํ าแหน ง ขอ ง 
Translation Platform [12] โดยใชตัวแปร input ใน
กระบวนการคือ พิกัดปลายเครื่องมือเทียบกับแกนอางอิง
หลัก p = [𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡] (หนวย mm) ผลลัพธที่ไดคือ 
พิกัดของการเคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัวที่เทียบกับ
แกนอางอิงหลัก ({O})  q = [𝑙1 𝑙2 𝑙3] (หนวย mm)   
 จากรูปที่ 2 และ 4 นําตําแหนงพิกัดปลายเครื่องมือ
มาวิเคราะหหาพิกัดตําแหนง (x, y, z) ของแกนที่ 1 ถึง 3 
 

           𝑥1 = 𝑥𝑡 + �𝑏
2
�                  (1) 

𝑥2 = 𝑥𝑡 + �𝑏
2
�                 (2) 

𝑥3 = 𝑥𝑡 − �𝑏
2
�                 (3) 

 

𝑦1 = 𝑦𝑡 − �𝑎
2
�                 (4) 

𝑦2 = 𝑦𝑡 + �𝑎
2
�               (5) 

𝑦3 = 𝑦𝑡                           (6) 
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รูปที ่4 แสดงแกนและตัวแปรตางๆ จากดานบน  

 

 จากรูปที่ 5 พบวาพิกัดตามแนวแกน Z ของแกนที่ 
1 ถึง 3 จะมีคาเทากับพกิัดปลายเครื่องมือ (zt)  

𝑧1 = 𝑧𝑡                          (7) 
𝑧2 = 𝑧𝑡                          (8) 
𝑧3 = 𝑧𝑡                              (9) 
 

รูปที ่5 แสดงแกนและตัวแปรตางๆ จากดานขาง 

 นําคาพิกัดของแกนทั้งสาม มาใชวิเคราะหหามุมของ
แขนที่มีความเกี่ยวของกับพิกัดปลายเครื่องมือและพิกัด
ของการเคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัว 
 

𝛼1 = arcsin ��(𝐿𝑡𝑥−𝑥2)2+(𝐿𝑡𝑧−𝑧2)2

𝑅1
�      (10) 

 

𝛼2 = arcsin ��(𝐿𝑜𝑥−𝑥1)2+(𝐿𝑜𝑧−𝑧1)2

𝑅1
�      (11) 

 

𝛼3 = arccos � 𝐿𝑜𝑥−𝑥1
�(𝐿𝑜𝑥−𝑥1)2+(𝐿𝑜𝑧−𝑧1)2

�     (12) 

 

𝛼4 = arcsin �(𝐿𝑡ℎ𝑦−𝑦3)
𝑅2

�                           (13) 

 

𝛼5 = arccos �(𝑥3−𝐿𝑡ℎ𝑥)
𝑅2cos𝛼4

�                          (14) 

 

 จากรูปที่ 2 นําคาที่ไดจากสมการที่  1 ถึง 14 มา
วิเคราะหหาพิกัดของ Translation ทั้งสามตัว จะไดตาม
สมการที่ 15 -17 
 

𝑙1 = 𝑦1 − 𝑅1cos𝛼2                   (15) 
𝑙2 = 𝑦2 + 𝑅1cos𝛼1                      (16) 
𝑙3 = 𝑧3 + (𝑅2cos𝛼4cos𝛼5)       (17) 

 

5. จลศาสตรแบบไปขางหนา 
 เปนการบวนการที่ตรงขามกับ จลศาสตรแบบผกผัน
โดยจะใชในการหาตําแหนงของปลายเครื่องมือโดยใชตัว
แปรอินพุตในกระบวนการคือ คือ  พิกัดของการเคล่ือนที่  
Translation ทั้งสามตัวที่เทียบกับแกนอางอิงหลัก   
q = [𝑙1 𝑙2 𝑙3] (หนวย mm) ผลลัพทที่ได คือ พิกัด
ปล า ย เ ค รื่ อ ง มื อ เ ที ย บกั บ แ ก น อ า ง อิ ง ห ลั ก ( {O}) 
p = [𝑥𝑡 𝑦𝑡 𝑧𝑡] (หนวย mm)  
 จากรูปที่ 2 และ 3 นําพิกัดของการเคล่ือนที่  
Translation ทั้งสามตัวมาวิเคราะหหามุมของแขนที่มี
ความเกี่ยวของกับพิกัดปลายเครื่องมือและพิกัดของการ
เคล่ือนที่  Translation ทั้งสามตัว 

              𝛼1 = 𝛼2 = arccos�
�(𝑙2−𝑙1−𝑎)

2 �

𝑅1
�     (18) 

𝛼3 = arcsin � 𝐿𝑜𝑧−𝑧
𝑅1sin𝛼1

�                  (19) 

𝛼4 = arcsin�
��(𝑙1−𝑙2)

2 �−𝑙�

𝑅2
�            (20) 
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𝛼5 = arcsin � (𝑙3−𝑧)
𝑅2cos𝛼4

�                 (21) 

 
 โดยที่คา 𝛼3 และ 𝛼5 อยูในรูปตัวแปร z เอาไว โดย
จะตองนําสองสมการนี้มาวเิคราะหเพิ่มเติม 
 

 จากรูปที่ 2 และ 3 นํามุมที่ไดจากสมการที่ (18) ถึง 
(21) และพิกัดตางๆ มาวิเคราะหหาตําแหนงของแกนที่ 1 
ถึง 3 ตามสมการ 22- 30   

 

𝑥1 = 𝐿𝑜𝑥 − 𝑅1sin𝛼2cos𝛼3        (22) 
𝑦1 = 𝑙1 + 𝑅1cos𝛼2                         (23)  
𝑧1 = 𝐿𝑜𝑧−𝑅1 + 𝑅1sin𝛼2sin𝛼3   (24) 
 

𝑥2 = 𝐿𝑡𝑥 − 𝑅1sin𝛼1cos𝛼3           (25) 
𝑦2 = 𝑙2 − 𝑅1cos𝛼1                         (26) 
𝑧2 = 𝐿𝑡𝑧−𝑅1 + 𝑅1sin𝛼1sin𝛼3    (27) 
 

𝑥3 = 𝐿𝑡ℎ𝑥 + 𝑅2cos𝛼4cos𝛼5        (28) 
𝑦3 = 𝑙 + 𝑅2sin𝛼4                            (29) 
𝑧3 = 𝑙3−𝑅2cos𝛼4sin𝛼3                 (30) 
 

นําคาที่ไดจากสมการที่  18 ถึง 30 มาวิเคราะหหา
พิกัดปลายเครื่องมือ ตามสมการที่ 31-33 ดงัรปูที่ 3 - 5 

 

𝑥 = 𝑥1+𝑥3
2

= 𝑥2+𝑥3
2

                      (31) 

𝑦 = 𝑦1+𝑦3
2

= 𝑦3                                 (32) 

𝑧 = 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧3                             (33) 
 

6. จาโคเบียนเมทริกซแบบไปขางหนา 
 เปนกระบวนหาเมทริกซที่เปนความสัมพันธของคา
เวกเตอรสองชุดคือ เวกเตอรความเร็วของพิกัดปลาย
เครื่องมือ กับ เวกเตอรความเร็วของพิกัด Translation 
ทั้งสามตัว [8] [9] มีความสัมพันธดังสมการ 
 
                       𝐱̇𝑇 = 𝐽. 𝐪̇                               (34) 
โดยที่ 

  𝐱̇𝑇 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑧
𝑑𝑡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
     (35)   ,      𝐪̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑙1
𝑑𝑡
𝑑𝑙2
𝑑𝑡
𝑑𝑙3
𝑑𝑡 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
    (36) 

 

ทําการ partial derivative ของพิกัดปลายเครื่องมือ 
 
𝑑𝑧
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑧
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑧
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑧
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                   (37) 

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑦
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑦
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑦
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                       (38) 

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= ��
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

� . �
𝑑𝑙1
𝑑𝑡 ��

+ ��
𝑑𝑥
𝑑𝑙2

� . �
𝑑𝑙2
𝑑𝑡 ��

 

+��𝑑𝑥
𝑑𝑙3
� . �𝑑𝑙3

𝑑𝑡
��                   (39) 

 

ทําการจัดรูปเปนแบบเมทริกซและเวกเตอร 
 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑡
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑧
𝑑𝑡⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

𝑑𝑥
𝑑𝑙2

𝑑𝑥
𝑑𝑙3

𝑑𝑦
𝑑𝑙1

𝑑𝑦
𝑑𝑙2

𝑑𝑦
𝑑𝑙3

𝑑𝑧
𝑑𝑙1

𝑑𝑧
𝑑𝑙2

𝑑𝑧
𝑑𝑙3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

.

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑙1
𝑑𝑡
𝑑𝑙2
𝑑𝑡
𝑑𝑙3
𝑑𝑡 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
    (40) 

 
เมทริกซที่ไดรับ คือ Jacobian Matrix 

 

𝐽 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑥
𝑑𝑙1

𝑑𝑥
𝑑𝑙2

𝑑𝑥
𝑑𝑙3

𝑑𝑦
𝑑𝑙1

𝑑𝑦
𝑑𝑙2

𝑑𝑦
𝑑𝑙3

𝑑𝑧
𝑑𝑙1

𝑑𝑧
𝑑𝑙2

𝑑𝑧
𝑑𝑙3⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                 (41) 

 
7. ตัวแบบเชิงพลวัต 

 เปนกระบวนการที่ใชสมการพลังงาน Lagrange's 
Equation เพื่อวเิคราะหหาตัวแบบเชิงพลวัต (Dynamics 
Model) ของแขนกล โดยนําสมการจลศาสตรแบบไป
ขางหนาและจาโคเบียนเมทริกซแบบไปขางหนา  ที่ไดมา
จากหัวขอกอนหนามาใชรวมกับสมการของ Lagrange  
 จากขอกําหนดของ Lagrangian ตัวแปร L เกิดจาก
ความแตกตางของคาพลังงานจลนและพลังงานศักยของ
ระบบทางกล [1] [10] [14] 
 

           𝐿 = 𝐾.𝐸.−𝑃.𝐸.                 (42) 
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 ทําการอนุพันธตัวแปร จะใหผลลัพธเปน Input Q ที่
ถูกนําเขามาใสแกระบบ ในกรณีของแขนกล Input คือ 
Force จากมอเตอร 
 

        
𝑑
𝑑𝑡
� 𝜕𝐿
𝜕𝑞̇𝑖
� − 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖                   (43) 

 
𝑑
𝑑𝑡

𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑞̇𝑖

− 𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑞𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸.)
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖   (44) 

 

โดยที่    𝑖 = 1,2, … ,𝑛 

 

 โดยพลังงานจลนจะขึ้นอยูกับตําแหนงและความเร็ว
ของแตละชิ้นสวน สวนพลังงานศักยขึ้นอยูกับความสูงที่
เปล่ียนไปของแตละชิ้นสวน จากกฎอนุรักษพลังงานจะ 
 

ใชความสัมพันธระหวาง คาของตัวแปร Lagrange ที่หา
ไดจากระบบกับคาของ Force  
 จากรูปที่ 2 แขนกลโครงสรางขนานจะประกอบดวย 
6 ชิ้นสวนที่เคล่ือนที่ โดยมีจํานวนชิ้นดังนี้ 
 

−Platform(𝑃) 1  ชิ้น 

−Arm or Link 1(𝐴𝑚1) 2  ชิ้น 

−Arm or Link 2(𝐴𝑚2) 1  ชิ้น 

−Universal Joint(𝑈𝐽) 2  ชิ้น 

−Linear Joint(𝐿𝐽) 3  ชิ้น 
 

จากการพิ จ า รณาทุ กชิ้ นส วน  โดย ใช  Lagrange's 
Equation จึงไดรับสมการดังนี้ 
 
 

 

                        
𝑑
𝑑𝑡

𝜕(𝐾.𝐸𝑃)
𝜕𝑙𝑖̇

− 𝜕(𝐾.𝐸𝑃)
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸𝑃)
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝑃𝑖     
 

       (45) 

𝑑
𝑑𝑡

𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐴𝑚1𝑗
2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖̇
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐴𝑚1𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖
+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝐴𝑚1𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖
= �𝐹𝐴𝑚1𝑗𝑖

2

𝑗=1

 

 

 

         (46) 

                          
𝑑
𝑑𝑡

𝜕�𝐾.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙𝑖̇

− 𝜕�𝐾.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕�𝑃.𝐸𝐴𝑚2�
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝐴𝑚2𝑖 

 
 

       (47) 
 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖̇
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝑈𝐽𝑗

2
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

= �𝐹𝑈𝐽𝑗𝑖

2

𝑗=1

 

 

    

       (48) 
 

𝑑
𝑑𝑡
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �

𝜕𝑙𝑖̇
−
𝜕 �∑ 𝐾.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

+
𝜕 �∑ 𝑃.𝐸𝐿𝐽𝑗

3
𝑗=1 �
𝜕𝑙𝑖

= �𝐹𝐿𝐽𝑗𝑖

3

𝑗=1

 
 

       (49) 
 

         
         โดยที่    𝑖 = 1,2,3 

 
 

 รวมสมการที่ 45 – 49 โดยแบงตามลําดับของ i  
 

                              
𝑑

 𝑑𝑡
𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑙𝑖̇

− 𝜕(𝐾.𝐸.)
𝜕𝑙𝑖

+ 𝜕(𝑃.𝐸.)
𝜕𝑙𝑖

= 𝐹𝑖          (50) 
 

         
         โดยที่    𝑖 = 1,2,3 
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8. ผลการทดลอง   
 การทดสอบสมการความสัมพันธทําโดยการจําลอง
เสนทางการเคล่ือนที่เพื่อตรวจสอบการเคล่ือนที่แขนกล
โครงสรางขนาน โดยการใหเสนทางของพิกัดปลาย
เครื่องมือเคล่ือนที่ เปนรูปวงกลม 2 มิติ  มี เสนผาน
ศูนยกลาง 15 เซนติเมตร จุดศูนยกลางอยูตําแหนง 
(303,295,387) เทียบกับแกน {O} ตั้งอยูบนระนาบ XY 
ดังรูปที่ 6 โดยใหความเร็วคงที่ตลอดการเคล่ือนที่ การ
จําลองใหใชเวลาในการเคล่ือนที่ครบรอบเทากับ 2 วินาที      
 เสนทางของการเคล่ือนของ {Ot} ถูกกําหนดใหมีการ
เคล่ือนที่ตามทิศ -Z พรอมกับเคล่ือนที่ซ้ําเพิ่มอีกหนึ่งรอบ 
จึงทําใหเวลาตลอดการเคล่ือนที่เปน 4 วินาที  หลังจาก
ทําการปอน Input เขาสูกระบวนการทั้งสามคือ จล
ศาสตรแบบผกผัน , จลศาสตรแบบไปขางหนา และ ตัว
แบบเชิงพลวัต ผลของ Output จากโปรแกรม Matlab 
จะถูกนํามาเปรียบเทียบกับผลที่ไดจากการจําลองการ
เคล่ือนที่โดยโปรแกรม Solidworks คาที่ไดคือคาความ
คลาดเคล่ือนของการวิเคราะห ซึ่งจะแสดงผลการทดลอง
ตามรูปที่ 7 – 10 

 
รูปที ่6 แสดงเสนทางการเคล่ือนที่แบบวงกลม 

 
 
 
 

 
 

รูปที ่7 ระยะความคลาดเคล่ือนของพิกัดปลายเครื่องมือ                      
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ               

จลศาสตรแบบผกผัน 

 

 

รูปที ่8 ระยะความคลาดเคล่ือนของพิกัด Translation 
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ        

จลศาสตรแบบไปขางหนา 

 

 

 

Error results compared between numerical 
method and forward kinematic equation 

Error results compared between numerical 
method and inverse kinematic equation 
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รูปที ่9 ความเร็วที่คลาดเคล่ือนของพิกัดปลายเครื่องมือ                      
เทียบระหวางผล Simulation กับ ผลจากสมการ               

จาโคเบียนเมทรกิซแบบไปขางหนา 

 
 
 
 
 

รูปที ่10 แรงทีค่ลาดเคล่ือนของ input เทียบระหวาง         
ผล Simulation กับ ผลจากสมการตวัแบบเชงิพลวัต 

 
 
 

9. สรุปผลการทดลอง   
 งานวิจัยนี้ไดนําเสนอกระบวนการตรวจสอบสมการ 
ตัวแบบเชิงจลศาสตร , จาโคเบียนเมทริกซแบบไป
ขางหนา และ ตัวแบบเชิงพลวัต ของแขนกลเคล่ือนที่สาม
แกน โดยสมการตัวแบบเชิงพลวัตไดรับจาก Lagrange's 
equation ในสวนของชุดสมการ จลศาสตรแบบผกผัน ,
จลศาสตรแบบไปขางหนา และ จาโคเบียนเมทริกซแบบ
ไปขางหนา ไดจากที่ไดจากการวิเคราะหทาง Geometry 
ผานโปรแกรม Matlab นํา Output ของโปรแกรม 
Matlab และ Output ที่เกิดจากการ Simulation 
โปรแกรม Solidworks มาเปรียบเทียบกัน จากผลของ 
error แสดงใหเห็นวา Output ของสมการคณิตศาสตรที่
ไดจากการออกแบบมีความคลาดเคล่ือนของ จลศาสตร
แบบผกผันและจลศาสตรแบบไปขางหนา อยูในระดับ
ทศนิยม 3 ตําแหนง สวน Force และความเร็วพิกัดปลาย
เครื่องมือมีความคลาดเคล่ือนอยูในระดับทศนิยม 2 
ตําแหนง แสดงใหเห็นวากระบวนการตางๆให Output มี
ความคลาดเคล่ือนในระดับที่ยอมรับได หลังจากนี้จะนํา
สมการตนแบบนี้ไปสรางตัวควบคุมแกแขนกลโครงสราง
ขนานเคล่ือนที่สามแกนจําลองเพื่อทดสอบประสิทธิภาพ
ในการใชงานจริงและจะทําการปรับแตงตัวควบคุมเพื่อ
ความเหมาะสมในการทํางานรูปแบบตางๆตอไป 
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