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บทคัดย�อ  

งานวิจัยน้ี ทําการศึกษาเปรียบเทียบการควบคุมตําแหน�งของเอาต,พุตสําหรับระบบเชิงเสPนดPวยวิธีการควบคุม
เหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุนาม เสPนทางท่ีเหมาะสมท่ีสุดในการเปลี่ยนแปลงตําแหน�งของเอาต,พุตสามารถหาไดPโดยการ
คํานวณค�าต่ําท่ีสุดของฟRงก,ชันตPนทุน อย�างไรก็ตาม ขั้นตอนการคํานวณสําหรับวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดมีความ
ซับซPอน ดังน้ัน เทคนิควิธีการควบคุมท่ีใชPวิธีการคํานวณท่ีง�ายกว�า เช�น วิธีพหุนาม สามารถช�วยลดความซับซPอนในการ
คํานวณลง โดยงานวิจัยน้ี ไดPทําการเปรียบเทียบเสPนทางของเอาต,พุตท่ีตPองการเพ่ือใชPในการเปลี่ยนแปลงตําแหน�งสําหรับ
โครงสรPางแบบยืดหยุ�นท่ีไดPจากการคํานวณดPวยวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุนาม ท้ังน้ี เสPนทางของเอาต,พุตท่ี
คํานวณไดPดPวยวิธีท้ังสองดังกล�าว จะถูกนําไปใชPในการจําลองการเคลื่อนท่ีของโครงสรPางแบบยืดหยุ�นดPวยวิธีควบคุมแบบ
ป/อนล�วงหนPา จากผลการศึกษาพบว�าวิธีพหุนามสามารถใชPทดแทนการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดไดP 
คําหลัก: การควบคุมแบบป/อนล�วงหนPา; การควบคุมเหมาะสมท่ีสุด; วิธีพหุนาม; ระบบเชิงเสPน   
 

Abstract 

 This work aims to compare results between using the optimal control and the polynomial-
based approaches for linear systems. The optimal output-trajectory can be obtained by minimizing an 
appropriate cost function. However, complex calculations might be required when using the optimal 
control approach. Therefore, a simpler calculation, such as the one obtained by using the polynomial-
based approach, tends to be desirable. A flexible structure system is used to illustrate both 
approaches. Based on the simulation results, the polynomial-based approach can be used to achieve 
the output transition of the flexible structure system without significant differences when compared to 
the use of the optimal control approach. 
Keywords: Feedforward Control; Optimal Control; Polynomial-Based Approach; Linear Systems  
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1. บทนํา 
ก า ร เป ลี่ ย น ตํ า แ ห น� งข อ ง เอ าต, พุ ต  (output 

transition) จาก จุดห น่ึงไป ยังอีก จุดห น่ึง เปrน โจทย,
พ้ืนฐานท่ีพบไดPในทฤษฎีการควบคุมท้ังระบบเชิงเสPน 
( linear system) [1] แ ล ะ ร ะ บ บ ไ ม� เ ปr น เ ชิ ง เ สP น 
(nonlinear system) [2] ซ่ึงสามารถพบเห็นไดPใน การ
ควบคุมตําแหน�งของโครงสรPางแบบยืดหยุ�น (flexible 
structure) เช�น การควบคุมตําแหน�งของ piezo-based 
cantilever ข อ ง  Atomic Force Microscopes ท่ี ใ ชP
สําหรับวัดความสูงและคุณสมบัติของพ้ืนผิวของชิ้น
ทดสอบ [3] 

เสPนทางท่ีเหมาะสมท่ีสุดในการเปลี่ยนแปลงตําแหน�ง
ของเอาต, พุ ต  (optimal desired output trajectory) 
สามารถหาไดPโดยการใชP การควบคุมเหมาะสมท่ีสุด 
(optimal control) แต�การคํานวณดPวยวิธีการควบคุม
เหมาะสมท่ีสุด มีความซับซPอน โดยเฉพาะอย�างยิ่ง ใน
กรณีของระบบไม�เปrนเชิงเสPน [4] ดังน้ัน วิธีการท่ีสามารถ
คํานวณหาเสPนทางของเอาต,พุตท่ีตPองการ ท่ีใหPผลลัพธ,
ใกลP เคียงกับวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุด แต�ใชPการ
คํานวณท่ีง�ายกว�า จึงเปrนตัวเลือกท่ีน�าสนใจ 

งานวิจัยน้ี ทําการศึกษาและเปรียบเทียบ เสPนทาง
ของเอาต,พุตท่ีตPองการเพ่ือใชPในการเปลี่ยนแปลงตําแหน�ง 
ท่ีคํานวณไดPจาก การใชPวิธีควบคุมเหมาะสมท่ีสุด [5] และ 
วิ ธีพ หุนาม (polynomial-based approach) [6], [7], 
[8] สําหรับระบบเชิงเสPน ท้ังน้ี การเลือกใชPระบบเชิงเสPน 
ทําใหPเราสามารถหาผลเฉลยแม�นตรง (exact solution) 
ดPวยวิธีควบคุมเหมาะสมท่ีสุดไดP 

โครงสรPางแบบยืดหยุ�นถูกนํามาใชPเปrนระบบตัวอย�าง 
เพ่ือเปรียบเทียบผลการคํานวณ โดยเสPนทางของเอาต,พุต
ท่ีตPองการท่ีคํานวณไดP จะถูกนําไปตรวจสอบความถูกตPอง 
ดPวยการจําลองการเคลื่อนท่ีของระบบตัวอย�าง โดยใชP
วิธีการควบคุมแบบป/อนล�วงหนPา (inversion-based 
feedforward control) จ า ก ผ ล ก า ร เป รี ย บ เ ที ย บ 
ค�าสูงสุดและค�าต่ําสุดของอินพุต (input) และค�ารPอยละ

สู งสุ ด  (percent overshoot) และค� ารPอ ยละต่ํ าสุ ด 
(percent undershoot) ของเอาต,พุต ท่ีคํานวณไดPจาก
วิธีท้ังสอง พบว�า วิธีพหุนาม สามารถใชPแทน วิธีควบคุม
เหมาะสมท่ีสุด ในการควบคุมการเปลี่ยนตําแหน�งของ
เอาต,พุตสําหรับระบบเชิงเสPน โดยพบความแตกต�างเพียง
เล็กนPอย  
 

2. ทฤษฎีและการคํานวณ 

ระบบตัวอย�าง สําหรับ โครงสรPางแบบยืดหยุ�น [5] 
ในรูปท่ี 1 ประกอบดPวย มวล 2 อัน เช่ือมต�อกันดPวยแท�ง
แบบยืดหยุ�นไดP โดยท่ีมวลทางซPายมือเช่ือมต�อกันดPวยแท�ง
แบบยืดหยุ�นไดPกับแกนอPางอิงท่ีถูกยึดอยู�กับท่ี โดยเรา
ตPองการควบคุมเอาต,พุตของระบบ y  ใหPเคลื่อนท่ีตาม 
เสPนทางของเอาต,พุตท่ีตPองการ dy  

 
รูปท่ี 1 โครงสรPางแบบยืดหยุ�น 

ความสัมพันธ,ระหว�างอินพุต u  (แรง F  กระทํากับ
มวลทางดPานซPายและตําแหน�งของมวลทางดPานซPาย คือ 

2x ) และเอาต,พุต y  (ตําแหน�งของมวลทางดPานขวา คือ 

1x ) สามารถหาไดPโดยใชPแบบจําลองทางไฟไนต,เอลิเมนต, 
[9] โดยท่ี transfer function G  ของระบบ 

2 2

( ) ( 0.0060)( 0.951)( 1.051)
( )

( ) ( 0.0028 0.028)( 0.0211 0.211)

y s s s
G s

u s s s s s

− + −= =
+ + + +

  (1) 
ระบบ G  ในสมการท่ี (1) สามารถแสดงในรูปแบบของ 
state-space representation  

 ( )( ) ( ) ( ) ( ), 0
d

x t x t Ax t Bu t t
dt

= = + ∀ >ɺ   (2) 

โดยท่ี state ของระบบ [ ]1 2 1 2x x x x x ′= ɺ ɺ  เม่ือ 

[ ]′  แทน transpose ของเมทริกซ, 
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 [ ]0 0 0.006 0.0719B ′= −  (4) 
และ เอาต,พุต y  
 [ ]( ) ( ) 1 0 0 0 ( ), 0y t Cx t x t t= = ∀ >  (5) 

เราสามารถเขียน inverse system ของระบบ [5] 
ในสมการท่ี (1) ไดPโดย internal dynamics 

 

( ) ( )1.051 0

( ) ( )0 0.951

( )
0.725 0.0725 8.695

( )
0.689 0.0689 8.271

( )

u u

s s

d

d

d

t td

t tdt

y t

y t

y t

η η
η η
    

= +    −    

 
− − −   
   − − −    

ɺ

ɺɺ

 (6) 

0t∀ >  และ inverse อินพุต invu   
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0t∀ >  โดยท่ี uη  คือ unstable internal state, sη  

คื อ  stable internal state,  [ ]d d dy y y ′
ɺ ɺɺ  คื อ 

ตําแหน�งและอนุพันธ, (time derivatives) ของเอาต,พุตท่ี
ตPองการ จนถึง relative degree 2r =  สําหรับระบบ
ตัวอย�าง ในสมการท่ี (1) 
2.1 วิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุด (optimal output-
transition control) 

วิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุด [5] สามารถทําไดPโดย 
การกําหนดฟRงก,ชันตPนทุน (cost function)  

 ( )
(3)

2(3)

0

min
tt

tt tt
Ttt

T

T T
y

J y dτ τ
 

 =  
  

∫  (8) 

สําหรับระบบตัวอย�าง ในสมการท่ี (1)  

 [ ](3)( ) ( )
ttT d

d
y t y t

dt
= ɺɺ  (9) 

เปrนฟRงก,ชันของเวลาท่ีใชPเพ่ือเปลี่ยนตําแหน�งของเอาต,พุต 
(transition time) ttT  

เราสามารถนํา internal dynamics จากสมการท่ี 
(6) มาใชP กํ าหนดเปr น เ ง่ือน ไข  (constraint)  ในการ
ควบคุมเหมาะสมท่ีสุด ไดPดังน้ี 

 [ ](3)( ) ( ) ( ), 0,
ttT tt

d
x t Ax t By t t T

dt
= + ∈ɶ ɶɶ ɶ  (10) 

โดยท่ี [ ]d d d u sx y y y η η ′=ɶ ɺ ɺɺ  
0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0.725 0.0725 8.695 1.051 0

0.689 0.0689 8.271 0 0.951

    A

 
 
 
 
 − − − 
 − − − − 

=ɶ

  (11) 

 [ ]   0 0 1 0 0B ′=ɶ  (12) 
เราสามารถคํานวณหา (3)

ttTy  ในสมการท่ี (10) โดยใชP
ทฤษฎีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุด [5] 
 ( )(3) 1( ) ( ) ( ) (0)tt tt

tt

A T t AT
T tran tt tty t B e G T x T x e′ − −   ′  = −    

ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ

 (13) 

[ ]0, ttt T∈  และ invertible controllability gramian 

tranG  

 ( ) ( )

0

( )
tt

tt tt

T
A T A T

tran ttG T e BB e dτ τ τ′− −′= ∫
ɶ ɶ

ɶ ɶ  (14) 

กําหนดใหPค� าเริ่มตPนของเอาต, พุตและ internal 
state คือ 

 
[ ]
[ ]

(0) (0) (0) (0) (0)

0 0 0 0 0

u sy y y η η ′ =

′

ɺ ɺɺ

 (15) 

และค�าสุดทPายของเอาต,พุตและ internal state คือ 

 
[ ]1 0 0 0.689 0.725

u sy y y η η ′  = 

′−

ɺ ɺɺ

 (16) 

ก า ร กํ า ห น ด เ ง่ื อ น ไข ใหP  ( )u tt uTη η=  แ ล ะ 
( )s tt sTη η=  ในสมการท่ี (16) ท้ังแถวท่ี 4 และ 5 ของ

เมทริกซ, Aɶ  ในสมการท่ี (11) เปrนการทําใหP state ของ
ระบบเขPาสู�ตําแหน�งสมดุลสุดทPาย (final equilibrium 
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position) ท่ีเวลา ttt T=  โดยวิธีการควบคุมเอาท,พุต
แบบน้ี เราจะเรียกว�า วิธีการแบบ State-Transition-
Based (S-BASED) ท้ังน้ี หากเรากําหนดเง่ือนไขเฉพาะ 

( )u tt uTη η=  และไม�กําหนดเง่ือนไขใหP ( )s tt sTη η=  
เราจะวิธีแบบน้ีเรียกว�า วิธีการแบบ Output-Transition-
Based (O-BASED) 

ดPวยหลักการของการควบคุมแบบเหมาะสมท่ีสุด เรา
จ ะ ไดP เสP น ท า งข อ ง เอ าต, พุ ต ท่ี ตP อ งก า ร  (desired 
trajectory) ( dy , dyɺ , dyɺɺ , uη , แ ล ะ  sη  สํ า ห รั บ
วิธีการแบบ S-BASED และ dy , dyɺ , dyɺɺ , และ uη  
สําหรับวิธีการแบบ O-BASED) แสดงดPวยเสPนประ ในรูป
ท่ี 2 (รูปซPายสําหรับวิธีการแบบ S-BASED และ รูปขวา
สําหรับวิธีการแบบ O-BASED) เม่ือเวลาท่ีใชPเพ่ือเปลี่ยน
ตําแหน�งของเอาต,พุต 10ttT = s 

 

 
รูปท่ี 2 เสPนทางของเอาต,พุตท่ีตPองการ โดยใชPวิธีการ

ควบคุมเหมาะสมท่ีสุด (เสPนประ) และวิธีพหุนาม (เสPน
ทึบ) และ (รูปซPาย) วิธีการแบบ S-BASED และ (รูปขวา) 

วิธีการแบบ O-BASED 
 
 
 

2.2. วิธีพหุนาม (polynomial-based approach) 
วิ ธี พ หุ น าม  [6], [7], [8] เปr น ก า ร ใชP พ หุ น า ม 

(polynomial) ในการคํานวณเสPนทางของเอาต, พุต ท่ี
ตPองการ ซ่ึงพหุนาม trany  ประกอบไปดPวย 
 ˆtran tran trany y y= + ɶ  (17) 
โดย ˆtrany  คือ พหุนามหลัก (main polynomial) ซ่ึงถูก
ใชPในการเคลื่อนยPายตําแหน�งของเอาต,พุต และ tranyɶ  คือ 
พหุนามยืดหยุ�น (flexible polynomial) ซ่ึงถูกใชPในการ
แกP  Boundary Value Problem (BVP) ขอ ง internal 
dynamics โดยพหุนามยืดหยุ�น tranyɶ  จะไม�ส�งผลกระทบ
กับตําแหน�งเริ่มตPนและตําแหน�งสุดทPายของเอาต,พุต 
หลักการของพหุนามท้ังสองแบบ แสดงในรูปท่ี 3 

 
รูปท่ี 3 พหุนามหลักและพหุนามยืดหยุ�น 

พหุนาม trany  สําหรับระบบตัวอย�างในสมการท่ี (1) 
ท่ีมี relative degree 2r =  สามารถกําหนดไดPโดยพหุ
นามหลัก ˆtrany  

 
3 4 5

ˆ 10 15 6tran
tt tt tt
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T T T

     
= − +     

     
 (18) 

[ ]0, ttt T∈  และพหุนามยืดหยุ�น tranyɶ  สําหรับวิธีการ
แบบ S-BASED 
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   

     
− − + +     

     

ɶ

 (19) 

[ ]0, ttt T∈  โดยท่ีค�าสัมประสิทธ์ิ ,1sp  และ ,2sp  ใชP
สําหรับแกP BVP ของ internal dynamics uηɺ  และ sηɺ  
ในสมการท่ี (6) ดPวย boundary conditions ในสมการท่ี 
(15) และ (16) และ พหุนามยืดห ยุ�น  tranyɶ  สําห รับ
วิธีการแบบ O-BASED 
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 (20) 

[ ]0, ttt T∈  โดยท่ีค�าสัมประสิทธ์ิ op  ใชPสําหรับแกP BVP 
ขอ ง internal dynamics uηɺ  ใน ส ม ก าร ท่ี  (6) ดP วย 
boundary conditions ในสมการท่ี (15) และ (16) และ
นําขPอมูลดังกล�าวไปใชPในการแกPสมการท่ี (6) เพ่ือหา 
stable internal state sη  

ค�าสั มประสิท ธ์ิ  p  ในสมการท่ี  (19) และ (20) 
สํ า ห รั บ ร ะ บ บ ตั ว อ ย� า ง ใน ส ม ก า ร ท่ี  (1 ) มี ค� า 

,1 284.0sp = , ,2 81.5sp = −  และ 18.0op =  เม่ือ
เวลาท่ีใชPเพ่ือเปลี่ยนตําแหน�งของเอาต,พุต 10ttT = s 
(การคํานวณสามารถทําไดP โดยใชPคําสั่ง bvp4c ในการแกP 
BVP ของ internal dynamics ดPวยโปรแกรม MATLAB 
[7]) เสPนทางของเอาต,พุตท่ีตPองการจากการคํานวณดPวย
วิธีพหุนาม แสดงดPวยเสPนทึบ ในรูปท่ี 2 ซ่ึงเราจะเห็นว�า 
ผลลัพธ,ท่ีไดPจากวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุ
นาม มีความแตกต�างกันเพียงเล็กนPอย  

ผลลัพธ,ท่ี คํานวณไดPจากท้ังสองวิธีสามารถนํามา
เปรียบเทียบกัน เน่ืองจาก ผลลัพธ,ท่ีไดPจากการคํานวณ
ระหว�างสองวิธีดั งกล�าวมีความเทียบเท�ากัน คือ ค�า
ความเร�ง ท่ี จุดเริ่มตPน  (0) 0dy =ɺɺ  และ ท่ี จุดสุดทP าย 

( ) 0d tty T =ɺɺ  ตามท่ีไดPกําหนดไวPในฟRงก,ชันตPนทุนใน
สมการท่ี (8) สําหรับวิธีควบคุมเหมาะสมท่ีสุด และตาม
ทฤษฎีของวิธีพหุนาม [7], [8] 
 

3. ผลการคํานวณ 

เราสามารถตรวจสอบความถูกตPอง ของเสPนทางของ
เอาต,พุตท่ีตPองการ ในรูปท่ี 2 โดยใชPวิธีการจําลองการ
เคลื่ อน ท่ี  ซ่ึ ง ทํ าไดP โดยการแกP สมการเชิ งอ นุ พันธ, 
(differential equation) ของระบบในสมการท่ี (1) ดPวย
คําสั่ง lsim หรือ ode45 ในโปรแกรม MATLAB เม่ือค�า
อินพุต invu u=  ท่ีคํานวณไดPจากการแทนค�าเสPนทางของ
เอาต,พุตท่ีตPองการลงในสมการท่ี (7) 

การจําลองการเคลื่อนท่ีของเอาต,พุต y  สามารถ
แสดงในรูปท่ี 4 สําหรับวิธีแบบ S-BASED และ รูปท่ี 5 
สําหรับวิธีแบบ O-BASED (เสPนประสําหรับวิธีการควบคุม
แบบเหมาะสมท่ีสุด และเสPนทึบสําหรับวิธีพหุนาม) ซ่ึงเรา
จะเห็นไดPว�าค�าเอาต,พุต y  เปลี่ยนจากตําแหน�ง 0 เปrน 1 
ภายในเวลาท่ีใชPเพ่ือเปลี่ยนตําแหน�งของเอาต,พุต ttT  
ต�างๆ กัน ไดPตามท่ีกําหนดเง่ือนไขไวPในสมการท่ี (15) 
และ (16)  

0 5 10 15

-50

0

50

0 5 10 15

-1

0

1

2

0 10 20

-10

0

10

0 10 20

-1

0

1

2

0 10 20

-5

0

5

0 10 20

-1

0

1

2

 
รูปท่ี 4 ผลการจําลองการเคลื่อนท่ีของเอาต,พุต สําหรับวิธี
แบบ S-BASED ดPวยวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธี

พหุนาม 
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รูปท่ี 5 ผลการจําลองการเคลื่อนท่ีของเอาต,พุต สําหรับวิธี
แบบ O-BASED ดPวยวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธี

พหุนาม 
การเปรียบเทียบค�าสูงสุดและค�าต่ําสุดของอินพุต u  

และค�ารPอยละสูงสุดท่ีสูงกว�า 1 (percent overshoot) 
และค�ารPอยละต่ําสุดท่ีต่ํากว�า 0 (percent undershoot) 
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ของเอาต,พุต y  สําหรับ เวลาท่ีใชPเพ่ือเปลี่ยนตําแหน�ง
ของเอาต, พุ ต  ttT  แตกต� างกัน  7.5,10,12.5ttT = s 
แสดงใน รูปท่ี 6 และ รูปท่ี 7 ตามลําดับ (รูปซPายสําหรับ
วิธีแบบ S-BASED และรูปขวาสําหรับวิธีแบบ O-BASED) 
ซ่ึงความแตกต�างระหว�างสองวิธี (วิธีการควบคุมเหมาะสม
ท่ีสุดและวิธีพหุนาม) เกิดข้ึนเพียงเล็กนPอย 
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รูปท่ี 6 การเปรียบเทียบค�าสูงสุดและค�าต่ําสุดของอินพุต
ท่ีคํานวณไดPจากวิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุ

นาม 
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รูปท่ี 7 การเปรียบเทียบค�ารPอยละสูงสุดท่ีสูงกว�า 1 

(percent overshoot) และค�ารPอยละต่ําสุดท่ีต่ํากว�า 0 
(percent undershoot) ของเอาต,พุตท่ีคํานวณไดPจาก

วิธีการควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุนาม 
 

4. สรุป 

งานวิจัยน้ีไดPทําการเปรียบเทียบการควบคุมตําแหน�ง
ของเอาต,พุต ดPวยวิธีควบคุมเหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุนาม 

ของระบบเชิงเสPน จากผลการคํานวณและการจําลองการ
เคลื่อนท่ีดPวยระบบโครงสรPางแบบยืดหยุ�น พบว�า ค�า
อินพุตและเอาต,พุตของระบบท่ีคํานวณไดPจากวิธีควบคุม
เหมาะสมท่ีสุดและวิธีพหุนาม มีความแตกต�างกันเพียง
เล็กนPอย ดังน้ัน วิธีพหุนามท่ีใชPเทคนิคการคํานวณท่ีง�าย
กว�า สามารถใชPแทนวิธีควบคุมเหมาะสมท่ีสุดไดP 
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